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SUR    QUELQUES    PROPRIÉTÉS    DES    INTÉGRALES    DÉFINIES, 
DÉDUITES  DE  LA  METHODE   DES  COORDONNÉES  ELLIPTIQUES; 

Par  m.   William  ROBERTS. 


On  sait  que  la  méthode  employée  ordinairement  pour  obtenir  la 
valeur  de  l'intégrale  définie 

o 

consiste  à  transformer  l'intégrale  double 

en  faisant 

X  =  rcos  oi ,      JK  =  '■  sin  w  , 

ce  qui  donne  '        >  • 


1       e-  (""''-*- >'hfxdy  =  j       e-''rdrj      dr.i, 
d'oii  Ton  déduit  '•'•  •  "•  ' 

[£\--d.y=in. 
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Maintenant,  supposons  qu'au  lieu  de  transformer  x  et  j  dans  les 
coordonnées  polaires,  on  fasse  usage  des  coordonnées  elliptiques,  c  cst- 
à-dire  des  variables  ju,  et  v,  données  par  les  équations  suivantes  : 

-+    /    .,  =  I, 


h  étant  une  quantité  constante.  Cela  nous  donne,  comme  on  sait, 

x^  +  j'  -—  ix^-h  V-  —  h' 


cJxdj^^'-"'^'^'" 


v/(f.^-6n(6'--/) 
en  sorte  fiu'oti  a 

ce  qui  donne,  en  écrivant  la  lettre  n  au  lieu  de  p.  et  v , 

Faisons  dans  cette  formule  ^^  =  i,  et  transformons  les  intégrales 

;"  «  ç-  "'  du  r  "  e-^'u'du  ^ 

j,        v/«'  —  I  '      J,  \/u.'—i 

en  posant  

transformons  aussi  les  intégrales 

Jo    v'T^-"''    Jo     v/'  — «' 
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en  faisant 

et  lions  arirons 

Ju  V       "  Jo      V' .'(■-.') 

11  est  bon  de  remarquer  qne  la  formule  qu'on  vient  d'obtenir  n'est 
qu'un  cas  particulier  d'un  résultat  donné  par  Abel ,  et  qui  se  trouve 
dans  ses  OEuvres ,  publiées  par  Holniboè,  tome  P%  page  loo.  Il  suf- 
fira de  faire,  dans  le  théorème  d'Abel  dont  il  s'agit. 

a  =  S  =  -     et     a  =  i. 

Voilà  donc  une  nouvelle  application  des  coordonnées  elliptiques,  et 
qui  sert  encore  à  montrer  avec  quelle  sunplicité  ce  système  merveilleux 
conduit  à  des  résultats  qui  sont  assez  difficiles  à  obtenir  par  d'autres 
moyens. 

Si  notre  formule  n'a  pas  le  même  degré  de  généralité  que  celle 
d'Abel,  on  ne  doit  pas  oublier,  d'autre  part,  que  la  méthode  que 
nous  avons  employée  jouit  de  l'avantage  de  s'étendre  à  des  cas  entière- 
ment nouveaux,  en  considérant  les  coordonnées  elliptiques  à  trois 
dimensions,  et  les  transformations  analytiques  analogues  qui  répon- 
dent à  un  nombre  quelconque  de  variables. 

En  effet,  transformons  l'intégrale  définie  triple 


m: 


i^'-t-j'-t-z' 


"1  d.x  dy  dz, 


en  employant  les  variables  p,p.,v  données  par  les  équations  suivantes: 
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b  et  c  étant  des  quantités  constantes.  On  aura  donc 

x^  +  j-  -^  z'-  —  p-  -h  ij}  -h  v^  —  b-  —  6'^, 

dx dj dz  =  (p'-f^-')(r-v-)(f^'-v')  ^p ^^  ^/,^ 

doù  l'on  déduit 

r  r  r  '''"^''^"  '^""'^'''^ir  '''"'^'^^^^"' 

=  r  f  r  e-i^-^-^^^-'''--Hr~^)ip^~^')(^-^n  ^ ....... 

Développant  cette  expression  et  écrivant  la  lettre  u  au  lieu  des  trois 
lettres  p,  p.,  v,  nous  trouverons  la  formule  suivante: 


X°°  «     "'  a'  du  r  ''"  e     "'  II-  du  /*  c     "'  du 

V'(a'— 6')  («'  —  c')     Jù      \{c- — «')(«' — (>'')    Jo      \/(c'  — f/')(i'  — «') 

J'»  =o  p     "'u-du  /^  "^  e~"'u*du  /*  c'~"'du 

-        \/(k'  — 6')  («■■  —  (■')    Ja      VC^'"  —  u'){u''—b'-)     Jo     v'fc'  —  «')(/;!_„:) 

/"■°  f  ~  "'  «•  c/«  /"^  e^  "'  du  r  e~  "'  u'  du 

/*  »  g-"%t'rf«  r  '  tf-  "'r/K  /•  ''  e-""  u'du 

~Jc       V(«'— 6')(«'  — c»)    Jt      \/(?^~ii'f{u'— b')    Jo     \/{c'  —  u'){b'  —  u') 

r"  e-"'du  C"  e~  "'"  <t'  t/H  r''  c-"''u'du 

Je        \iu'—b^)(u'  —  c'^    Jh      ^{?—u')\'u'—b')     Jo     \/(c'—u')[b^—u') 

r^'  f-  "' du  r  "         e-"'  u^du  r  ''         e-"'u'du 

Je        /("'—  *')(«■'  — c")    Jb     \/(?— ^)T«'— *')    Jo     \(c'-  —  u')(b'  —  u^) 

U  serait  superflu  d  insister  sur  la  relation  qui  existe  entre  cette  for- 
nude,  fpii  nie  semble  assez  curieuse,  et  la  théorie  des  transcendantes 
elliptiques  et  des  inverses  de  ces  fonctions.  Considérée  sous  ce  rap- 
port, elle  peut  être  présentée  sous  une  forme  expressive,  que  je  me 
dispense  de  transcrire.  Je  me  contente  de  l'avoir  indiquée. 
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Quant  à  la  formule  générale  qui  résulte  du   cliaiigenient  des  va- 
riables dans  l'intégrale  définie  multiple 

Jo     J,     Jo        "J       ^^^"''^^''^'''^■•■^''^dx(fjth...rù, 

par  des  substitutions  analogues  à  celles  que  nous  venons  d'employer, 
d  suffira  de  rappeler  à  l'attention  de  nos  lecteurs  les  divers  Mémoires 
publiés  dans  le  Journal  de  M.  Crelle  par  MM.  Jacobi  et  Hœdenkamp, 
et  par  d'autres  géomètres  qui  ont  traité  le  sujet  de  ces  transforma- 
tions, ainsi  que  les  travaux  récenls  de  M.  Liouville,  qui  ont  paru 
dans  son  Journal.  On  y  trouvera  tous  les  détails  nécessaires  pour 
obtenir  la  formule  dont  il  s'agit. 


Dublin  ,  le  29  Janvier  i85i 
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SUR    UN    THÉORÈME    DE    M.    CHASLES; 
Par  J.  LIOUMLLE. 


Le  ihéoreme  dont  il  s'agit  consiste  en  ce  que  deux  surfaces  du  second 
de'^ré  homofocales  données  (a),  (jS)  peuvent  être  considérées  comme 
les  lieux  des  centres  de  courbure  d'une  certaine  surface  (0) ,  qui  toute- 
fois deviendrait  imaginaire  si  l'on  prenait  pour  (a),  (/3)  deux  ellipsoïdes 
ou  deux  hyperboloides  à  deux  nappes.  Je  veux  ici  compléter  ce  théo- 
rème en  ajoutant  l'équation  de  la  surface  (0),  ou  plutôt  des  surfaces 
en  nombre  infini  (parallèles  entre  elles)  dont  les  centres  de  courbure 
ont  (a)  et  (/5)  pour  lieux  géométriques. 

Considérons  les  diverses  surfaces  du  second  degré  homofocales 
a  (a),  (/3);  et  désignons-les,  suivant  l'usage,  par  (p),  (/x),  (v).  Les 
surfaces  données  (a),  (/S)  font  partie  des  surfaces  [p],  (fi),  (v),  dont 
l'équation  en  coordonnées  rectangulaires  est,  comme  on  sait,  de  la 
forme 

h  et  c  étant  des  constantes.  On  suppose  p-  >  c=  >  h^,  [x}  entre  b'^ 
et  c',  v^  <  h';  pour  fixer  les  idées,  j'admets  en  outre  que  a^  >  /5^. 
Maintenant  soit  Q{p,  ;x,  v)  l'intégrale  de  la  formule  différentielle 
suivante  : 


^^  V^(a'— v')(^'— y') 


v/{p'-6')(p'-c')  ^/(^'-6')(c'-^')  v/(6>_,.)(c'_vM 

I/équation  générale  des  surfaces   qiu   ont  (a)  et  (P)  pour  lieux  des 
centres  de  courbure  sera 

0  (f> ,  p. ,  v)  =  constante. 
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L'équation 

d@  =  o 

détermine,  pour  ainsi  dire,  la  direction  des  surfaces  (0),  ou  plutôt  de 
leurs  plans  tangents,  en  chaque  point  de  l'espace.  A  cause  de  l'ambi- 
guïté des  signes  des  radicaux,  il  y  a  donc,  en  général,  pour  chaque 
point,  quatre  plans  tangents  de  ces  surfaces,  respectivement  perpendi- 
culaires, bien  entendu,  aux  quatre  tangentes  communes  à  (a),  (^), 
que  l'on  peut  mener  par  ce  point. 

En  donnant  au  second  membre  de  l'équation 

0((3,  |x,  v)  =  constante 

deux  valeurs  particulières  C,  C,  on  aura  deux  surfaces  dont  toutes 
les  normales  seront  communes,  et  la  différence  constante  C  —  C  ex- 
primera partout  la  distance  de  ces  deux  surfaces. 
Si  A  et  B  sont  deux  constantes,  les  équations 

sont  celles  d'une  droite  quelconque  normale  à  la  surface  (0),  et  aussi 
d'une  droite  quelconque  tangente  à  ia  fois  aux  deux  surfaces  (a),  (jS  i. 
Chacune  de  ces  équations,  prise  isolément,  représente  d'ailleurs  une 
surface  développable  formée  par  les  normales  à  ia  surface  (0)  le  long 
d'une  de  ses  lignes  de  courbure.  De  là  résultent  deux  systèmes  de  sur- 
faces développables,  qui  appartiennent  respectivement  aux  deux  es- 
pèces de  lignes  de  courbure  de  (0).  Je  n'ai  pas  besoin  d'ajouter  que 
les  surfaces  de  systèmes  différents  sont  à  angle  droit  entre  elles  comme 
avec  la  surface  (0).  La  surface  représentée  par  l'équation 

touche  et  enveloppe  la  siu-face  (|3);  elle  est,  au  contraire,  normale  à 
la  surface  (a),  sur  laquelle  elle  engendre  par  son  intersection  une  ligne 
géodésique,  conformément  à  un  théorème  bien  connu.  De  même,  la 
surface  représentée  par 

d&  . 

T~  —  ^ 

rfa 
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toiiclie  la  surface  (a),  et  coupe  la  surface  (|3)  à  angle  droit,  suivant 
une  ligne  géodésique  de  (jS). 

Quelle  que  soit  la  fonction  F,  l'équation 


i  rie     d&\ 


dp 

représente  une  surface  formée  de  droites  normales  aux  surfaces  (6); 
mais  les  deux  cas  cités  plus  haut  sont  naturellement  les  seuls  où  la 
surface  soit  développable. 

Tous  ces  résultats  dérivent  sans  peine  des  formules  que  j'ai  données 
^u  tome  Xll  du  présent  Journal,  en  m'occupant  du  mouvement  d'un 
point  matériel.  Mais  on  peut  aussi  les  démontrer  directement  d'une 
manière  très-simple ,  et  par  là  donner  plus  d'élégance  encore  à  la 
théorie  des  lignes  géodésiques  des  siu-faces  du  second  degré.  C'est  ce 
que  je  ferai  voir  dans  un  autre  article. 


/ 
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THÉORIE  NOUVELLE 

UF, 

LA  ROTATION  DES  CORPS, 

Pau  m.  POIIVSOT. 


Voici  une  des  questions  qui  m'ont  le  plus  souvent  occupé,  et,  si 
Ton  me  permet  de  parler  ainsi,  une  des  choses  que  j'ai  le  plus  désiré 
de  savoir  en  Dynamique. 

Tout  le  monde  se  fait  une  idée  claire  du  mouvement  d'un  point, 
c'est-à-dire  du  mouvement  d'un  corpuscule  qu'on  suppose  infiniment 
petit,  et  qu'on  réduit  en  quelque  sorte  par  la  pensée  à  un  point  ma- 
thématique. Car  il  ne  reste  plus  alors  qu'à  se  représenter  la  ligne , 
droite  ou  courbe,  que  ce  point  peut  décrire,  et  la  vitesse  avec  laquelle 
il  se  meut  suivant  cette  ligne.  Mais,  s'il  s'agit  du  mouvement  d'un 
corps  de  grandeur  sensible  et  de  figure  quelconque,  il  faut  convenir 
qu'on  ne  s'en  fait  qu'une  idée  très-obscure. 

A  la  vérité,  cette  idée  paraît  d'abord  s'éclaircir  ou  se  résoudre  na- 
turellement en  deux  autres.  Car,  si  l'on  s'attache  à  regarder  un  seul 
et  même  point  du  corps,  on  peut  suivre,  d'un  côté,  le  mouvement  de 
ce  point  qui  ne  peut  décrire  qu'une  certaine  ligne  dans  l'espace,  et, 
de  l'autre  côté,  le  mouvement  du  corps  qui  ne  peut  que  tourner  en 
même  temps  sur  ce  point,  comme  autour  d'un  centre  fixe.  Mais  ce 
second  mouvement,  c'est-à-dire  celui  d'un  corps  mobile  autour  d'un 
point,  sur  lequel  il  a  la  liberté  de  pirouetter  dans  tous  les  sens,  ne 
présente  lui-même  qu'une  idée  très-obscure. 

Ce  n'est  pas  qu'en  rapportant  les  points  du  corps  à  des  plans  ou 
objets  fixes  dans  l'espace,  on  n'ait  su  trouver  ce  qu'on  appelle  les 
équations  différentielles  de  ce  mouvement,   et  même  qu'on  ne  soit 
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venu  à  bout  d'intégrer  ces  équations,  ou  du  moins  d'en  ramener  les 
intégrales  aux  quadratures^  dans  le  cas  simple  d'un  corps  libre  de 
toute  action  étrangère.  Euler  et  d'Alembert,  à  peu  près  dans  le  même 
temps,  et  par  des  méthodes  différentes,  ont  les  premiers  résolu  cette 
importante  et  difficile  question  de  la  Mécanique;  et  l'on  sait  que 
depuis,  l'illustre  Lagrange  a  repris  de  nouveau  ce  fameux  problème, 
pour  l'approlondir  et  le  développer  à  sa  manière,  je  veux  dire  par 
une  suite  de  formules  et  de  transformations  analytiques  qui  présentent 
beaucoup  d'ordre  et  de  symétrie.  Mais  il  faut  convenir  que,  dans 
toutes  ces  solutions,  on  ne  voit  guère  que  des  calculs,  sans  aucune 
image  nette  de  la  rotation  du  corps.  On  peut  bien ,  par  ces  calculs 
plus  ou  moins  longs  et  compliqués,  parvenir  à  déterminer  le  lieu  où 
se  trouvera  le  corps  au  bout  d'un  temps  donné;  mais  on  ne  voit  point 
du  foiU  comment  le  corps  y  arrive  :  on  le  perd  entièrement  de  vue  ; 
tandis  qu'on  voudrait  l'observer  et  le  suivre  ,  pour  ainsi  dire  ,  des  yeux 
dans  tout  le  cours  de  sa  rotation. 

Or  c'est  cette  idée  claire  du  mouvement  de  ro'ation  que  j'ai  tâché 
de  découvrir,  afin  de  mettre  sous  les  yeux  ce  que  personne  ne  s'était 
encore  représenté. 

Il  en  résulte  une  solution  toute  nouvelle  chi  problème  de  la  rotation 
d'un  corps  abandonné  à  lui-même,  soit  qu'il  tourne  librement  siu 
son  centre  de  giavité ,  ou  siu-  tout  autre  point  fixe  autour  duquel  il 
serait  forcé  de  se  mouvoir  :  véritable  solution  du  problème,  en  ce 
qu'elle  fait  image,  et  qu'on  y  voit  le  mouvement  du  corps  avec  autant 
de  clarté  que  le  mouvement  d'un  point.  Et  si,  de  cette  démonstration 
géométrique  de  la  rotation  des  corps,  on  veut  passer  au  calcul,  pour 
mesurer  toutes  les  différentes  propriétés  ou  affections  de  ce  mouve- 
ment, on  n'a  plus  que  des  formules  directes  et  toujours  claires,  parce 
que  chacune  d'elles  n'y  est  que  l'expression  il'un  théorème  dynamique 
dont  on  a  l'idée,  et  qui  tend  à  son  objet.  Ainsi,  notre  analyse  présente 
f'Mcore  cet  avantage,  que  tout  s'y  exprime  et  s'y  développe  par  l(\s 
seules  données  imuiédiates  du  problème,  sans  ai'.cun  mélange  de  ces 
angles  ou  de  ces  coordonnées  étrangères  qui  ne  tiennent  point  à  la 
nature  de  la  question,  et  qui  ne  viennent  que  de  la  méthode  indirecte 
qu'on  emploie  pour  la  résoudre.  Car  c'est  une  remarque  que  nous 
pouvons  faire  dans  toutes  nos  recherches  mathématiques  :  ces  quan- 
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tités  auxiliaires,  ces  calculs  longs  et  difficiles  où  l'on  se  trouve  en- 
traîné, y  sont  presque  toujours  la  preuve  que  notre  esprit  n'a  point, 
dès  le  commencement,  considéré  les  choses  en  elles-mêmes  et  d'inie 
vue  assez  directe,  puisqu'il  nous  faut  tant  d'artifices  et  de  détours 
pour  y  arriver;  tandis  que  tout  s'abrège  et  se  simplifie  sitôt  qu'on 
se  place  au  vrai  point  de  vue. 

J'ai  donc  pensé  qu'une  solution  si  simple,  et  si  propre  à  jeter  un 
nouveau  jour  sur  les  questions  les  plus  difficiles  de  la  Dynamique, 
pouvait  servir  à  l'avancement  réel  de  la  science,  et  méritait  ainsi 
l'attention  des  géomètres;  et  c'est  cette  considération  philosophique 
qui  m'a  surtout  déterminé  à  composer  le  nouvel  ouvrage  qu'on  va 
lire,  et  dont  j'ai  présenté  l'analyse  à  l'Académie  [*]. 

Je  le  divise  en  trois  parties  :  dans  la  première,  après  avoir  considéré 
le  mouvement  des  corps  en  lui-même ,  je  cherche  les  forces  qui  seraient 
capables  de  le  produire,  afin  de  voir  réciproquement  quel  est  le  mou- 
vement que  doit  prendre  un  corps  en  vertu  de  forces  quelconques 
données,  ce  qui  est  le  problème  naturel  de  la  Dynamique;  dans  la 
deuxième  partie,  je  donne  la  solution  du  problème  de  la  rotation  des 
corps  libres;  et,  dans  la  troisième,  je  développe  les  calculs  qui  se 
rapportent  à  cette  solution. 


PREMiÈRE    PARTIE. 

CHAPITRE  PREMIER. 

DU      MOUVEMENT     DES     CORPS     CONSIDERE      EN     LUI-MEME. 
I. 

Idée  de  In  rotation  simple  et  de  la  vitesse  angulaire. 

I.  Le  seul  mouvement  de  rotation  dont  nous  ayons  une  idée 
claire  est  celui  d'un  corps  qui  tourne  sur  un  axe  immobile,  ou  dont  la 
direction  reste  la  même  et  dans  le  corps  et  dans  l'espace.  Car  on  voit 

\*]  Séance  du   19  mai  i834. 
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clairement  tous  les  différents  cercles  que  les  points  du  corps  dé- 
crivent dans  des  plans  perpendiculaires  à  cet  axe  :  et  il  est  évident 
que  tous  ces  mouvements  simultanés  sont  possibles,  je  veux  du-e 
qu'ils  peuvent  s'exécuter  ensemble  sans  que  la  disposition  mutuelle 
(les  points,  ou  ce  qu'on  peut  nommer  Xa figure  du  corps,  en  soit  en 
rien  changée. 

2.  Nous  avons  également  une  idée  nette  de  la  quantité  ou  de  la 
mesure  de  cette  rotation.  Car,  comme  tous  les  points  décrivent  en 
même  temps  des  arcs  de  cercle  semblables,  c'est-à-dire  de  longueurs 
proportionnelles  à  leurs  rayons,  le  rapport  de  la  vitesse  d'un  point  au 
rayon  du  cercle  qu'il  décrit  est  le  même  pour  tous  les  points  du 
corps;  et  c'est  ce  rapport  constant  qui  fait  la  mesure,  ou  ce  qu'on 
nomme  la  vitesse  angulaire,  de  la  rotation.  Cette  vitesse  angulaire 
n'est  donc  autre  chose  que  la  vitesse  absolue  d'un  point  quelconque 
du  corps  pris  à  l'unité  de  distance  de  l'axe  de  rotation  :  de  sorte  que, 
en  nommant  S  cette  vitesse,  on  a  Sr  pour  la  vitesse  d'un  point  pris  à 
la  distance  r  du  même  axe. 

II. 

Composition  des  mouvements  de  rotation. 

3.  On  peut  voir  avec  la  même  clarté  que  de  semblables  rotations, 
que  des  causes  quelconques  tendraient  à  imprimer  à  un  corps  autour 
(le  différents  axes  passant  par  un  même  point,  se  composent  exacte- 
ment j)ar  la  même  loi  que  de  simples  forces  appliquées  en  ce  point. 
C'est  ce  que  la  théorie  des  couples  rend  manifeste  en  considérant  plu- 
sieurs couples  appliqués  sur  luie  sphère  homogène.  Car  il  est  évident , 
par  la  régularité  parfaite  du  corps,  que  chaque  couple,  s'il  agissait 
seul,  ferait  tourner  la  sphère  sur  le  diamètre  perpendiculaire  au  plan 
de  ce  couple,  et,  par  conséquent,  sur  l'axe  du  couple  lui-même,  et 
avec  une  vitesse  angulaire  proportionnelle  à  son  moment;  que,  par 
conséquent,  si  tous  les  couples  agissent  à  la  fois,  comme  leur  effet  est 
le  même  que  celui  du  couple  résultant,  la  sphère  doit  tourner  sur 
l'axe  de  ce  couple  avec  une  vitesse  angulaire  proportionnelle  à  sou 
moment.  D'où  l'on  voit  que  les  mouvements  de  rotation  se  com- 
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posent  et  se  décomposent  exactement  par  les  mêmes  lois  que  les 
couples,  et  partant  que  les  simples  forces. 

4.  Mais  cette  composition  des  mouvements  de  rotation,   il  faut  ici    fit;    i. 
la  démontrer  par  la  simple  géométrie;   puisque,  dans  ces  premiers 
principes,  on  ne  s'occupe  que  du  mouvement  des  corps  considéré  en 
lui-même,  c'est-à-dire  abstraction  faite  des  forces  qui  le  produisent, 

et  de  la  nature  du  corps  qui  le  reçoit.  Mais  pour  avoir  ici  des  expres- 
sions aussi  claires  que  dans  la  théorie  des  couples,  nous  représenterons 
de  même  les  rotations  par  de  simples  lignes  terminées  Op,  Oq,  etc., 
prises  sur  leurs  axes;  et  chacune  de  ces  lignes,  telle  que  Op,  repré- 
sentera à  la  fois  Vajce  et  la  grandeur  de  cette  rotation  p ,  et  en  indi- 
quera encore  le  sens  par  cette  convention  qu'en  se  plaçant  à  l'extré- 
mité p  considérée  comme  le  nord,  pour  regarder  devant  soi  le  point  O 
considéré  comme  le  midi,  la  rotation  se  fera  de  droite  à  gauche, 
comme  se  fait,   à  nos  yeux,  le  mouvement  du  soleil. 

III. 

Parallélogramme  des  rotations. 

5.  Si,  par  deux  causes  quelconques,    un  corps  tend  à  la  fois  à   Fio.  a. 
prendre  deux  rotations  p  et  q,  représentées  par  les  deux  côtés  Op, 

Oq  d'un  parallélogramme  Opdq,  le  corps  prendra  une  rotation 
unique  Q  représentée  par  la  diagonale  Od  de  ce  parallélogramme. 

En  effet,  considérez  un  point  quelconque  m  du  corps,  pris  dans  le 
plan  du  parallélogramme,  et,  par  exemple,  vers  la  droite  dans  le 
supplément  de  l'angle  que  font  entre  eux  les  deux  côtés;  et  nommons 
X  Qt  j  les  deux  perpendiculaires  abaissées  de  ce  point  m  sur  ces  côtés. 
Il  est  clair  que,  par  la  seule  rotation  p,  le  point  m  tend  à  s'élever  au- 
dessus  du  plan  avec  une  vitesse  p.v  (n°  2);  et  que,  par  la  seule  rota- 
tion q,  il  tend  à  s'élever  avec  une  vitesse  qj,  et  qu'ainsi,  en  vertu  des 
deux  causes  agissant  à  la  fois,  il  a,  suivant  la  normale,  la  vitesse 
px  4-  qj.  Or,  en  nommant  k  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  m 
sur  la  diagonale  Ô ,  on  a  toujours  l'équation 
px  -i-  qj  =  0  h  , 
comme  on  le  sait  par  un  théorème  très-coinni  de  géométrie.  Donc  la 
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vitesse  que  prend  le  point  m  est  égale  k  Oh,  c'est-à-dire  à  la  vitesse 
qu'il  aurait  si  le  corps  toiu-iiait  sur  la  diagonale  avec  la  vitesse 
angulaire  5.  Et  comme  la  même  chose  peut  se  diie  de  tout  autre 
point  du  plan,  et  que  le  mouvement  du  plan  entraine  celui  du  corps, 
on  peut  dire  qu'un  point  quelconque  du  corps  prend,  par  les  deux 
rotations  p  et  q ,  le  même  mouvement  qu'il  prendrait  par  la  seule 
rotation  5.  Donc,  etc. 

Remarque. 

Fi  G.  3.  C'est  uniquement  pour  abréger  la  démonstration  que  j'ai  pris  le 
point  m  dans  le  supplément  de  l'angle  que  font  entre  eux  les  deux 
côtés  du  parallélogramme.  Si  ce  point  était  pris  entre  les  côtés  mêmes, 
on  trouverait  que  s'il  s'élève  au-dessus  du  plan  avec  la  vitesse  px ,  il 
s'abaisse  au-dessous  avec  la  vitesse  qy  :  de  sorte  que  sa  vitesse  suivant 
la  normale  serait  la  différence  pjc  —  qj.  Mais ,  par  le  même  théorème 
de  géométrie,  on  aurait  alors 

p.x  —  qj  =z  Oh\ 

c'est-à-dire  que  le  point  a  toujours  la  même  vitesse  Qh  que  si  le  corps 
tournait  sur  la  diagonale. 

6.  Au  reste,  ceci  nous  donne  l'idée  d'un  théorème  de  géométrie 
plus  général  que  le  précédent,  et  dont  celui-ci  n'est  en  quelque  sorte 
qu'un  cas  particulier. 
Fi  G.  4.  Car,  supposez  le  point  m  pris  ou  l'on  voudra  dans  l'espace,  et  nom- 
mez de  même  x,  y  et  h  les  trois  perpendiculaires  abaissées  de  ce  point 
sur  les  deux  côtés  p  et  q,  et  la  diagonale  9  du  parallélogramme  pOqÔ; 
vous  aurez  de  même  px,  qj  et  6  li  pour  les  vitesses  que  les  trois 
rotations  p ,  q  et  6  tendraient  à  imprimer  au  point  m.  Mais  ici  ces 
vitesses,  au  lieu  d'être  dans  la  même  direction,  seraient  respective- 
ment perpendiculaires  aux  plans  des  trois  triangles  inOp,  mOq,  inOO  : 
les  lignes  qui  les  représentent  font  donc  entre  elles  les  mêmes  angles 
que  1rs  plans  de  ces  triangles;  et  elles  sont  d'ailleurs  proportionnelles 
A  leurs  aires  respectives. 

Or,  puisque  le  point  m,  en  vertu  des  deux  rotations  p  et  (/,  doit  se 
mouvoir  comme  il  le  ferait  en  vertu  de  la  simple  rotation  6  ,  il  s  en- 
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suit   que    la  ligne   9  h  doit    être   la    diagonale  du    parallélogramme 
construit  sur  les  deux  autres /J:r  et  qy. 
On  a  donc  ce  théorème  de  géométrie  : 

Si.  d'un  point  quelconque  m  de  Vespace,  comme  sommet,  on  mène 
trois  triangles  qui  aient  pour  bases  les  deux  côtés  Op,  Oq  et  la  dia- 
gonale OO  d'un  parallélogramme,  il  j-  a  toujours  entre  les  ailes  de 
ces  trois  triangles  la  même  relation  qu'entre  les  côtés  et  la  diagonale 
d'un  parallélogramme  construit  sous  les  inclinaisons  mutuelles  de  ces 
trois  plans. 

Ainsi  les  deux  premiers  triangles  se  composent  en  quelque  sorte 
pour  former  le  troisième,  comme  se  composeraient  entre  elles,  pour 
former  leur  résultante,  deux  forces  proportionnelles  aux  aires  de  ces 
triangles,  et  qui  auraient  entre  elles  la  même  inclinaison. 

7.  Et  maintenant  remarquez  que  ce  théorème,  tiré  de  considérations 
dynamiques,  se  voit  sur-ie-champ  par  la  géométrie.  Car.  au  lieu  des 
trois  triangles,  considérez  les  trois  paraît 'lograiumes  ou  rhombes  faits 
sur  le  même  cùfé  Oin.  appuyés  sur  les  même  bases  Op,  Oq,  06,  et 
dont  les  aires  sont  mesurées  par  pjc,  qy,  ^h.  Il  est  évident  que  ces 
rhombes,  qui  forment  les  deux  plans  adjacents  avec  le  plan  diagonal 
d'un  même  rhomboïde,  étant  vus  comme  appuyés  sur  la  commune 
base  0/«,  sont  entre  eux  comme  leurs  hauteurs,  et,  par  conséquent, 
comme  les  trois  lignes  qui  résulteraient  de  l'intersection  du  rhomboïde 
par  un  plan  perpendiculaire  à  l'arête  Om.  Or  ces  lignes  forment  évi- 
demment les  deux  côtés  et  la  diagonale  d'un  parallélogramme 
construit  sous  les  inclinaisons  mutuelles  des  trois  plans.  Donc,  etc. 

Actuellement,  si  l'on  imagine  que  le  point  m  descende  de  l'espace, 
perpendiculairement  au  plan  du  parallélogramme,  et  pour  tomber 
dans  le  supplément  de  l'angle  pOq  des  deux  côtés,  ou  de  son  opposé 
au  sommet,  il  est  visible  que  l'inclinaison  nnituelle  des  deux  triangles 
niOp,  inOq  va  en  diminuant,  et  devient  enfin  nulle;  et  alors  le 
triangle  mOQ  construit  sur  la  diagojiale  devient  égal  à  la  somme  des 
deux  autres,  comme  la  diagonale  d'un  parallélogramme  devient  égale 
à  la  somme  des  deux  côtés  qui  la  comprennent,  quand  l'inclinaison  de 
ces  côtés  devient  nulle. 

Si  le  point  m  descend   de  même  pour  londier  dans  l'angle   même 
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pOq ,  ou  dans  son  opposé  au  sommet,  il  est  visible  que  l'inclinaison 
mutuelle  des  deux  triangles  mOp.  inOcj  va  en  augmentant  et  devient 
enfin  égale  à  deux  angles  droits:  et  alors  le  triangle  m06  construit 
sur  la  diagonale  devient  égal  à  la  dijjérence  des  deux  autres;  comme 
la  diagonale  d'un  parallélogramme  devient  égale  à  la  différence  des 
deux  côtés  quand  leur  inclinaison  mutuelle  devient  égale  à  deux 
angles  droits. 

Ainsi  ce  théorème  très-connu,  que  Lagrange  attribue  à  Varignon  ,  et 
qu'il  regarde  comme  lui  beau  théorème  de  géométrie,  n'est  qu'un  cas 
particulier  du  nôtre  :  et  comme  celui-ci  est  très-facile  à  démontrer 
directement,  on  en  peut  tirei-  réciproquement  une  démonstration  du 
jxiralléhgramme  des  rotations,  encore  plus  nette  que  la  première, 
puisqu'on  y  prend  où  l'on  veut  le  point  m  dont  on  examine  le  mou- 
vement, sans  avoir  besoin  de  supposer  que  ce  point  est  situé  dans  le 
plan  des  axes  des  deux  rotations  composantes. 


COROLLAIRE. 


8.  Ue  ce  para  Lie  lograinme  des  rotations  il  est  clair  qu'on  peut 
s'élever  à  la  composition  de  tant  de  rotations  qu'on  voudra,  Op,  Oq, 
Or,  etc..  et  parvenir  ainsi  à  leur  résultante  générale  06  en  les  com- 
posant successivement  deux  à  deux  ,  à  la  manière  des  simples  forces 
appliquées  sur  un  point. 

Et  cette  similitude  de  composition  n'est  pas  bornée  à  des  rotations 
sur  différents  axes  qui  se  croisent  en  un  même  point;  mais,  ce  qui 
est  très-digne  de  remarque,  elle  s'étend  à  des  rotations  autour  d'axes 
qui  seraient  situés  d'iuie  manière  quelconque  dans  l'espace  :  théorie 
neuve  qui  mérite  d'être  développée. 

IV. 

Composition  de  deux  rotations  autour  de  deux  axes  parallèles. 

9.  Deux  rotations  p  et  (/ ,  de  même  sens,  autour  de  deux  axes  pa- 
rallèles, se  composent  en  une  seule  6  éy^ale  n  leur  somme  p  -\-  </.  ati- 
tour  d'un  axe  paialléle  aux  deux  premiers  et  qui  divise  leur  distance 
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miituelle   dans   In   raison    inverse   des   deux    rotations    composantes 
p  et  q. 

Soient,  en  effet,  kp  et  làq  les  deux  lignes  parallèles  qui,  menées  ^k^-o. 
des  points  A  et  B  d'un  même  côté  de  l'espace,  représentent  les  deux 
rotations  de  même  sens  p  et  q  dont  il  s'agit,  et  considérons  un  point 
quelconque  m  pris  hors  de  ces  axes  parallèles,  mais  dans  leur  plan, 
vers  la  droite.  Si  l'on  nomme  x  et  j  les  deux  perpendiculaires 
abaissées  de  ce  point  m  sur  les  lignes  Pip  et  B(y,  il  est  clair  que,  par 
la  rotation  p,  le  point  m  tend  à  s'élever  au-dessus  du  plan  avec  la 
vitesse  px ,  et  que ,  par  la  rotation  q ,  il  tend  à  s'élever  avec  la 
vitesse  qj;  et  qu'ainsi,  par  les  deux  rotations  à  la  fois,  il  a,  suivant 
la  normale,  la  vitesse  px  +  qj.  Or,  qu'on  mène  entre  Ap  et  B^  la 
parallèle  C9,  si  l'on  nomme  h  la  perpendiculaire  abaissée  sur  elle  du 
point  ?u,  on  aura  x  —  //  pour  sa  distance  à  la  parallèle  Ap,  et  h  —  j 
pour  sa  distance  à  la  parallèle  Aq.  Si  donc  on  suppose  C6  menée 
telle  que  les  deux  distances  soient  en  raison  inverse  de  p  k  q,  on  aura 

X  —  h  '.  h  —  j   ::  q  :  p     ou     px  -+-  ([J  ^=  [p  -^  q)h. 

Or  [p -h  q)  h  exprime  la   vitesse   que  prendrait  le   point  ni  par  une 
rotation  unique  6  ==:  p  -+-  q,  autour  de  l'axe  Cô. 

Donc,  en  vertu  des  deux  rotations  parallèles  et  de  même  sens  p  et  q, 
le  mouvement  d'un  point  quelconque  du  plan,  et,  par  conséquent, 
le  mouvement  du  corps,  est  le  même  que  si  le  corps  tournait  simple- 
ment avec  une  vitesse  angulaire  6  égale  a  p  -h  q ,  sur  un  axe  parallèle 
qui  divise  la  distance  mutuelle  des  deux  premiers  en  raisori  inverse 
des  deux  rotations  composantes  p  et  q. 

10.  Si  les  deux  rotations  parallèles  p  et  q  étaient  de  sens  contraires,  FiG.  6. 
on  verrait  de  même  qu'elles  se  composent  en  une  seule  6  égale  à  leur 
différence  p  —  q,  et  autour  d'un  axe  parallèle  C5  dont  on  trouverait 
la  position  comme  on  trouverait  celle  de  la  résultante  de  deux  forces 
parallèles  et  contraires/?  et  q.  Ainsi,  en  nommant  i  la  distance  de  C6 
au  premier  axe  Ap,  par  exemple,  et  D  la  distance  mutuelle  de  Ap 
et  A^ ,  on  aurait 

,  =  D.   ^^• 
/'  —  1 
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FrG.  7.  11.  Si  p  et  (]  différaient  très-peu  l'une  de  l'autre,  la  rotation  résul- 
tante $  =  p  —  q  serait  très-petite  ;  et  la  distance  i  de  son  axe  au  pre- 
mier Ap  serait  très-grande;  de  sorte  que  si  p  et  ^  deviennent  parfaite- 
ment égales,  on  trouve  luie  rotation  5  nulle,  autour  d'un  axe  situé  à 
luie  distance  irifinie  :  ce  qui  n'apprend  plus  rien  ,  ou  plutôt  ce  qui 
nous  avertit  que,  dans  ce  cas  singulier,  il  n'y  a  plus,  à  proprement 
parler,  de  rotation  résultante,  et  que  le  mouvement  du  corps  doit 
changer  de  nature.  C'est,  en  effet,  ce  qui  arrive;  car  on  va  voir  que. 
de  ces  deux  rotations  parallèles,  égales  et  contraires,  il  ne  peut  résulter 
pour  le  corps  qu'un  pur  inotivenient  de  translation  dans  l'espace. 


Des  couples  de  rotations. 

FiG.  S.  12.  Deux  rotations  p  et  —  p,  égales  et  de  sens  contraires,  autour 
(le  deux  axes  parallèles,  forment  ensemble  ce  que  j'appelle  un  couple  de 
rotations:  on  peut  voir  à  priori  qu'un  tel  couple  est  irréductible, 
ou  qu'il  forme,  pour  ainsi  dire,  une  rotation  sui  generis,  qui  ne  peut 
jamais  être  ramenée  à  une  rotation  simple  autour  d'aucun  axe  quel 
qu'il  soit. 

Le  mouvement  qui  résulte  d'un  couple  de  rotations  p  et  —  p  est 
.une  pure  translation  de  tous  les  points  du  corps  suivant  des  lignes 
perpendiculaires  au  plan  de  ce  couple,  et  avec  une  commune  vitesse 
mesurée  par  le  moment  du  couple,  c' est-à-dire  par  le  produit  pD  de 
l'une  p  des  deux  rotations ,  multipliée  par  la  distance  D  qui  sépare 
leurs  axes  parallèles. 

Et,  en  effet,  considérez  un  point  quelconque  m  An  corps,  pris 
dans  le  plan  de  ce  couple,  à  la  distance  x  du  premier  axe  /?,  et ,  par 
conséquent,  à  la  distance  x  —  D  du  second  —  p.  Par  la  rotation  p, 
le  point  m  s'élève  suivant  la  per|)en(licidaire  au  plan  avec  la  vi- 
tesse px;  par  la  rotation  —  p,  il  s'abaisse  en  sens  contraire  avec  la 
vitesse  p[x  —  D):  de  sorte  qu'il  a,  suivant  la  normale,  la  vite.sse 
px  —  p{jc  —  D)  := /)D.  Donc,  comme  .x  n'entre  plus  dans  cette  ex- 
pression, tous   les  points  du   plan,   et,   par  conséquent,    tous  ceux 
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du  corps  ont  la  même  vitesse  pD  suivant  la  perpendiculaire  au  plan 
du  couple.  Donc,  etc. 

13.  On  voit  |jar  là  qu'un  couple  de  rotations  peut  être  tourné  et 
transporté  comme  on  voudra  dans  son  plan,  ou  dans  tout  autre  plan 
parallèle,  sans  que  le  mouvement  du  corps  en  soit  changé;  et  de  plus, 
que  ce  couple  peut  être  transformé  en  un  autre  composé  de  nouvelles 
rotations  p'  et  —  p' ,  avec  un  nouveau  bras  D',  pourvu  que  le  mo- 
ment p'D'  soit  égal  au  premier /jD. 

14.  De  cette  propriété  et  Au  parallélogramme  des  rotations  simples, 
on  peut  conclure  sur-le-champ  que  des  couples  de  rotations,  situés 
comme  on  voudra  dans  des  plans  quelconques,  peuvent  toujours  se 
composer  en  un  seul  par  la  même  loi  que  les  couples  de  forces,  et, 
par  conséquent,  comme  de  simples  forces  agissant  sur  un  point  :  qu'en 
un  mot,  on  peut  appliquer  à  ces  nouveaux  couples,  et  sans  en  rien 
excepter,  tous  les  théorèmes  qui  concernent  les  couples  ordinaires. 

15.  C'est,  d'ailleurs,  ce  qu'on  verrait  sous  un  nouveau  jour,  si 
l'on  voulait  considérer  la  cause  capable  de  donner  au  corps  le  même 
mouvement  qui  résulte  d'un  couple  de  rotations.  Car,  comme  ce  mou- 
vement n'est  qu'une  pure  translation  dans  l'espace,  il  est  clair  qu'on 
pourrait  le  produire  par  une  simple  force  qu'on  appliquerait  au  centre 
de  gravité  du  corps,  dans  une  direction  perpendiculaire  au  plan  du 
couple,  et  en  prenant  cette  force  égale  au  produit  du  moment  de  ce 
couple  par  la  masse  entière  du  corps  dont  il  s'agit.  Tous  les  couples 
de  rotations  pourraient  donc  être  ainsi  remplacés  par  autant  de  forces 
proportionnelles  appliquées  au  centre  de  gravité  du  corps.  D'où  ré- 
sulte, pour  ces  couples,  une  composition  exactement  la  même  que 
celle  des  forces  autour  d'un  point.  Mais  dans  cette  théorie  du  mouve- 
ment considéré  en  lui-même,  il  faut  tout  tirer  de  la  géométrie,  sans 
rien  emprunter  à  la  Dynamique. 

VJ. 

Composition  générale  des  rotations  autour  d'axes  situés  comme  on 
voudra  dans  l'espace. 

16.  Considérons    d'abord    une    simple    rotation    /',    autour    d'un 

3.. 
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axe  A/J  passant  par  un  point  quelconque  A  du  corps.  Si ,  en  un  autre 
point  O,  pris  où  l'on  voudra,  on  imagine  deux  rotations  contraires  p' 
et  —  p',  égales  et  parallèles  à  la  première  p,  il  est  clair  que  ces  deux 
rotations  se  détruisent  d'elles-mêmes,  et  que  le  mouvement  du  corps 
n'est  pas  changé.  Mais  alors ,  au  lieu  de  la  simple  rotation  proposée  p, 
on  peut  voir  :  i°  une  rotation  p'  égale,  parallèle  et  de  même  sens, 
mais  dont  l'axe  passe  en  O  ;  a°  un  couple  [p,  —  p')  formé  des  deux  ro- 
tations parallèles  restantes/?  et  —  p'-  Si,  pour  plus  de  clarté,  on 
transporte  ce  couple  ailleurs  dans  un  plan  quelconque  parallèle  au 
sien,  ce  qui  est  permis,  il  ne  restera,  au  point  O,  que  la  rotation  p'. 
laquelle  n'est,  pour  ainsi  dire,  que  la  rotation  proposée  p  qu'on  y 
aurait  transportée  parallèlement  à  elle-même. 

On  peut  donc  dire  qu'une  rotation  peut  être  transportée  parallèle- 
ment à  elle-même  en  un  point  quelconque  de  l'espace,  pourvu  que 
l'on  considère  le  couple  de  rotations  qui  naît  de  ce  déplacement,  et 
qui  a  pour  moment  ou  pour  mesiue  le  produit  de  la  rotation  pro- 
posée par  le  chemin  que  son  axe  a  parcouru. 

17.  Cela  posé,  soient  tant  de  rotations  qu'on  voudra  p,  </,  /',  etc., 
autour  d'axes  Ap,  Br/,  Ci;  etc.,  situés  d'une  manière  quelconque  dans 
l'espace;  si  on  les  transpcj-te  toutes  parallèlement  à  elles-mêmes  en 
un  point  quelconque  O  de  l'espace,  elles  viendront  s'y  composer  en 
une  seule  Q,  qu'on  peut  nommer  la  rotation  résultante;  et  tous  les 
couples  de  rotations  qu'elles  ont  produits  dans  leur  translation  se  com- 
poseront en  un  seul  {p,  —  p)  qu'on  peut  nommer  le  couple  résultant. 
Réduction  générale  exactement  la  même  que  celle  des  forces  ,  et  d'où 
l'on  peut  (irer  une  théorie  toute  semhiable. 

Ainsi,  comme  tant  de  forces  que  l'on  voiidra  sont  toujours  réduc- 
tibles à  une  seule  force  passant  par  un  point  quelconque  donné,  et  à 
lui  seul  couple  de  deux  forces  égales,  parallèles  et  contraires  ;  de  même 
tant  de  rotations  qu'on  voudra,  autour  de  différents  axes  situés  d'une 
manière  quelconque  dans  l'espace,  sont  toujours  réductibles  à  une 
seule  rotation  autour  d'un  axe  passant  par  un  point  |)ris  à  volonté,  et 
à  un  seul  couple  de  deux  rtitatious  égales  et  contraires,  autour  de 
deux  axes  parallèles  entre  eux. 

Kl  il  est  évidi'iit,  connue  dans  la  théorie  des  forces,  que  la  rotation 
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résultante  Q  sera  toujours  la  même  en  quelque  lieu  qu'on  ait  pris  ce 
point  ou  ce  centre  O ,  où  l'on  transporte  les  rotations:  si  l'on  fait 
varier  la  position  de  ce  point,  la  résultante  Q  ne  fera  que  se  trans 
porter  parallèlement  à  elle-même  en  divers  lieux  de  l'espace;  mais  le 
plan  et  la  grandeur  du  couple  de  rotations  [p,  —  p  changeront 
nécessairement. 

18.  Si  l'on  veut  une  réduction  générale  où  il  n'y  ait  rien  d'arbi- 
traire, on  pourra  toujours  choisir  le  point  O  de  manière  que  le  plan 
du  couple  résultant  soit  perpendiculaire  à  l'axe  de  la  rotation  résul- 
tante. En  effet,  tout  étant  d'abord  réduit  à  la  rotation  S  et  au  couple 
de  rotations  [p ,  —  p)  relativement  à  un  point  quelconque  O  de  l'es- 
pace, décomposez  le  couple  (p,  —  p)  en  deux:  l'un  (p',  —  p'),  dans 
un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  OQ;  l'autre  (p",  —  p"),  dans  un  plan 
conduit  par  cet  axe  Si  vous  transportez  la  rotation  9  dans  ce  plan  et 
parallèlement  à  elle-même  jusqu'en  O'0,  de  manière  que  le  couple 
produit  (6,  —  d)  soit  égal  et  contraire  au  couple  (p",  —  p"),  et  par 
conséquent  le  détruise,  il  ne  restera  que  la  rotation  Q  autour  du  nou- 
vel axe  O'Q,  avec  le  couple  (p',  —  p')  dans  un  plan  perpendiculaire 
au  même  axe,  ce  qu'il  fallait  trouver;  et  cet  axe  singulier  O'Q ,  qui  se 
détermine  exactement  comme  celui  que  j'ai  nommé  en  Statique  Yaxe 
central  des  moments  ou  des  couples  de  forces,  peut  aussi  être  nommé 
Vaxe  central  des  couples  de  rotations. 

Ainsi  un  système  quelconque  de  rotations  est  toujours  léductible  à 
une  seule  rotation  autour  d'un  certain  axe  déterminé,  et  à  un  couple 
de  rotations  situé  dans  un  plan  perpendiculaire  à  cet  axe.  Et  il  est 
clair  que  ce  couple  résultant  est  le  minimum  de  tous  ceux  qu'on 
trouverait  relativement  à  tous  les  points  ou  centres  O  qui  seraient  pris 
hors  de  cet  axe  central.  Car  si  l'on  transportait  partout  ailleurs  la  ro- 
tation Ô,  elle  |)roduirait  un  couple  (5,  —  Q)  perpendiculaire  sur  le 
couple  (p',  —  p')  ;  et  ces  deux  couples  étant  rectangulaires  entre  eux . 
donneraient  par  leur  composition  un  couple  résultant  supérieur  au 
couple  (p',  —  p'). 

19.  Comme  un  couple  de  rotations  équivaut  à  une  pure  translation 
du  corps  suivant  la  perpendiculaire  au  plan  de  ce  couple,  il  s'ensuit 
que  tout  le  mouvement   d'un  corps,  en  vertu  de  tant  de  rotations 
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qu'on  voudra,  se  réduit,  en  dernière  analyse,  à  tourner  sur  une  cer- 
taine droite  et  à  glisser  en  même  temps  le  lon^  de  cette  droite  :  ce  qui 
est ,  comme  on  le  verra  plus  loin ,  le  mouvement  le  plus  général  que 
puisse  avoir  un  corps  dans  l'espace  absolu. 

20.  Si  le  couple  résultant  minimum  est  nul,  tout  le  mouvement 
se  réduit  à  une  simple  rotation:  si  la  résultante  est  nulle,  il  se  ré- 
duit à  une  simple  translation;  et  réciproquement,  chacune  de  ces 
réductions  ne  peut  avoir  lieu  sans  que  la  condition  supposée  ne  soit 
remplie.  Enfin  ,  pour  que  toutes  les  rotations  du  système  se  détruisent 
entre  elles,  et  qu'ainsi  tout  le  mouvement  du  corps  se  réduise  à  zéro , 
il  faut  que  la  résultante  et  le  couple  résultant  soient  nuls  tous  les 
deux  à  la  fois,  et  cela,  en  quelque  lieu  de  l'espace  qu'on  ait  trans- 
porté toutes  les  rotations. 

Remarque. 

On  voit  la  parfaite  symétrie  de  cette  composition  des  rotations 
et  de  celle  des  forces  :  elles  sont  presque  identiques;  car  si  l'on 
avait  primitivement  donné  le  nom  Ae  force  à  la  cause  capable  de 
faire  tourner  sur  un  axe,  on  aurait  eu  pour  ces  nouvelles  forces  une 
Statique  toute  semblable.  Seulement,  dans  celle-ci,  les  simples  forces 
^toujours  considérées  comme  transportées  au  centre  de  gravité  du 
corps)  auraient  répondu  à  nos  couples  dans  la  Statique  ordinaire,  et 
les  couples  auraient  répondu  à  nos  simples  forces.  Mais  il  était,  je 
crois,  plus  naturel,  je  veux  dire  plus  conforme  à  la  nature  de  l'esprit 
humain,  de  commencer,  comme  on  l'a  fait,  par  donner  le  nom  de 
/o/re  à  la  cause  capable  d'une  pure  translation,  et  de  voir  ensuite 
dans  le  couple  la  cause  capable  d'un  pur  mouvement  de  rotation. 

Toutefois,  c'est  une  chose  tros-remarquable,  qu'un  même  livre,  écrit 
sur  la  science  des  forces,  pourrait,  sans  cesser  d'être  exact  et  de  traiter 
régulièrement  la  même  science,  être  entendu  de  deux  manières  diffé- 
renles,  selon  qu'on  attacherait  au  mot  àe  force  l'idée  d'une  cause  de 
translation,  ou  l'idée  toute  différente  d'une  cause  de  rotation.  Nous 
pourrons  revenir  ailleurs  sur  ce  point  de  philosophie. 

21.  On  vient  de  voir  tout  ce  qui  regarde  l'id'r  de  la  rotation  simple 
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sur  un  axe,  et  la  composition  de  semblables  rotations  autour  d'axes 
situés  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace.  Mais  il  faut  se  faire 
maintenant  une  idée  du  mouvement  d'un  corps  mobile  autour  d'un 
point  fixe  sur  lequel  il  semble  pirouetter  en  tous  sens. 

vn. 

Idée  de  la  rotation  autour  d'un  point. 

22.  Le  mouvement  d'un  corps  qui  tourne  sur  un  axe  immobile 
étant  le  seul  dont  nous  ayons  une  idée  claire,  c'est  donc  à  cette  idée 
qu'il  faut  tâcher  de  réduire  celle  du  mouvement  d'un  corps  qui  pi- 
rouette d'une  manière  quelconque  autour  d'un  point  ou  centre  fixe  (  ). 

Or  je  dis  que  ce  mouvement,  quel  qu'il  soit ,  si  l'on  ne  le  regarde 
que  durant  un  instant,  n'est  autre  chose  qu'une  rotation  simple  au 
tour  d'un  certain  axe  passant  par  le  point  O  et  dont  la  direction  reste 
immobile  pendant  cet  instant.  En  effet,  considérons  deux  points  quel- 
conques A  et  B  du  corps,  lesquels  avec  le  centre  O  forment  le 
triangle  OAB.  De  quelque  manière  que  le  corps  se  meuve,  il  est  cer- 
tain qu'au  bout  d'un  instant  on  trouvera  que  le  point  A  est  arrivé 
quelque  autre  part  en  A',  et  le  point  B  en  B',  de  manière  que  le 
triangle  OAB  aura  pris  dans  l'espace  la  position  infiniment  voisine 
OA'B'.  Or  il  est  clair  que  <.:e  mouvement  pourrait  être  produit  par 
deux  rotations  successives  :  l'une  p  autour  de  la  commune  intersec- 
tion OS  des  deux  plans  de  ces  triangles,  et  qui  amènerait  le  triangle 
OAB  dans  un  même  plan  avec  son  égal  OA'B';  l'autre  q,  autour  de  la 
perpendiculaire  OH  à  ce  plan,  et  qui  amènerait  le  point  A  sur  A'  et, 
par  conséquent,  B  sur  B'.  Mais  ces  deux  rotations  p  et  cj  autour  de 
deux  axes  qui  se  croisent  au  pouit  O,  peuvent  toujoiws  se  réduire  a 
une  seule  6  autour  d'un  axe  OI  passant  par  le  même  point.  Donc,  de 
(quelque  manière  qu'un  corps  se  meuve  autour  d'un  point  Jioce^  son 
mouvement  ne  peut  être,  dans  l'instant  que  l'on  considère,  qu'une 
simple  rotation  de  ce  corps  autour  d'un  axe  passant  par  ce  point,  et 
qui  reste  immobile  dans  le  corps  et  dans  l'espace  pendant  cet  instant. 

D'où  l'on  peut  conclure  que ,  dans  l'instant  suivant ,  c'est  de  même 
une  rotation  simple,  mais  autour  d'un  autre  axe;  et  ainsi  de  suite 
d'un  instant  à  l'autre  :  de  sorte  que  le  mouvement  du  corps  peut  être 
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considéré  comme  une  suite  de  ces  mouvements  simples  dont  chacun 
ne  présente  à  l'esprit  qu'une  idée  nette.  C'est  ainsi  que,  pour  se  faire 
ridée  du  mouvement  d'im  point  en  ligne  courbe,  on  se  représente  ce 
point  comme  décrivant  les  côtés  successifs  d'un  polygone  infinitésimal 
qu'on  imagine  inscrit  à  cette  courbe.  On  a  donc  ce  théorème  : 

25.  Le  mouvement,  d'uji  corps  qui  tourne  d'une  manière  quel- 
conque sur  un  point  fixe,  n'est  autre  chose  quune  rotation  de  ce  corps 
sur  un  axe  qui  passe  toujours  par  le  point  fixe,  mais  dont  la  direction 
change  d'un  instant  à  l'autre,  et  que,  pour  cette  raison,  l'on  appelle 
Z'axe  instantané.  Et  il  en  est  précisément  de  cet  axe  instantané  â&ns 
la  rotation  d'un  corps,  comme  de  la  tangente  à  une  courbe  dans  le 
mouvement  du  point  qui  la  décrit. 

24.  Il  faut  bien  remarquer  que  cet  axe  instantané  change  de  posi- 
tion et  dans  le  corps  et  dans  l'espace  tout  à  la  fois  :  car,  comme  il  est 
H  la  fois  immobile  dans  le  corps  et  dans  l'espace  pendant  la  durée  d'un 
instant,  et  qu'au  bout  de  cet  instant,  on  le  suppose  dans  une  autre 
position,  il  est  clair  qu'il  ne  peut  plus  être  au  même  lieu  ni  dans  l'es- 
pace absolu,  ni  dans  l'intérieur  du  corps:  et  l'on  peut  même  ajouter 
que  l'angle  qu'il  décrit  dans  l'espace ,  et  qui  fait  son  mouvement  ab- 
solu, est  le  même  qu'il  décrit  dans  l'intérieur  du  corps,  et  qui  (ait  son 
mouvement  relatif. 

Uors  donc  que  nous  voyons  un  corps  tourner  sur  un  axe  invariable 
de  position  dans  le  corps,  mais  variable  de  position  dans  l'espace, 
nous  devons  conclure  que  cet  axe  n'est  point  l'axe  instantané  autour 
duquel  se  lait  réellement  la  rotation  :  car  l'axe  instantané  ne  pourrait 
rester  immobile  dans  le  corps  sans  rester  aussi  immobile  dans  l'espace. 

VIII. 

Image  sensible  de  cette  rotation. 

Quoique  l'analyse  précédente  soit  exacte ,  et  que  je  me  sois  efforcé 
de  la  rendre  claire,  il  faut  convenir  que  l'idée  du  mouvement  d'un 
corps  tournant  sur  un  axe  qui  varie  sans  cesse  est  encore  un  peu 
obscure;  je  veux  dire  qu'on  ne  voit  pas  bien  ce  qui  arrive  au  corps, 
ft   qu'on  a  de  la  peine  a  le  suivre  dans  le  cours  de  cette  espèce  de 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  -^5 

rotation  changeante.  Il  faut  donc  tâcher  d'éclaircir  encore  cette  idée, 
et  de  présenter  à  l'esprit  quelque  image  plus  nette  et  plus  sensible. 

25.  Or  on  vient  de  démontrer  qu'un  mouvement  quelconque  d'un 
corps  autour  d'un  point  fixe  ne  peut  être  qu'une  rotation  de  ce  corps 
sur  un  certain  axe  qui  change  de  position  d'un  instant  à  l'autre. 
Donc  ,  puisque  cet  axe  instantané  passe  toujours  par  le  point  fixe ,  il 
est  évident  qu'il  ne  peut  décrire  dans  l'espace  qu'une  certaine  surface 
conique  dont  le  sommet  est  en  ce  point;  et  de  même,  il  est  évident 
qu'il  ne  peut  décrire  dans  l'intérieur  du  corps  qu'une  autre  surface 
conique  de  même  sommet. 

Soit  donc  O  ce  commun  sommet,  et  OI  l'axe  instantané  dans  la  F1G.9. 
position  actuelle  que  l'on  considère;  et  concevons  du  centre  O  et  d'un 
rayon  quelconque  OI  une  sphèi'e  décrite  qui  coupe  les  deux  surfaces 
coniques  suivant  deux  courbes  qui  seront  comme  les  bases  de  ces 
deux  surfaces.  De  ces  deux  courbes,  la  presnière  a  est  fixe  dans  l'es- 
pace absolu,  et  la  seconde  s  est  fixe  dans  le  corps,  et,  par  consé- 
quent ,   mobile  avec  lui  dans  l'espace. 

Divisons  le  temps  t  en  particules  égales  infiniment  petites  dt  que 
nous  nommerons  des  instants;  et  soient  marqués,  sur  la  courbe 
fixe  (7,  les  points  successifs  a,  |3,  y,  c?,  etc.,  où  vient  passer  d'un 
instant  à  l'autre  le  pôle  1  de  l'axe  de  rotation.  Joignons  la,  ajS , 
/iy,  etc.,  par  des  arcs  de  grands  cercles,  et  considérons  la  courbe 
comme  un  polygone  sphérique  d'ime  infinité  de  côtés  la,  a/3,  jSy,  etc. 

Si  l'on  divise  maintenant  l'autre  courbe  s,  qui  sert  de  base  au  cône 
mobile,  en  arcs  de  grands  cercles  lo,  ah,  hc ,  etc.,  respectivement 
égaux  aux  premiers,  il  est  clair  qu'au  premier  instant  dt,  le  corps 
qui  tourne  sur  OI  amène  le  point  a  du  corps  sur  le  point  a  de  l'es- 
pace; que  dans  l'instant  suivant,  le  corps  qui  tourne  siu-  Oa  amené 
le  point  b  du  corps  sur  le  point  /3  de  l'espace;  et  ainsi  de  suite  d'un 
instant  à  l'autre  :  de  sorte  que  la  courbe  s,  qui  sert  de  base  au  cône 
mobile,  vient  appliquer  l'un  après  l'autre  tous  ses  divers  éléments  sur 
les  éléments  respectivement  égaux  de  l'autre  courbe  C7,  qui  sert  de 
base  à  la  surface  du  cône  fixe.  D'où  je  conclus  que  le  mouvement  du 
corps  pourrait  être  produit  par  le  cône  mobile  qui  roulerait^  sans 
glisser,  sur  le  cône  fixe  dont  il  .s'agit. 

r^jine  X\I.  —  J;isviEi\  i85i.  4 
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26.  Nous  avons  donc  ce  nouveau  théorème  : 

De  quelque  manière  qu'un  corps  se  meuve  en  tournant  autour  d'un 
point  fixe,  ce  mouvement  ne  peut  être  autre  chose  que  celui  d'un 
certain  cône,  dont  le  sommet  est  en  ce  point,  et  qui  roule  actuellement , 
sans  glisser,  sur  la  surface  d'un  autre  cône  fixe  de  même  sommet. 

Je  veux  dire  que  le  cône  mobile,  considéré  comme  attaché  au  corps 
et  l'entraînant  avec  soi,  s'il  vient  à  rouler  sur  l'autre  cône  qui  est 
fixe  dans  l'espace  absolu  ,  fera  décrire  à  ce  corps  le  mouvement  précis 
dont  on  le  suppose  animé;  que  la  ligne  de  contact  de  ces  deux  cônes 
sera,  à  chaque  instant,  l'axe  autour  duquel  le  corps  tourne  dans  cet 
instant,  ou  ce  qu'on  appelle  Y  axe  insta?itanê  :  d'où  l'on  voit  comment 
cet  axe  est  à  la  fois  mobile  dans  le  corps  et  dans  l'espace  absolu  ; 
décrivant  dans  l'espace  la  surface  du  cône  fixe,  et  dans  l'intérieur  du 
corps,  la  surface  du  cône  mobile  dont  on  vient  de  parler. 

27.  Tel  est,  je  crois,  le  plus  haut  point  de  clarté  où  l'on  puisse 
porter  l'idée  si  complexe  et  si  obscure  du  mouvement  d'un  corps  qui 
tourne  d'une  manière  quelconque  autour  d'un  centre  fixe.  11  n'y  a 
point  de  mouvement  de  cette  nature  qu'on  ne  puisse  exactement  pro- 
duire en  faisant  rouler  un  certain  cône  sur  un  autre  cône  fixe  de  même 
souuîiet;  de  sorte  que,  si  l'on  imagine  tous  les  cônes  possibles  qu'on 
ferait  ainsi  rouler,  l'un  sur  l'autre,  on  a  l'image  fidèle  de  tous  les 
mouvements  possibles  dont  un  corps  soit  capable  autour  d'im  point 
sur  lequel  il  a  la  liberté  de  pirouetter  en  tous  sens. 

Et  même,  s'il  s'agissait  d'un  mouvement  de  rotation  qui  fût  discon- 
tinu, c'est-à-dire  où  l'axe  de  rotation,  au  lieu  de  changer  de  position 
par  degrés  insensibles,  sauterait  brusquement  d'ime  position  à  l'autre 
par  un  angle  fini,  on  pourrait  également  imiter  le  mouvement  du 
corps,  en  prenant,  au  lieu  de  deux  cônes,  deux  pyramides  de  même 
sommet,  et  de  faces  respectivement  égales,  et  faisant  rouler  l'inie  sur 
l'autre,  de  manière  que  la  pyramide  mobile  tournant  sur  la  commune 
arête,  vînt  applicjuer,  l'une  après  l'autre,  toutes  ses  différentes  faces 
sur  les  faces  respectivement  égales  de  la  pyramide  fixe.  C'est,  en  effet, 
ce  qui  résulte  de  la  démonstration  même  que  j'ai  donnée  plus  haut. 
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Remarque  1. 

28.  Au  reste,  il  est  bon  de  remarquer,  dans  cette  dénionstralion  . 
que  si  j'ai  pris,  sur  l'axe  instantané  OI ,  une  ligne  OI  de  longueiti 
constante,  c'était  uniquement  pour  mieux  fixer  les  idées,  en  montrant 
les  deux  courbes  décrites  par  le  pôle  instantané  comme  étant  tracées 
siu"  une  même  sphèi'e.  Mais  il  est  évident  que  la  démonstration  se  ferait 
de  la  même  manière  en  prenant  sur  l'axe  instantané  une  ligne  OI  de 
longueur  variable,  suivant  une  loi  quelconque,  et  considérant  les  deux 
courbes  décrites  par  son  extrémité  1,  l'une  dans  l'intérieur  du  corps, 
l'autre  dans  l'espace  absolu.  On  aurait  toujours  les  deux  mêmes  sur- 
faces coniques ,  mais  terminées  ici  par  ces  deux  nouvelles  courbes  qui 
leur  serviraient  de  bases;  et  l'on  verrait  de  même  que  la  courbe  mo- 
bile vient  appliquer,  l'un  après  l'autre,  tous  ses  éléments  successifs 
sur  les  éléments  respectivement  égaux  de  la  courbe  fixe  :  d'où  l'on 
tirerait  exactement  le  même  théorème. 

Remar-que  II. 

29.  Il  n'est  j)eut-ètre  pas  inutile  de  faire  aussi  une  remarque  sui' 
l'idée  nette  qu'il  faut  attacher  aux  mots  quand  on  dit  le  mouvement 
de  l'axe  instantané,  ou  qu'on  emploie  quelque  autre  ternie  qui  sup- 
pose la  mobilité  àe  cet  axe,  soit  dans  le  corps,  soit  dans  l'espace.  Ce 
n'est  ici  qu'une  manière  de  s'exprimer.  L'axe  instantané  ne  se  meut 
point  :  car  il  est  immobile  de  sa  nature  pendant  un  instant,  et  au  bout 
de  cet  instant,  c'est  une  autre  ligne  qui  devient  à  son  tour  l'axe  de  la 
rotation.  Mais  en  se  figurant  l'ensemble  de  toutes  ces  lignes,  menées 
d'avance,  les  unes  dans  le  corps  et  les  autres  dans  l'espace,  et  leur 
donnant  le  commun  nom  d'axe  instantané,  on  peut  dire  naturelle- 
ment la  surface  décrite  par  cet  axe,  au  lieu  de  dire  la  surface  formée 
par  la  suite  de  toutes  ces  lignes  dont  chacune  doit  devenir  à  son  toiu- 
l'axe  de  rotation.  Et  de  même,  au  lieu  de  l'angle  d(ù  compris  entre 
deux  génératrices  consécutives  de  cette  surface,  on  peut  dire  l'angle 
décrit  en  un  instant  dt  par  l'axe  instantané,  et  nommer  ainsi  le  rap- 
port -^  la  vitesse  angulaire  avec  laquelle  cet  axe  trace  à  la  fois  les 

4.. 
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Heiix  surfaces  coniques  dont  il  s'agit.  C'est  dans  le  même  sens  qu'on 

nomme  le  rapport  —■>  ou  le  rapport  -r-  qui  lui  est  égal .  la  vitesse  avec 

laquelle  le  pôle  instantané  I  se  meut  le  long  des  deux  courbes  i  et  a, 
l'une  dans  le  corps  et  l'autre  dans  l'espace,  quoique  le  point  (Ui  corps 
qui  fait  en  ce  moment  le  pôle  instantané  n'ait  de  sa  nature  aucune 
vitesse.  Car  ce  point  du  corps,  tant  qu'il  fait  le  pôle,  est  immobile: 
et  sitôt  qu'il  se  meut,  il  n'est  plus  le  pôle  de  la  rotation. 

IX. 

Des  différentes  choses  que  l'on  peut  naturellement  considérer  dans 
l'étude  du  mouvement  d'un  corps  autour  d'un  point ,  et  de  la 
dépendance  mutuelle  de  ces  choses. 

30.  Si  les  deux  courbes  .s  et  c-,  qui  servent  de  bases  aux  deux  sur- 
faces coniques,  sont  données,  avec  la  vitesse  angulaire  Ô  de  rotation 
autour  de  l'axe  instantané  OI,  il  est  évident  que  le  mouvement  du 
corps  sera  entièrement  déterminé. 

Si,  la  vitesse  angulaire  Q  étant  toujours  connue,  une  seule  de  ces 
deux  courbes  est  donnée  avec  la  vitesse  du  pôle  qui  la  décrit,  l'autre 
courbe  sera  nécessairement  donnée. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  courbe  fixe  a  soit  donnée  avec  la 

vitesse  —  du  pôle  instantané  I  le    lono   de  cette  courbe.  Comme  le 

rit  '  ^ 

corps  tourne  sur  01  avec  une  vitesse  angulaire  0  aussi  doiuiée,  il  est 
clair  que  le  point  du  corps  qui,  au  bout  de  l'instant  dt ,  doit  venir 
tomber  sur  la  courbe  fixe  o  pour  y  être  à  son  tour  le  pôle  instantané, 
est  un  point  déjà  déterminé  dans  le  corps  ;  et  il  en  est  de  même  des 
autres  points  du  corps  que  les  rotations  successives  doivent  amener 
l'un  après  l'autre,  comme  pôles,  sur  la  courbe  fixe  et  donnée  c  :  d'où 
l'on  voit  que  l'autre  courbe  s,  qui  marque  la  route  du  pôle  dans 
l'intérieur  du  corps,  est  entièrement  déterminée. 

Et  réci|)roquement ,  si ,  au  lieu  de  la  courbe  fixe  a,  on  se  donne  la 

courbe  mobile  .y,  avec  le  vitesse  y  et  la  rotation  5,  on  verra  de  même 

que  In  coiu'be  fixe  7  se  trouvera  entièrement  délerminée  dans  l'espace. 
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31.  En  général,  clans  l'élude  du  mouvement  d'un  corps  autour 
d'un  point  fixe,  il  se  présente  naturellenif>nt  plusieurs  quantités 
simples  à  considérer,  telles  que  la  vitesse  angulaire  9  de  rotation  au- 
tour de  l'a.xe  instantané  01;  la  vitesse  angulaire  w  avec  laquelle  cet 
axe  trace  les  deux  surfaces  coniques  S  et  1  qu'il  décrit  en  mèaie 
temps,  l'une  dans  l'intérieur  du  corps,  l'autre  dans  l'espace  absolu; 
les  rayons  de  courbure  r  et  fj  de  ces  deux  surfaces;  les  mouvements 
angulaires  p  et  r.  du  pôle  ,  l'un  autour  de  l'axe  OP  du  cône  osculateur 
de  la  surface  mobile  S,  et  l'autre  autour  de  l'axe  OH  du  cône  oscula- 
teur de  la  surface  fixe  2;  etc.  Et  si,  de  ces  différentes  choses,  trois 
quelconques  sont  connues,  on  peut  dire  que  les  autres  le  sont  aussi, 
et  que  le  mouvement  du  corps  est  entièrement  déterminé. 

On  peut  se  faire  une  idée  nette  de  ces  relations  mutuelles ,  en  pre- 
nant sur  l'axe  instantané  une  longueur  constante  OI  =  i ,  et  considé- 
rant les  deux  courbes  s  et  g,  décrites  par  le  pôle  1,  comme  deux 
polygones  sphériques  d'une  infinité  de  côtés. 

Car,  pendant  l'instant  dt,  où  le  pôle  reste  immobile  en  I,  le  côté  ds  V'G.  ro. 
du  polygone  sphérique  mobile  s  décrit,  pour  venir  se  coucher  sur  le  Fig.  i  r. 
côté  égal  ch  du  polygone  fixe  c-,  un  angle  formé  par  la  somme  de 
l'angle  extérieur  de  du  polygone  mobile  et  de  l'angle  extérieur  de  du 
polygone  fixe,  ou  par  la  différence  de  ces  deux  angles,  si  les  deux 
courbes  s  et  17  ont  leurs  convexités  tournées  dans  le  même  sens.  La 
vitesse  angulaire  6,  autour  de  l'axe  instantané  OI,  est  donc  expri- 
mée par  la  somme  ou  par  la  différence  de  ces  deux  angles,  divisée 
par  l'élément  dt  du  temps;  de  sorte  qu'on  a 

(le  signe  =h,  selon  que  les  deux  courbes  s  et  g  ont,  au  point  de  con- 
tact I,  leurs  convexités  opposées  l'une  à  l'autre,  ou  tournées  dans  le 
même  sens  ). 

Or  l'angle  extérieur  de  du  polygone  sphérique  .<•  n'est  autre  chose 
que  l'angle  extérieur  dièdre,  formé  par  le  prolongement  d'une  face 
avec  la  face  suivante,  dans  la  pyramide  centrale  dont  ce  polygone 
sphérique  est  la  base;  et  cet  angle  dièdre  étant  égal  à  celui  que  font 
entre  elles  les  deux  perpendiculaires  élevées  sur  les  faces  voisines,  a 
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pour  mesure  — >  si  l'on  nomme  /■  le  rayon  de  courbure  de  la  surface 
conique  au  point  I  que  l'on  considère.  On  a  donc 

rte=  —  1 

r 

et  1  on  a  de  même 

G 

en  nommant  p  le  rayon  de  courbure  de  l'autre  surface  au  même 
point  I  :  d'où  résulte ,  eu  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation 
précédente , 

rJt  0  lit 

Mais  —  (ou  —  qui  lui  est  toujours  égal  j,  marque  la  vitesse  angulaire 

avec  laquelle  l'axe  instantané  OI  trace  à  la  fois  les  deux  surfaces 
coniques;  en  faisant  donc 

ds  da 

dt  dt  '   ' 

on  a 

5  =  0.(1-:^): 

\  r  a  ' 

ce  qui  donne  une  relation  très-simple  entre  la  rotation  6,  le  mouve- 
ment angulaire  u  de  Taxe  instantané ,  et  les  rayons  de  courbure  /  et  p 
des  deux  surfaces  coniques  qu'il  décrit. 

Fk;  lu  52.  Si  l'on  suppose  menés  ces  deux  rayons  de  courbure  IP  =  /, 
in  =  /S,  et  qu'on  joigne  OP  et  On ,  on  aura  les  axes  des  deux  cônes 
droits  et  circulaires  osculateurs  des  deux  surfaces;  et  les  deux  per- 
pendiculaires abaissées  du  pôle  1  sur  ces  deux  axes  OP  etOn ,  seront 
les  rayons  a  et  v.  des  cercles  qui  servent  de  bases  a  ces  cônes 
oscillateurs. 

Or  on  a ,  par  la  ligure, 


\insi  l'on  peut  inlrodiiire  dans  l'équation  précédente,  au  lieu  des  ra\  ons 
de  courbure  /■  et  p  des  deux  cônes ,  les  rayons  a  et  a  des  deux  cercles 
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qui  leur  servent  de  bases;  et  l'équation  devient 

Mais  fd  étant  la  vitesse  angulaire  de  l'axe  instantané  sur  la  suriace  du 
cône ,  il  est  clair  que  -  est  la  vitesse  angulaire  de  la  projection  de  cet 
axe  OI  sur  la  base,  et,  par  conséquent,  c'est  le  mouvement  angulaire 
du  pôle  I  autour  de  l'axe  OP  de  ce  cône;  et,  dé  même,  -  est  son  mou- 
vement angulaire  autour  de  l'axe  OII  de  l'autre  cône.  Si  donc  on 
désigne  ces  deux  mouvements  angulaires  par  p  et  n,  ou  qu'on  fasse 

-  =  ^3,  -  =  TTi  on  en  tire  d'abord  la  proportion 

P  :  n  ::  u  :  a, 

et  ensuite  ,  d'après  l'équation  précédente  , 


Q  =  p  \/ 1  ~  a^  ±  n  \l  i  —  a'^ . 

D'où  l'on  voit  que  les  mouvements  angulaires  du  pôle,  autour  des 
axes  des  cônes  osculateurs,  ne  sont  autre  chose  que  la  rotation  5 
décomposée  en  deux  p  et  n  autour  des  mêmes  axes  :  car,  01  étant 
égal  à  I,  il  est  clair  qu'en  nommant  jt  et  S  les  inclinaisons  de  OI  sur 
les  axes  OP  et  O  n ,  on  a 

a  =  sin  a*     et     a  =  sin  S,  ; 

de  sorte  que  les  deux  relations  précédentes  équivalent  à  cette  suite  de 
rapports  égaux  : 

p  :  n  :  0  :  :  sinÇ  ;  sin,r  ;  sin  (x  +  S)  ; 

ce  qui  montre  que  p  et  tt  sont  les  deux  côtés  d'un  parailélogrannue 
dont  9  est  la  diagonale. 

33.  On  voit  donc  conunent  ces  diverses  quantités  sont  liées  entre 
elles,  et  peuvent  se  trouver  quand  on  en  connaît  trois  en  fonction  du 
temps. 

Si  ces  trois  quantités  données  sont  constantes,  toutes  les  antres  le 
sont  aussi:  et  le  mouvement  du  corps  est  celui  d'un  cône  droit  à  base 
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circulaire  qui  roule  uniformément  sur  un  cône  fixe  également  droit  et 
circulaire. 

Ainsi,  la  terre  tourne  en  un  jour  sur  son  axe  OI,  tandis  que  cet 
axe  décrit,  en  sens  contraire,  un  cône  droit  autour  de  l'axe  Oïl  de 
l'écHptique,  sous  un  angle  |  de  26°  8',  et  avec  une  vitesse  angulaire  n 
mesurée  par  le  mouvement  rétrograde  des  équinoxes,  et  qui  est  d'en- 
viron 42  tierces  centésimales  par  jour.  On  connaît  donc  la  rotation  Q 
autour  de  l'axe  instantané,  le  cône  fixe  2  que  cet  axe  décrit  dans 
l'espace,  et  la  vitesse  angulaire  n  qu'il  a  dans  ce  mouvement.  On  peut 
donc  déterminer  dans  la  terre  le  cône  S  qui,  roulant  sur  le  premier  1. 
et  en  dedans  de  sa  surface,  ferait  décrire  à  la  terre  le  mouvement 
précis  quon  y  observe.  Car,  en  prenant  le  jour  pour  unité  de  temps, 
on  aura 

^  =  2-  =  4oo",     -  =  4^       et     sin  2  =:  sin  26"8', 

et  les  équations  précédentes  donnent 

îT  sin  2  42'"  siii  26"  8' 

tane  Jc  = ;  =  -, — y-^, 2.7-5-,  : 

"  6  -t-  TT  cos  ;         4°o  +42    cos  20°  o 

d'où  l'on  conclut  le  rayon  sin  x  du  petit  cercle  qui  sert  de  base  à  ce 
cône  mobile  S  :  ce  qui  donne  à  peu  près  i'",684  de  longueur  à  la  petite 
circonférence  que  le  pôle  instantané  de  rotation  de  la  terre  décrit 
chaque  jour  à  sa  surface  (tout  ceci,  d'ailleurs,  dans  l'hypothèse  d'une 
rotation  et  d'iuie  précession  diurnes  parfaitement  uniformes}. 


Idée  du  inouvement  le  plus  général  que  puisse  avoir  un  corps  dans 
l'espace  absolu. 

Vui.  i3.  «5^-  Considérez  un  point  quelconque  O  du  corps,  et  la  vitesse  ac- 
hielle  u  qu'il  a  dans  l'espace;  il  est  clair  que  tout  le  mouvement  du 
corps,  quel  qu'il  soit,  peut  être  vu,  dans  cet  instant,  comme  com- 
posé :  1"  d'une  simple  translation  qui  emporterait  toutes  les  molécules 
avec  la  même  vitesse  u  suivant  des  lignes  parallèles  à  la  direction  de 
cette  vitesse;  et  2"  d'une  simple  rotation  0  autour  d'un  certain  axe  OI 
passant  par  le  point  n  que  l'on  considère.  Car,  en  vertu  du  premier 
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de  ces  deux  mouvements,  le  point  O  sera  porté  dans  lespace  au  lieu 
même  où  il  doit  être  au  bout  d'un  instant;  et  par  le  second  autour 
d  un  axe  OI  bien  choisi,  le  corps  pourra  venir  dans  la  position  quel- 
conque qu'on  lui  suppose  au  bout  du  même  instant. 

Or,  s'il  arrivait  que  la  direction  OU  de  la  translation  u  lût  perpen-  1m«^  14. 
d.culaue  à  l'axe  Ol  de  la  rotation  5  ,  tout  le  mouvement  pourrait  se 
réduire  à  une  simple  rotation  Q  autour  d'un  certain  axe  O'S  parallèle 
a  01.  Car  menez  suivant  01  le  plan  perpendiculaire  à  OU,  et  supposez 
que  dans  ce  plan ,  et  du  côté  de  l'axe  où  la  vitesse  de  rotation  des 
molécules  est  de  sens  contraire  à  leur  vitesse  de  translation ,  on  prenne 
un  point  O'  à  la  distance  J^  =  |  de  cet  axe  OI;  il  est  évident  que  ce 
point  O'  aura  dans  l'espace  une  vitesse  nulle  xQ~u,eX  qu'il  en  sera 
de  même  pour  tons  les  points  du  corps  situés  sur  la  ligne  O'S  paral- 
lèle à  01.  Donc,  dans  le  cas  particulier  de  OU  perpendiculaire  à  l'axe 
mstantané  OI ,  le  double  mouvement  du  corps  se  réduit  à  une  simple 
rotation  autour  d'un  certain  axe  déterminé  O'S,  et  qu'on  nomme 
Vaxe  spontané  de  rotation. 

Actuellement,  si  OU  n'est  pas  perpendiculaire  à  OI  ;ce  qui  est  le    Fi,,   r5 
cas  le  plus  général),  imaginez  qu'on  décompose  la  vitesse  u  de  transi.- 
tion  en  deux,  l'une  v  perpendiculaire  à  01,  et  l'autre  v'  parallèle  au 
même  axe.  La  première  ^,  combinée  avec  la  rotation  Q,  donnera  lieu 
a  une   rotation  spontanée  autour  d'un  certain  axe  parallèle   à  OI 
comme  on  vient  de  le  voir  tout  à  l'heure;  et  la  seconde  .'  transportera 
tous  les  points  du  corps  dans  une  direction  parallèle  à  cet  axe  spon 
tané.    Donc,   dans  le  cas   le  plus   général,   tom  le  mouvement  d'un 
corps  se  redmt  a  tourner  sur  un  certain  axe  et  h  glisser  en  même  temps 
lo  long  de  cet  axe  :  de  sorte  que  ce  mouvement  est  exactement  le 
même  que  celui  d'une  vis  qui  tourne  dans  sou  écrou.  Tous  les  points 
du  corps  décrivent  donc,   sur  des  cylindres  concentriques,  de  petits 
^vcsdhelwes  qui  ont  toutes  le  même  pas.  Dans  l'instant  suivant    c'est 
une  autre  vis,  d'un  autre  axe  et  d'un  pas  différent;  et  ainsi  de'  suitV 
d  un  instant  à  l'autre  :  d'où  l'on  voit  comment  se  forment  les  co.ubes 
simultanées  que  décrivent  tous  les  points  du  corps,  et  le  long  des 
quelles  ,1s  se  meuvent  comme  en  autant  de  canaux  curvilignes  ou  ils 
seraient  enfermés. 
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35.  On  conçoit  parfaitement  le  mouvement  de  Iranslatiou  .  par 
lequel  tous  les  points  d'un  corps  sont  portés  suivant  des  lignes  égales 
et  parallèles  dans  l'espace;  on  conçoit  avec  autant  de  clarté  le  mouve- 
ment de  rotation  autour  d'un  axe  qui  demeure  immobile  :  mais  on  ne 
voit  pas  si  bien  le  mouvement  unique  et  réel  qui  vient  de  la  combi- 
naison de  ces  deux-là  pour  chaque  point  du  corps  j  et  c'est  la  coexis- 
tence de  ces  deux  mouvements  en  un  seul ,  que  j'ai  voulu  montrer 
dans  le  mouvement  si  connu  d'une  vis  qui  tourne  actuellement  dans 
son  écrou. 

Quelquefois  le  pas  de  cette  vis  est  nul ,  et  tout  se  réduit  à  une  simple 
rotation  sur  im  certain  axe  qui  prend  le  nom  d'axe  spontané  de 
rotation.  Mais,  en  général,  le  pas  de  la  vis  n'est  pas  nul,  et  il  n'y  a 
point  d'axe  spontané  proprement  dit;  c'est-à-dire  que,  dans  le  corps, 
il  n'y  a  aucune  ligne  dont  tous  les  points  demeurent  immobiles  pen- 
dant un  instant  :  mais  il  y  a  toujours  ce  qu'on  pourrait  nommer  lui 
axe  spontané  glissant  ;  c'est-à-dire  qu'il  y  a  toujours  dans  le  corps 
une  ligne  droite  dont  tous  les  points  n'ont  d'autre  mouvement  qu'une 
simple  translation  le  long  de  cette  droite. 

5b.  Telle  est  donc  la  nature  du  mouvement  des  corps  solides  et 
l'idée  nette  qu'on  peut  s'en  faire  à  chaque  instant.  Si  un  corps 
pirouette  d'une  manière  quelconque  sur  un  point  fixe,  c'est  un  certain 
cône  mobile  qui  roule  en  cet  instant  sur  un  autre  cône  fixe  de  même 
sommet  :  et  toutes  les  variétés  de  ce  genre  de  mouvement  sont  données 
par  les  variétés  de  surfaces  coniques  que  l'on  peut  considérer,  et  parmi 
lesquelles  il  faut  comprendre  le  plan  qui  est  la  plus  simple  de  toutes  , 
le  cylindre  qui  est  un  cône  dont  le  sommet  est  à  l'infini ,  et  même  la 
ligne  droite  qni  est  aussi  un  cas  particulier  des  surfaces  coniques. 
Enfin,  si  un  corps  se  meut  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace. 
on  peut  le  voir  à  chaque  instant  comme  \me  certaine  vis  qui  tourne 
actuellement  dans  son  écrou.  Et  comme  c'est  aussi  à  ce  mouvement 
que  peuvent  se  réduire  des  rotations  quelconques  (n**  19),  on  peut 
conclure  que,  par  de  simples  rotations  sur  différents  axes,  on  peut 
tonner  à  un  corps  le  mouvement  le  plus  général  dont  U  soit 
susceptible. 
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CHAPITRE  II. 

DES    FORCES    CAPABLES    DUN    MOUVEMENT    DONNE. 

57.  Après  avoir  considéré  le  mouvement  des  corps  en  lui-même,  il 
faut  chercher  les  forces  capables  de  le  produire,  afin  de  voir  récipro- 
quement quel  est  le  mouvement  que  doit  prendre  un  corps  en  vertu 
de  forces  quelconques  données,  ce  qui  est  le  problème  naturel  de  la 
Dynamique. 

Et  d'abord  je  rappelle  l'idée  précise  qu'U  faut  attacher  au  mot  de 
force  dans  la  théorie  du  mouvement.  J'entends  par  force  toute  cause 
capable  d'imprimer  un  mouvement  uniforme  et  rectiligne  à  un  corps 
libre,  considéré  comme  un  point  matériel,  c'est-à-dire  comme  un  point 
où  l'on  conçoit  qu'une  certaine  quantité  de  matière  se  trouve  concen- 
trée. La  direction  et  le  sens  du  mouvement  de  ce  point  font  la  direc- 
tion et  le  sens  de  la  force  ;  et  la  grandeur  de  cette  force  a  pour  mesure 
le  produit  de  la  masse  par  la  vitesse  imprimée. 

38.  Cette  définition  de  la  force  étant  posée,  je  dis  que,  quel  que 
soit  le  mouvement  d  un  corps  dans  l'espace,  il  y  a  toujours  des  forces 
qui,  étant  appliquées  à  ce  corps  supposé  en  repos,  sont  capables  d'y 
produire  le  mouvement  qu'on  y  observe.  Et  en  effet,  dans  ce  mouve- 
ment, chaque  molécule  dm  ilu  corps  ayant  dans  1  espace  une  certaine 
vitesse  u^  il  est  évident  que  cette  molécide  pourrait  être  regardée 
comme  en  repos,  mais  animée  tout  à  coup  par  une  force  udm  qui 
produirait  sa  vitesse.  Donc,  si  l'on  considère  l'infinité  des  forces  sem- 
blables udm  appliquées  à  toutes  les  molécules  respectives  du  corps, 
on  aura  certainement  des  forces  capables  de  produire  sur  le  corps  le 
mouvement  donné.  Donc ,  si  ion  imagine  que,  par  les  lois  statiques  de 
ia  composition  des  forces,  on  ait  réduit  toutes  ces  forces  élémentaires 
Hchn  à  d'autres  P,  Q,  R,  etc..  on  aura  un  autre  système  de  forces 
également  capables  du  mouvement  donné. 

39.  Mais  il  y  a  une  différence  essentielle  à  remarquer  entre  le 
système  des  forces  udm  appliquées  à  tous  les  éléments  du  corps,  et 
les  forces  P,  Q,  etc  ,  auxquelles  on  les  aurait  réduites  par  la  compo- 

5.. 
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sition.  Si  le  mouvement  produit  est  le  même  dans  les  deux  cas,  l'état 
intérieiu-  du  corps  ne  sera  pas  le  même  au  premier  instant.  Car  il  est 
évident  que  les  forces  élémentaires  whn,  étant  individuellement  ap- 
pliquées, chacune  à  chacune  des  molécules  de  ce  corps,  sont  capables 
d'y  prodiùre  le  mouvement  donné,  même  en  supposant  que  ces  molé- 
cules ne  soient  pas  liées  entre  elles  au  premier  instant;  et  par  consé- 
quent, sans  exciter  d'abord,  dans  les  liens  qui  les  unissent,  aucune 
compression,  ou  traction  brusque  qui  tendrait  à  les  rompre.  Sous  l'ac- 
tion de  ces  forces  élémentaires  iidin^  le  mouvement  du  corps  est  donc 
comme  spontané;  c'est-à-dire  que  les  liens  du  corps  ne  sont  pas  néces- 
saires au  premier  instant;  et  si ,  dans  la  suite  du  mouvement,  ces  liens 
se  trouvent  tendus,  ce  ne  peut  être  que  par  les  forces  centrifuges  qui 
naissent  des  mouvements  curvilignes  que  les  molécules  sont  obligées 
de  suivre  à  cause  de  leur  liaison  nuiluelle. 

Mais  si,  au  lieu  de  ces  forces  élémentaires  udm,  on  applique  au 
corps  leiu's  réduites  P,Q,  etc.,  il  faut  nécessairement  supposer  que 
les  molécules  soient  liées  entre  elles  dès  le  premier  instant,  afin  que 
ces  forces  P,  Q,  etc.,  puissent  réellement  se  décomposer  dans  les  forces 
élémentaires  iidm,  seules  capables  du  mouvement  spontané  du  corps. 
Ainsi ,  sous  l'action  des  forces  P,  Q,  etc.,  les  liens  du  corps  sont  né- 
cessaires au  premier  instant;  car  ils  commencent  par  ressentir  une 
action  brusque  et  finie  à  laquelle  ils  doivent  d'abord  résister  :  et  tout 
se  passe  ensuite  comme  dans  le  premier  cas ,  où  les  liens  ne  souffrent 
plus  que  les  tensions  qui  naissent  à  chaque  instant  des  forces  centri- 
fuges. 

•iO.  Cette  distinction  qu'on  vient  de  faire,  qui  est  nulle  quant  au 
mouvement  produit  sur  le  corps,  est  donc  essentielle  quant  à  l'état 
intérieur  initial  de  ce  corps:  car  il  peut  être  affecté,  au  commence- 
ment, d'autant  de  manières  différentes  qu'on  peut  lui  appliquer  de 
diflérents  systèmes  de  forces,  également  capables  de  lui  imprimer  le 
mouvement  qui  l'anime.  Mais,  si  l'on  ne  considère  que  le  mouvement 
du  corj)S,  sans  s'occuper  des  secousses  ou  fractions  brusques  qu'il 
peut  ressentir  dans  son  intérieur,  et  qu'il  doit  détruire  par  sa  soli- 
dité, il  est  permis  de  composer  les  forces  élémentaires  iidni,  et  de  les 
réduire  ainsi  à  d'autres,  connue,  par  excnq)Ie,  à  une  seide  force  et  à 
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iiii  seul  couple,  dont  l'ensemble  sera  également  capable  du  mouve- 
ment donné  :  c'est  ce  qu'on  va  faire  dans  les  articles  suivants;  apre^ 
quoi  on  réduira  de  même  les  forces  centrifuges  qui   naissent  de   la 


rotation 

I. 


Des  forces  capables  d'un  pur  mouvement  de  translation. 

M.  Si  un  corps  n'a  dans  l'espace  qu'un  pur  mouvement  de  trans- 
lation, de  sorte  que  toutes  les  molécules  s'avancent  dans  le  même 
sens,  avec  la  même  vitesse  u,  suivant  des  droites  parallèles,  il  est  clair 
que  toutes  les  forces  élémentaires  udm  dont  ces  molécules  sont  ani- 
mées sont  aussi  parallèles,  de  même  sens  et  proportionnelles  aux 
masses  respectives  dm  de  ces  molécules.  Or  on  sait  que  de  telles  forces 
sont  toujours  réductibles  à  mie  seule  R,  parallèle  et  de  même  sens, 
égale  à  leur  sonxme  fudm,  et  passant  par  le  centre  de  gravité  du 
corps. 

Donc,  réciproquement,  si  une  force  t/uelconc/ue  R  est  appliquée  au 
cetitre  de  gravité  d'un  corps  solide,  comme  elle  pourra  toujours  se 
décomposer  en  forces  parallèles  et  de  même  sens,  appliquées  aux 
molécules  de  ce  corps,  et  proportionnelles  aux  masses  de  ces  molécules, 
l'effet  de  cette  force  R  sera  de  transporter  toutes  les  parties  du  corps, 
suimnt  sa  propre  direction,  et  avec  une  commune  visesse  u  =  R:m, 
c'est-à-dire  égale  à  la  grandeur  de  cette  force  divisée  par  la  masse 
entière  m  du  corps  dojit  U  s'agit.  Ce  qui  était ,  pour  ainsi  dire , 
évident  de  soi-même. 

i2.  Si  cette  force  R  ,  passant  toujours  par  le  centre  du  corps,  chan- 
geait de  direction  et  de  grandeur  à  chaque  instant  par  l'action  de 
quelque  force  accélératrice  étrangère  passant  par  le  même  centre,  le 
mouvement  du  corps  n'en  serait  pas  moins  un  pur  mouvement' de 
translation,  je  veux  dire  que  le  corps  n'aurait  aucune  rotation  sur  lui- 
même.  Tous  les  points  de  ce  corps  décriraient,  il  est  vrai,  des  li-nes 
courbes;  mais  tous  les  éléments  simultanés  de  ces  courbes  décrites 
seraient  égaux  et  parallèles  entre  eux  :  de  sorte  qu'en  regardant  un  plan 
quelconque  attaché  au  corps,  et  par  conséquent  mobile  avec  lui  dans 
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l'espace,  on  trouverait  ce  plan  toujours  parallèle  à  lui-même  dans  la 
suite  du  mouvement. 

II. 

Des  forces  capables  d'une  pure  rotation  sur  un  axe  donné. 

FiG.  i6.  45.  Supposons  qu'un  corps  tourne,  dans  l'instant  que  l'on  consi- 
dère, autour  d'un  axe  quelconque  donné  OZ,  avec  une  vitesse  angu- 
laire 5;  il  est  clair  que,  dans  ce  mouvement,  une  molécule  quel- 
conque dm,  prise  à  la  distance  r  de  cet  axe  OZ,  a  une  vitesse  Q r, 
dirigée  suivant  la  tangente  du  cercle  que  cette  molécule  tend  à  dé- 
crire. Ainsi  la  force  qui  l'anime  a  la  même  direction,  et  elle  est  ex- 
primée par  Q  rdni.  Toutes  les  molécules  du  corps  sont  donc  animées 
par  des  forces  semblables  S  rdm ,  proportionnelles  à  leurs  masses  dm 
et  à  leurs  distances  r  de  l'axe  de  rotation ,  et  suivant  des  directions 
qui  sont  à  la  fois  perpendiculaires  à  ces  distances  et  à  la  direction  de 
l'axe  donné  :  et  il  s  agit  de  voir  comment  on  peut  réduire  toutes  ces 
forces  élémentaires  à  d'autres  d'un  effet  équivalent,  c'est-à-dire  égale- 
ment capables  de  la  rotation  5  du  corps  autour  de  l'axe  libre  et 
donné  OZ. 

Réduction  de  ces  forces. 

44.  Pour  opérer  cette  réduction  d'une  manière  facile  et  appropriée 
au  calcul ,  soient  menés,  par  im  point  quelconque  O  de  cet  axe,  deux 
autres  axes  OX  et  OY  perpendiculaires  entre  eux  et  à  celui-là  ;  et  nom- 
mons X ,  j,  z  les  coordonnées  de  la  molécule  dm  relativement  à  ces 
axes. 

Je  conçois  la  force  6 rdm  décomposée  en  trois  autres  X,  Y,  Z  paral- 
lèles aux  trois  axes;  ce  qui  donne  évidemment  pour  la  première 
X=0^(lm,  pour  la  seconde  Y=  —Qxdm,  et  pour  la  troisième 
Z  =  o. 

Si    l'on    transporte    ces    forces    parallèlement    à    elles-mêmes    au 
point  O,  il  en  provient  d'abord  deux   forces, 
X  =  Ojdm , 
Y  =  —  S  xdin  , 
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appliquées  en  O  suivant  les  axes  mêmes  OX  et  OY;  ensuite,  trois 
couples  L,  M,  IN  autour  des  trois  axes  respectifs  des  .v,  j,  z,  et  dont 
les  moments  sont  exprimés  par  (Yz  —  Zj^),  (Zx  —  Xz),  (X^  —  Y x)  ; 
ce  qui  donne,  en  mettant  pour  X,  Y,  Z  leurs  valeurs, 

L  =  —  Qxzdin, 
M=  —  Ojzdin, 
N  =  9  (j2  +  ^2)  dm  =  Qr^din. 

Donc,  si  l'on  fait  pour  chaque  force  6 rdni  la  même  transforma- 
tion ,  et  qu'on  indique  par  le  signe  /  la  somme  de  tous  les  termes 
semblables  à  celui  qu'on  écrit  sous  ce  signe,  toutes  les  forces  Srciin 
capables  de  la  rotation  donnée  se  trouveront  réduites  aux  forces  et  aux 
couples  suivants ,  savoir  : 

1°.  Deux  forces  X  =  dfjdin,  Y  =  —  Q  J xdin ,  l'une  suivant  UX, 
l'autre  suivant  OY,  forces  qu'on  peut  réduire  à  une  seule  P,  perpen- 
diculaire à  OZ,  et  dont  la  valeur  sera 


P  =  ô  slijxdmf  +  {j'jdm)\ 


ou,  SI  l'on  veut,  en  nommant  D  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre 
de  gravité  du  corps  sur  l'axe  OZ ,  on  aura,  pour  la  valeur  de  cette 
force,  l'expression  plus  simple 

P=Ô7«D; 

2°.  Deux  couples  L=  —  Qfxzdin,  M  =  —  dfjzdin,  autour  des 
deux  premiers  axes  OX  et  OY,  couples  qu'on  peut  réduire  à  un 
seul  K,  dont  le  plan  passe  par  OZ,  et  dont  le  moment  est 


K  =  0  s/{fxzdinY  -h  {fjzdm  f  ; 
3".   Et  enfin  on  aura  le  couple  N  dont  le  moment  est 

^  =  df[x'-hj'')din^Qfr-dm, 

et  qui  agit  dans  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  donné  OZ. 
Ainsi,  en  prenant  les  cinq  intégrales 

fxdni,     Jjdni,      fxzdin,     j'yzdm,      f  {x^ -h  j^)  dm  , 
qu  il  faut  étendre  à  la  masse  entière  m  du  corps,  on  déterminera  com- 
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plétemenl  la  force  P,  le  couple  R  et  le  couple  N  dont  l'ensemble  P. 
K,  N  est  capable  de  la  rotation  Q  autour  de  l'axe  donné  OZ. 

Corollaire  I. 

45.   Si  cet  axe  OZ  passe  par  le  centre  de  gravité  du  corps,  on  aura 
Jocdm^o,     fjdm-=o^     d'où     P  =  o; 

et  toutes  les  forces  seront  réduites  aux  deux  couples  K  et  N,  ou  si 
l'on  veut,  à  leur  résultant 


G  =  vR=+  W-. 

D'où  je  conclus  que  les  forces  capables  de  J aire  tourner  un  corps 
sur  un  axe  passant  par  le  centre  de  gravité  sont  toujours  réductibles 
n  un  couple. 

Sur  quoi  il  est  bon  de  remarquer  que  ce  couple  G  n'est  point  per- 
pendiculaire à  l'axe  de  rotation,  puisqu'il  fait  avec  cet  axe  OZ  un 
K 

K  =  o. 


angle  dont  le  cosinus  -, =  ne  peut  être  nul  à    moins  qu'on  naii 


Corollaire  II. 

4(î.  Mais  s'il  arrive  que  cet  axe  OZ  soit  un  des  axes  principaux  du 
corps,  on  aura,  comme  on  le  sait, 

J  xzdin  —  o,     fjzdm  —  o: 

et  alors  le  couple  K  sera  nul,  et  toutes  les  forces  seront  réduites 
au  seul  couple  ^  =  9  f  r' dm ,  lequel  est  perpendiculaire  à  l'axe 
donné  OZ. 

D'où  je  conclus  que  les  forces  capables  de  faire  tourner  un  corps 
sur  un  de  ses  axes  principaux  sont  toujours  réductibles  à  un  roupie 
perpendiculaire  à  cet  axe  principal. 

VA  réci|)roquement ,  un  couple  quelconque  N  perpendiculaire  à 
l'un  des  axes  principaux  est  toujours  décomposable  en  forces  élémen- 
taires Ordin  capables  de  faire  tourner  sur  cet  axe  avec  une  vitesse  an- 
t^ulaire  9  =N  :Jr-dm;  cai-  de  telles  Ibrces  6 rdin  se  réduiraient  à  un 
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couple  6  .fr^dm  de  même  grandeur  et  de  même  position  que  le  couple 
flonné  N. 

On  a  donc  ce  théorème  simple  et  facile  à  retenir  • 

Si  un  couple  est  appliqué  sur  un  corps  libre  dans  un  plan  perpen- 
diculaire à  l'un  de  ses  axes  principaux,  son  ejfet  sera  de  faire  tour- 
ner le  corps  sur  cet  axe  lui-même  avec  une  vitesse  angulaire  égale  au 
moment  de  ce  couple,  divisé  par  le  moment  d'inertie  du  corps  autour 
de  cet  axe  principal. 

COROI-LAIRI      m. 

47.  Par  ce  seul  théorème  particulier,  on  peut  trouver  sur-le-champ 
l'effet  d'un  couple  G  appliqué  au  corps  dans  tel  plan  qu'on  voudra. 
Car  en  décomposant  ce  couple  donné  en  trois  autres  L,  M,  N  per- 
pendiculaires aux  trois  axes  principaux  du  corps,  et  nommant  A, 
B,  C  les  trois  moments  d'inertie  qui  se  rapportent  à  ces  axes,  on  aura 


L  M  N 

=  B'      '=C' 


p=-,    a  =  ^,     /  = 


pour  les  trois  rotations  respectives  p,  q,  r  que  ces  couples  tendent  à 
produire  autour  des  mêmes  axes  :  de  sorte  que  si  l'on  compose  ces 
trois  rotations  en  une  seule  9,  on  aura  l'axe  et  la  grandeur  de  la  rota- 
tion à  laquelle  le  couple  proposé  G  tend  à  donner  naissance  au  pre- 
mier instant;  ce  qui  est,  comme  on  voit,  de  la  plus  grande  simplicité. 

Corollaire  général. 

Des  forces  capables  d'un  mouvement  quelconque;  et,  réciproquement, 
du  mouvement  que  prend  un  corps  en  vertu  de  forces  quelconques 
données. 

48.  D'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  il  est  bien  facile  de  trouver  la 
force  et  le  couple  dont  l'ensemble  est  capable  d'un  mouvement  quel- 
conque donné.  Car,  quel  que  soit  ce  mouvement ,  vous  pouvez  tou- 
jours le  concevoir  comme  décomposé  en  deux  :  l'un,  qui  consiste  dans 
une  pure  translation  égale  et  parallèle  au  mouvement  du  centre  de 
gravité  du  corps;  et  l'autre,  dans  une  simple  rotation  autour  d'un 
axe  passant  par  le  même  centre.   On  n'aura  donc   qu'à  prendre   la 

Tome  XVI.- Janviek  i85i,  6 
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force  R  capable  du  premier  de  ces  deux  mouvements,  et  le  couple  G 

capable  du  second  ,  et  le  problème  sera  résolu. 

49.  Réciproquement,  quelles  que  soient  les  forces  appliquées  à  un 
corps,  imaginez  qu'on  les  transporte  toutes  parallèlement  à  elles- 
mêmes  au  point  qui  fait  le  centre  de  gravité  de  ce  corps  :  elles  viendront 
s'y  composer  en  une  seule  R,  et  tous  les  couples  qui  proviennent  de 
leurs  translations  se  composeront  en  un  seul  G. 

Or  la  résultante  R,  étant  appliquée  au  centre  de  gravité  du  corps, 

tend  à  imprimer  à  foutes  les  molécules  une  commune  vitesse  m  =  —  - 

et  dans  la  direction  même  de  cette  force  R. 

Le  couple  G  tend  à  imprimer  au  corps  une  rotation  6  autour  d'ini 
certain  axe  Ol ,  passant  par  le  même  centre,  et  qu'on  déterminera 
comme  on  Ta  dit  ci-dessus. 

FiG.  I  7.  30.  Chaque  molécule  <fin  estdonc  animée  par  deux  forces,  l'une  ut/ni 
parallèle  à  R,  l'autre  Qrrlin  perpendiculaire  à  la  fois  à  l'axe  OI  et  à  sa 
ilislance  /•  de  cet  axe.  Donc  cette  molécule  décrit ,  ix  chaque  instant  dt , 
la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  les  deux  lignes  infini- 
ment petites  udt  et  Ordt  (jui  représentent  les  espaces  dus  à  ces  force». 
Tels  seront  donc  les  mouvements  de  toutes  les  molécules  du  corps; 
et  tous  ces  uioiivements  simultanés  sont  possibles,  je  veux  dire  qu'ils 
peuvent  exister  ensemble  sans  que  la  disposition  mutuelle  des  molé- 
cules soil  en  rien  altérée.  Car  tous  les  mouvements  composants  utit. 
considérés  à  part,  sont  évidemment  possibles;  et  il  en  est  de  même  de 
tous  les  mouvements  Qrdt.  Or  il  est  clair  que,  par  ces  deux  mouve- 
ments exécutés  l'un  après  l'autre,  on  amènerait  chaque  molécule  du 
corps  au  bout  de  la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  les 
i\e\\\  lignes  mé//,  Qrdt,  et  par  conséquent  au  lieu  même  où  elle  arri- 
verait en  suivant  cette  diagonale.  Ainsi,  tous  les  mouvements  com- 
posés sont  possibles  ensemble,  et  ont  effectivement  lieu  le  1  jug  des 
diagonales  respectives  de  ces  parallélogrammes  infiniment  petits.  Et  si 
l'on  veut  se  représenter  dans  l'espace  toutes  les  petites  diagonales  que 
suivent  à  la  fois  toutes  les  molécules  du  corps,  on  a  vu  (n"  5i)  que 
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ce  sont  de  petits  arcs  (Vhelices  toutes  décrites  du  même  pas  sur  (les 
cylindres  concentriques  autour  d'un  certain  axe  O'S,  qui  n'est  point 
l'axe  instantané  01,  mais  qui  lui  est  toujours  parallèle,  et  que  j'ai 
nommé  Y  axe  spontané  glissant. 

m. 

Des  Jorces  centiijuges  qui  naissent  de  la  rotation 

51.  Nous  avons  considéré  plus  haut  (n°  45  i  ïes  forces  finies  Or  dm, 
dont  toutes  les  molécules  d'un  corps  sont  animées  quand  ce  corps 
tourne  avec  une  vitesse  angulaire  Q  autour  d'un  axe  donné  OZ. 

Mais  de  cette  rotation  même  il  naît,  à  chaque  instant,  poiu-  chaqse 
molécule  dm,  une  force  infiniment  petite,  qui  fend  à  éloigner  cette 
molécule  du  centre  de  sa  rotation,  et  qu'on  nomme  ainsi  la  force 
centrifuge. 

52.  Pour  se  faire  une  idée  nette  de  cette  ibrce,  il  faut  d'abord 
remarquer  qu'iuie  molécule  libre  dm,  animée  de  la  seule  force  iidm 
suivant  la  tangente  cs'un  cercle,  ne  peut  en  rigueur  décrire  un  arc  de 
ce  cercle,  quelque  petit  qu'on  le  suppose,  à  moins  qu'elle  ne  soit  à 
chaque  instant  attirée  vers  le  centre  par  une  certaine  force  qui  la 
retienne  sur  la  circonférence;  sans  quoi  cette  molécule  s'en  irait  par 
la  tangente  avec  la  vitesse  u  qui  lui  est  imprimée.  Cette  force,  qu'on 
nomme  centripète,  est  du  même  genre  que  la  gravité  ,  et  elle  se  mesure 
de  la  même  manière,  c'est-a-dire  par  la  vitesse  /qu'elle  ferait 
acquérir  au  mobile  dans  l'unité  de  temps,  si  elle  agissait  toujoius 
également  sur  lui;  je  veux  dire  si,  à  chacun  des  instants  égaux,  elle 
ajoutait  un  égal  degré  de  vitesse  au  mobile.  Dans  un  mouvement  de 
cette  nature,  la  vitesse  acquise  est  donc  proportionnelle  au  temps,  de 
sorte  qu'on  aJ .  t  pour  l'expression  de  cette  vitesse  acquise  au  bout  du 
temps  t;  et  \J.  t^  pour  i'espace  dont  le  mobile  serait  descendu  vers  le 
centre  au  bout  de  ce  même  temps  t. 

Quant  à  la  grandeur  /  de  cette  force  centripète,  elle  dépend  évi- 
demment de  la  vitesse  u  suivant  la  tangente  et  du  rayon  /■  du  cercle 
décrit;  et  il  est  bien  facile  de  la  déterminer.  Car,  sans  l'accession  de 
cette  force  accélératrice,  le  point  matériel  s'en  irai!  en  un  instant  sur 

G.. 
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la  tangente  par  un  espace  udt,  et  se  trouverait  ainsi  éloigné  de  la  cir- 
conférence à  une  petite  distance  égale  à  la  partie  extérieure  e  de  la 
sécante  menée  de  ce  point  par  le  centre  du  cercle.  Pour  que  le  point 
matériel  ne  quitte  pas  la  circonférence,  il  faut  donc  que  l'espace 
\J  .dt^,  dont  la  force  /  est  capable  de  le  faire  descendre  en  un  in- 
stant dt ,  soit  précisément  égal  à  cette  partie  extérieure  p.  Or,  par  la 
géométrie,  la  partie  extérieure  de  la  sécante  est  égale  au  carré  de  la 
tangente  divisé  par  la  sécante  entière;  de  sorte  qu'on  a,  pour  détei- 
niinery,  l'équation 


II-  fit' 


±/.  ^^^^  J1J!L_     ou    /  =  -^JL-. 

d'où,  en  négligeant  c,  qui  est  un  infiniment  petit  du  second  ordre  par 
rapport  aux  lignes  /.  u  et/,  ou  tire 

r- «■ 

J  j. 

Ainsi,  la  force  centripète  nécessaire  pour  qu'un  point  libre  puis,se 
tourner  en  cercle  avec  une  vitesse  u  suivant  la.  tangente,  est  exprimée 
par  le  carré  de  cette  vitesse,  divisé  par  le  rayon  r  du  cercle  qu'il 
décrit.  Et  il  est  évident  que  la  même  expression  convient  à  un  mouve- 
ment curviligne  quelconque,  en  prenant  pour  u  la  vitesse  du  point 
mobile,  et  pour  r  le  rayon  du  cercle  osculateur  de  la  courbe  au  point 
que  l'on  considère. 

Dans  notre  exemple,  la  vitesse  tangentielle  u  est  exprimée  par  5/  ; 
le  carré  en  est  5^  /'^  ;  et  divisant  par  / ,  on  trouve 

pour  l'expression  de  la  force  centripète  d'un  point  qui    loiune  avec 
une  vitesse  angulaire  Q  dans  un  cercle  de  rayon  /•. 

53.  Cela  posé,  si  à  chaque  force  tangentielle  diu.dr,  qui  anime 
chaque  molécule  du  corps,  on  joignait  la  force  centripète  convenable, 
.'t  que  je  représente  par  —  din.O'^rdt  (en  lui  donnant  le  signe  —, 
parce  qu'elle  tend  à  diminuer  la  distance  /•  à  l'axe  OZl,  d  est  manifeste 
que  l'ensemble  de  ces  molécules,  et,  par  conséquent,  le  corps  lui- 
même  tournerait  autour  de  l'axe  OZ  avec  la  vitesse  angulaire  d;  et 
cela,  d'une  manière  entièrement  libre,  je  veux  dire,  quand  bien  même 
les  molécules  de  ce  corps  ne  seraient  pas  liées  entre  elles,  et,  par  ton- 
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séquenl,  sans  que  cette  rotation  pût  affecter  en  rien  l'état  intérieur 
du  corps. 

Dans  la  question  qui  nous  occupe,  chaque  molécule  dm  n'est  poussée 
que  par  la  force  tangentielle  dm  .  6 r,  et  il  n'y  a  point  de  force  centri- 
pète —  dm  .  Q'^rdt  qui  intervieiuie  pour  la  faire  tourner  librement  au- 
tour de  l'axe  OZ.  Mais  je  considère  que  si  cette  force  —  dm  .^"^  rdt 
n'y  est  point,  rien  n'empêche  de  la  supposer,  pourvu  qu'on  en  suppose 
une  autre  égale  et  contraire  -y-  dm  .  9*  nlt.  Ainsi ,  à  la  seule  force  d'im- 
pulsion dm.  Br,  il  est  toujours  permis  de  substituer  l'ensemble  des 
trois  forces 

drdm,      —dm.Q^rdt,      -hdm.Ô'^rdt. 

Mais  alors  on  peut  imaginer  que  pendant  i'instant  dt ,  les  deux  pre- 
mières forces  sont  employées  à  faire  tourner  librement  la  molécule 
par  un  arc  de  cercle  Qrdt ,  tandis  que  la  troisième  force  -(-  dm.  0'' i  dt 
tire  cette  même  molécule  dans  le  sens  où  elle  tend  à  l'éloigner  Au 
centre;  et  voilà  précisément  ce  que  j'appelle  la  force  centrifuge  nei^  de 
la  rotation  du  corps.  Toutes  les  molécules  sont  donc  tirées  à  chaque 
instant  par  des  forces  semblables  ,  uniquement  dues  au  mouvement 
de  rotation  :  forces  réelles,  qui  affectent  l'état  intérieur  du  corps  par 
les  tensions  qu'elles  produisent  sur  les  liens,  quels  qu'ils  soient,  qui 
retiennent  les  molécules. 

Réduction  des  Jorces  centrifuges  à  une  seule  Jorce  et  à  un  seul  couple. 

54.  Toutes  les  forces  centrifuges  qui  naissent  de  la  rotation  Q  étant  V\(i.  i8. 
ainsi  représentées  par  dm  .  6^  rdt ,  elles  ont,  au  facteur  près  6dt, 
la  même  expression  que  les  forces  finies  drdm,  dont  les  molécules 
sont  actuellement  animées.  Mais,  au  lieu  d'agir  suivant  \es  tangentes j, 
elles  agissent  suivant  les  rajons  des  cercles  décrits;  et  elles  sont  ainsi 
perpendiculaires  à  ces  premières  forces  Qrdm,  et  à  l'axe  donné  OZ. 
Si  donc  on  les  réduit  de  la  même  manière,  en  les  transportant  au 
même  point  (),  elles  donneront  pour  leur  résultante  tt,  analogue  à 
la  résultante  P  des  premières  forces, 


rt  =  9=  s^{fa.dm)--h  {fydm)-  =  dP, 
et  pour  leur  couple  résultant  ;(,  analogue  au  couple  K.  et  passant  de 
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même  par  l'axe  donné  OZ, 

X  =  Ô»  ^i{fxzdmY'-+-Jfjrzfifn)^  =  SR  ; 

et  il  n'y  aura  point  de  couple  analogue  au  couple  N  autour  de  OZ, 
puisque  les  directions  de  ces  forces  centrifuges  passent  toutes  par 
l'axe  OZ  lui-même. 

o5.  Telles  sont  donc  les  valeurs  de  la  force  accélératrice  et  du 
couple  accélérateiir  ijui  résultent  des  forces  centrifuges.  Quant  à  la 
position  de  cette  force  tï,  et  à  celle  du  couple  ;(.  elles  se  voient  presque 
immédiatement.  Car,  comme  toutes  les  forces  centrifuges  liin.O^r,  qui 
donnent  la  résultantes,  sont  respectivement  perpendiculaires  et  pro- 
portionnelles aux  forces  d'impulsion  Qrdm.  qui  donnent  la  résultante  P, 
il  est  évident  que  n  est  perpendiculaire  à  P. 

Far  la  même  raison,  l'axe  du  couple  accélérateur  ^  est  perpendi- 
culaire à  celui  du  couple  K;  et  comme  il  est  perpendiculaire  à  OZ 
qui  est  l'axe  du  couple  IN  ,  il  est  aussi  perpendiculaire  à  Taxe  du 
couple  G,  qui  est  le  résultant  de  N  et  R  :  on  peut  donc  dire  que  Vajce 
du  couple  y^  dû  aux  Jorces  centrifuges  est  perpendiculaire  à  In  jois  sur 
Vaxe  de  la  rotation  6  et  sur  celui  du  couple  d'impulsion  G. 

Ainsi,  P  et  G  étant  deux  lignes  qui,  partant  du  point  O,  représen- 
tent ,  l'une  ia  direction  et  la  grandeur  de  la  force  P,  l'autre  l'axe  et  la 
grandeur  du  couple  G .  dont  l'ensemble  P  et  G  est  capable  de  la  rota- 
tion 5  autour  de  l'axe  libre  OZ;  si  l'on  nomme  /  l'inclinaison  de  G  à 
l'axe  de  cette  rotation  5  'ce  qui  donne  R  =  Gsin/),  on  a,  pour  la 
torce  et  le  couple  accélérateurs  n  et  -/^  qui  naissent  des  forces  centri- 
fuges, ces  expressions  très-simples 

n  —  df,     Z  =  5G  sin  / , 

ri  étant  perpen  iiculaire  a  la  fois  à  P  et  à  l'axe  6  .  et  y  étant  perpendi- 
culaire à  la  fois  à  G  et  au  même  axe  6. 

Reniai  que. 

56.  Quant  aux  sens  (]e  ces  forces  et  de  ces  couples,  ils  sont  bien 
faciles  à  reconnaître.  Car  on  peut  remarquer  que  si  la  direction  de 
cha<pie  force  centrifuge  faisait  un  quart  de  révolution  dans  le  sens 
même  où  le  corps  tourne,  elle  deviendrait  de  même  sens  que  la  force 
d'impulsion.    Donc  les  deux  lignes  On  et  Oy  ,  qui  lépondent  à  la  ré- 
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sultante  et  au  couple  résultant  des  forces  centrifuges,  doivent  être 
tellement  posées  par  rapport  aux  lignes  OP  et  OK  qui  répondent  aux 
forces  d'impulsion,  que  si  Ot:  et  O;^  venaient  à  tourner  d'un  angle 
droit  dans  le  sens  même  de  la  rotation  0,  la  ligne  On  viendrait  se 
coucher  sur  OP ,  et  la  ligne  O;^  sur  OK.  D'où  l'on  voit  avec  clarté  les 
positions  précises  qu'il  faut  donner  aux  lignes  qu'on  emploie  dans  la 
figure,  pour  représenter  complètement  les  forces  et  les  couples  que 
l'on  considère.  On  voit  que  si  Q  change  de  signe ,  comme  P  et  K  en 
changeront  aussi,  tt  et  ;(  n'en  doivent  pas  changer  :  et  c'est  en  effet 
ce  qui  doit  être,  car  il  est  évident  que  les  forces  ceiitiifiiges  sont  les 
mêmes,  soit  que  le  corps  tourne  dans  un  sens,  soit  qu'il  tourne  dans 
le  sens  contraire. 

Corollaires. 

57.  Lorsque  l'axe  OZ  de  la  rotation  passe  par  le  centre  de  gravité 
du  corps ,  on  a 

fjcc/m=o     et     fjdin=o,     et  partant,     77  =  0, 

et  toutes  les  forces  centrifuges  se  rèiluisent  au  couple  /. 

Si,  de  plus,  l'axe  OZ  est  un  des  trois  axes  principaux  de  ce  corps, 
on  a 

fxzdin  ^  o     et     jjzdni  =0,     et  partant.     ^  =z  o, 

et  toutes  les  forces  centrifuges  se  font  équilibre. 

Et  réciproquement,  il  n'y  a  qu'un  tel  axe  autour  duquel  les  forces 
centrifuges  nées  de  la  rotation  puissent  se  contre-balancer  mutuelle- 
ment. Car  pour  l'équilibre,  il  faut  avoir  tt  =  o  et  ^  =  o  :  or  i"  tt  ne 
peut  être  nul  à  moins  qu'on  n'ait  à  la  ioi&  fxdm  =  o  et  fydm  =  o, 
c'est-à-dire  à  moins  que  l'axe  OZ  ne  passe  par  le  centre  de  gravité  ; 
a"  /  ne  peut  être  nul  à  moins  qu'on  n'ait  à  la  fois  J xzdin  =  o  et 
Jjzdin  =  o,  c'est-à-dire  à  moins  que  Taxe  OZ  ne  soit  un  des  axes 
principaux. 

Hemanjue. 

58.  On  voit  par  là  qu'en  Mécanique  on  peut  chercher  les  axes 
principaux  d'un  corps  par  deux  considérations  différentes,  mais  qui 
mènent  sur-le-champ  aux  mêmes  équations  :  car  on  peut  demander. 
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autour  de  quel  axe  un  corps  doit-il  tourner  pour  que  les  forces 
actuelles  6rdm  qui  animent  ses  molécules  se  réduisent  à  un  couple  N 
perpendiculaire  à  cet  axe?  ou  bien,  autour  de  quel  axe  le  corps 
doit-il  tourner  pour  que  les  forces  centrifuges  6- 1  dm  qui  naissent  de 
la  rotation  se  fassent  mutuellement   équilibre? 

En  représentant  cet  axe  inconnu  par  la  ligne  OZ,  et  considérant 
deux  autres  axes  quelconques  OX  et  OY  perpendiculaires  entre  eux 
et  à  celui-là,  on  trouve  que,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  il  faut  avoir 
d'ahord  fx  dm  =  o  et  fjdm^  o,  d'où  résulte  que  l'axe  inconnu 
doit  passer  par  le  centre  de  gravité  du  corps:  et  ensuite,  qu'il  faut 
avoir  f.rzdm  =  o  et  fjzdm  =  o,  d'où  l'on  tire  la  direction  de  cet 
axe.  Ainsi  les  deux  problèmes  ne  peuvent  conduire  qu'aux  mêmes 
axes.  Au  reste,  on  verra  plus  loin,  par  la  géométrie,  que,  dans  un 
corps  quelconque,  il  existe  toujours  trois  axes  de  cette  nature  et  qui 
sont  rectangulaires  entre  eux. 

59.  Si  le  corps  n'est  pas  libre,  mais  qu'il  soit  forcé  de  tourner  sur 
un  point  fixe  O,  on  n'a  pas  besoin  d'avoir  les  deux  premières  condi- 
tions fxdm  =  o  et  fjdm  =  o:  car,  le  point  O  étant  fixe,  les  deux 
forces  P  et  TT  qui  y  sont  appliquées  se  trouvent  détruites.  Il  suffit  donc 
de  faire  nul  ou  le  couple  K,  ou  le  couple  y  =z  QK,  ce  qui  revient  au 
même,  et  ne  donne  à  remplir  que  les  deux  conditions  Jxzdin  =  o, 
fyzdm  =  o.  Or  ces  équations  mènent  aussi  à  trois  axes  déterminés, 
rectangulaires  entre  eux  :  de  sorte  qu'en  un  point  quelconque  O  d'un 
corps  solide,  il  y  a  aussi  trois  axes  principaux ,  c'est-à-dire  dont  cbacun 
jouit  de  cette  double  propriété  :  i°  que  si  le  corps  tourne  sur  cet  axe, 
et  qu'on  réduise  toutes  forces  0 1  dm  à  une  seule  P  appliquée  en  O  et  à 
un  seul  couple,  ce  couple  N  est  perpendiculaire  à  l'axe  dont  il  s'agit; 
1°  que,  si  Ton  réduit  de  même  les  Ibrces  centrifuges  d'^rdin,  le  couple 
résultant  y^  est  nul  de  lui-même  :  mais  la  résultante  n  n'est  pas  ici 
nulle,  non  plus  que  la  force  P,  et  le  point  fixe  O  est  obligé  de  dé- 
truire cette  force  finie  P,  et  de  supporter  la  pression  ndt. 

60.  Dans  tous  les  cas ,  il  suffit  de  connaître  les  tiois  axes  princi- 
pajix  qui  se  croisent  au  centre  de  gravité  du  cor|)s,  et  qu'on  nomme 

es  axes  naturels  de  rotation.   Car  luie  fois  qu'on  a  ces  axes  et  les 
moments  d'inertie   A,  B,  C  qui  s'y   rapportent,  il   est  très-facile  de 
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trouver  l'expression  du  moment  d'inertie  du  corps  autour  d'iui  autre 
axe  mené  comme  ou  voudra  par  le  même  centre;  et  de  là  on  peul 
passer,  par  une  autre  expression  encore  plus  simple,  au  moment 
d'inertie  relatif  à  un  axe  quelconque  parallèle  à  celui-là.  C'est  une 
théorie  purement  géométrique  que  je  développerai  avec  quelque 
détail  dans  le  chapitre  suivant. 

Mais  avant  de  terminer  celui-ci,  je  veux  dire  deux  mots  de  la  rota- 
tion d'un  corps  sur  un  axe  fixe,  afin  de  montrer,  d'une  manière  nette, 
1"  les  percussions  que  cet  axe  doit  ressentir,  au  premier  instant,  de 
la  part  des  forces  d'impulsion  qui  ont  été  appliquées  au  corps;  1"  les 
pressions  que  cet  axe  devra  soutenir,  dans  tout  le  cours  du  mouve- 
ment, pour  résister  aux  forces  centrifuges  qui  naissent  à  chaque  instant 
de  la  rotation. 

Enfin,  revenant  aux  propriétés  générales  du  mouvement  d'un  corps 
entièrement  libre,  je  montrerai,  dans  un  nouveau  paragraphe,  que  le 
|)rincipe  de  la  conservation  des  forces  et  le  principe  de  la  conservation 
des  couples  auvRient  pu  être  tirés,  comme  corollaires,  de  la  théorie 
des  forces  centrifuges. 

IV. 

Du  mouvement  d'un  corps  autour  d'un  axe  fixe. 

61.  Quelles  que  soient  les  forces  appliquées  à  ce  corps,  on  peut 
toujours  les  réduire  à  une  seule  R  appliquée  en  un  point  quelconque  O 
de  l'axe  fixe,  et  à  un  seul  couple  G. 

Or  il  est  évident  que  la  force  R  passant  par  un  point  de  l'axe  fixe 
y  est  détruite,  et  que,  par  conséquent,  cet  axe  OZ  reçoit  d'abord  au 
point  O  une  percussion  représentée  par  la  force  donnée  R  ;  ou,  si  l'on 
veut,  en  nommant  a  l'inclinaison  de  R  à  OZ,  cet  axe  fixe  reçoit  deux 
percussions,  l'une  R  cos  a  dans  le  sens  de  sa  longueur,  et  l'autre  R  sin  a 
dans  une  direction  perpendiculaire. 

Ensuite,  en  désignant  par  v  l'inclinaison  de  l'axe  du  couple  G 
au  même  axe  fixe,  ou  peut  décomposer  ce  couple  en  deux  :  l'un 
N==Gcosv,  perpendiculaire  à  l'axe  fixe;  l'autre  N' =  G  sin  v,  dans 
lui  plan  conduit  par  cet  axe.  Or  il  est  visible  que  ce  dernier  couple  N' 
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se  trouve  détruit  :  de  sorte  que   l'axe  fixe   doit  encore  ressentir  la 
percussion  d'un  couple  N'  =  G  sin  v. 

Ainsi,  voilà  deux  percussions  tout  à  fait  inutiles  au  mouvement 
du  corps,  et  qui  ne  peuvent  qu'ébranler  l'axe  fixe  :  d'où  l'on  voit 
que  si  l'on  n'a  d'autre  objet  que  de  faire  tourner  le  corps,  en  ména- 
geant les  appuis,  il  est  bon  de  n'employer  que  des  forces  qui  aient 
une  résultante  nulle,  et  ne  donnent  qu'un  couple  perpendiculaire  à 
l'axe  fixe. 

Mais  ce  n  est  pas  tout  :  car  reste  le  couple  N  =  G  cos  v,  d'où  pro- 
viendra le  mouvement  du  corps;  et,  quoique  ce  couple  soit  perpen 
diculaire  à  l'axe  fixe  lui-même,  et  paraisse  ainsi  ne  plus  devoir  le 
frapper,  il  ne  pourra  pourtant  faire  tourner  le  corps  sur  cet  axe  sans 
y  causer  d'abord  deux  percussions  du  même  genre  que  les  premières; 
et  c'est  ce  qu'on  va  voir  avec  clarté  dans  le  problème  qui  suit. 

Problkme. 

62.  O/i  suppose  (ju'nn  corps  en  repos,  mobile  autour  d'un  axe 
fiae  OZ ,  soit  frappé  par  un  couple  N  perpendiculaire  à  cet  axe,  et 
l'on  demande  :  \°  la  vitesse  angulaire  9  que  doit  prendre  ce  corps; 
7."  la  percussion  que  l'axe  Jixe  doit  recevoir  au  premier  instant  ;  3°  la 
pression  continuelle,  qu'il  aura  à  supporter,  dans  le  cours  du  mouve- 
ment, en  vertu  des  forces  centrifuges  qui  naissent  de  la  rotation. 
FiG.  19.  .Soit  prise,  sur  l'axe  fixe  OZ,  à  partir  d'un  point  quelconque  O  ,  une 
ligne  terminée  ON  qui  représente  à  la  fois  l'axe  et  la  grandeur  du 
couple  d'impulsion  appliqué  au  corps. 

Soient,  à  partir  du  même  point  O,  et  dans  le  plan  per[)endiculaire 
âOZ,  deux  lignes  ternùnées  OP  et  OK.  ,  qui  représentent,  l'une  la 
force  P,  et  l'autre  le  couple  K ,  qui ,  combinés  avec  le  couple  donné  N  , 
.seraient  capables  de  faire  tourner  le  corps  sur  OZ  d'une  manière  spon- 
tanée, c'est-à-dire,  même  en  supposant  que  cet  axe  fût  libre,  et  par 
conséquent  sans  lui  causer  la  moindre  percussion. 

Cela  posé ,  j'imagine  qu'on  applique  au  corps  la  force  P,  et  en 
même  temps  la  force  P'  égale  et  contraire;  de  plus,  qu'on  applique  le 
coiqile  K ,  vx  le  couple  K'  égal  et  contraire  :  il  est  clair  que  l'état  du 
corps  n'esl  |)as  changé.  Mais  actuellement,  au  lieu  de  voir  ce  cor|)s 
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comme  frappé  par  le  seul  couple  donné  N ,  je  puis  le  considérer  comme 

frappé  à  la  fois  par  les  trois  couples  N,  K  ,  K'  et  les  deux  forces  P  et  P'. 

Or,  par  hypothèse,   les  couples  N,  K,  et  la  force  P,   combinés 

ensemble,  sont  capables  de  faire  tourner  le  corps  sur  l'axe  OZ  avec  une 

N 
vitesse  angulaire  9  =  -? — ;— ^  sans  causer  à  cet  état  fixe  la   moindre 

o  fr-dm 

percussion.  Donc,  i°  le  corps  prendra  réellement  cette  rotation  dé- 
terminée ô;  car  la  force  et  le  couple  restants  P'  et  R',  passant  tous  deux 
par  l'axe  fixe,  peuvent  être  regardés  comme  détruits  par  la  résistance 
de  cet  axe.  Donc,  2°  cet  axe  fixe  ressentira  deux  percussions  repré- 
sentées l'une  par  la  force  P'  appliquée  au  point  O,  l'autre  par  le 
couple  K',  dont  le  plan  passe  par  le  même  axe;  et  l'on  aura,  pour  ces 
deux  espèces  de  percussions  : 

P'  =  -  P  =  -  9  \l{Jxdm\'  +  i(j'rdinY, 


K'=  -  R  =  -  9  sJ(f.TzdiHy  -h  {JjzdniY. 
Ce  quiL  Jalldit  d'abord  troin'er. 

65.  Si  l'axe  OZ,  au  lieu  d'être  fixe  dans  toute  sa  longueur,  était 
simplement  retenu  par  deux  points  fixes  A  et  B,  et  qu'on  voulût 
trouver  les  deux  percussions  individuelles  ressenties  par  ces  points, 
on  décomposerait  la  force  P  en  deux  autres  parallèles  appliquées , 
l'une  au  point  A,  l'autre  au  point  B;  ensuite  on  changerait  le  couple  R' 
en  un  autre  équivalent  appliqué  à  angle  droit  sur  AB;  et,  réduisant 
alors  à  une  seule  les  deux  forces  qu'on  trouverait  en  A ,  et  de  même  à 
une  seule  les  deux  forces  qui  agiraient  en  B,  on  aurait  les  deux  per- 
cussions individuelles  que  le  couple  proposé  N  produit  au  premier 
mstant  siu-  les  deux  points  fixes  A  et  B. 

64.  Il  est  évident  que  les  percussions  dont  il  s'agit  ne  sont  i-es- 
senties  par  Taxe  fixe  qu'au  premier  instant  :  car  une  fois  que  l'axe  a 
détruit  la  force  P'  et  le  couple  R',  le  corps  n'est  plus  sollicité  au  mou- 
vement que  par  les  couples  N,  R  et  la  force  P.  Or  ce  système  de  forces 
étant  capable  de  faire  tourner  spontanément  sur  OZ,  c'est-à-dire  quand 
bien  même  OZ  ne  serait  pas  fixe,  il  est  manifeste  que  la  résistance  de 
cet  axe  n'a  plus  rien  à  détruire,  et  qu'il  ne  reçoit  plus  aucune  per- 
cussion. 

7- 
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On  voit,  par  là,  que  si  l'on  veut  ménager  le  plus  possible  l'axe  fixe 
de  rotation ,  sans  regarder  à  la  dépense  des  forces ,  il  faut  appliquer 
des  forces  qui  se  réduisent  d'elles-mêmes  à  la  force  P  et  au  couple  G 
résultant  de  N  et  R.  Cet  ensemble  P  et  G,  ou  son  équivalent  P,  N ,  K  , 
feront  tourner  sur  l'axe  fixe  sans  lui  causer  aucune  percussion.  On 
peut  se  représenter  qne ,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  la  chose  se  passe  de 
cette  manière  :  on  peut  voir  le  couple  N  comme  étant  employé  à  faire 
tourner  sur  l'axe ,  tandis  que  la  force  P  et  le  couple  K  sont  employés 
à  sotitenir  cet  axe,  ou  ,  si  l'on  veut,  à  détruire  les  deux  percussions  —  P 
et  —  K  qui  lui  viendraient  du  couple  N,  si  ce  couple  agissait  tout 
seul . 

Ainsi ,  quand  on  veut  ménager  le  plus  possible  la  résistance  de  l'axe, 
il  faut  appliquer  le  système  de  forces  représenté  ])ar  N,  P  et  R  :  mais 
si  l'on  veut  ménager  la  dépense  des  forces,  il  faut  appliquer  le  seul 
couple  N;  et  alors  l'axe  reçoit  deux  percussions  —  P  et  —  R  ,  qu'il  est 
obligé  de  détruire. 

63.  Après  la  destruction  du  couple  R'  et  de  la  force  F'  par  l'axe 
fixe,  le  corps  tend  donc  à  tournei-  librement  sur  cet  axe  avec  la 
vitesse  angulaire  6.  Mais  de  cette  rotation  naissent  alors  les  forces  cen- 
trifuges O'^rdni,  dont  il  faut  examiner  l'effet;  ce  qui  est  le  troisième 
point  de  notre  démonstration.  Or  il  est  évident  que  toutes  ces  forces 
étant  dirigées  vers  l'axe  fixe ,  y  seront  détruites  à  chaque  instant  :  d'où 
je  conclus  d'abord  que  la  rotation  S  du  corps  sera  uniforme;  que, 
dans  toute  la  suite  du  mouvement,  l'axe  fixe  n'aura  plus  qu'à  sup- 
porter les  pressions  dues  aux  forces  centrifuges;  et  que  cet  axe  devra 
être  retenu  dans  tous  les  sens,  pour  résister  à  ces  pressions  qui 
changent  continuellement  de  directions  par  le  mouvement  même  du 
corps.  Or  on  a  vu  que  les  forces  centrifuges  Q^  i  dm  sont  réductibles  à 
une  seule 


71  =  ÔP=  5"  s{fxdmY-h  (fjdmy, 
et  H  un  seul  couple 


y  =  9K=e^  yl{fxzdmY+  {fjzdmf  ; 

d(;  sorte  f|ue  l'axe  est  chargé,  à  chaque  instant  df ,  d'iuie  |iression  Tzdf 
appliquée  en  O,  et  d'un  couple  ////  passant  continuellement  par  cet 
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axe  :  pressions  qu'on  pourra  réduire,  comme  ci-dessus,  à  deux  forces 
appliquées  aux  points  A  et  B  si  l'axe  n'est  retenu  que  par  deux  points 
fixes;  etc.,  etc. 

Remarque. 

Dans  le  mouvement  que  je  viens  de  considérer,  il  est  bien  clair  que 
la  force  P  et  le  couple  G,  dont  le  corps  est  à  chaque  instant  animé, 
restent  toujours  les  mêmes  de  grandeur  et  de  position  dans  Vintérieur 
du  corps.  Les  deux  lignes  OP  et  OG  qui  les  représentent  ne  font,  pour 
ainsi  dire,  que  tourner  avec  le  corps  et  du  même  mouvement  angu- 
laire Q,  autour  de  l'axe  fixe. 

Si  tout  à  coup  cet  axe  devenait  libre,  et  que  le  corps  fût  ainsi  aban 
donné  à  lui-même,  on  sait,  par  les  principes  généraux  de  la  Dyna- 
mique, que  P  et  G  seraient  également  conservés  de  grandeur  et  de 
position,  non  plus  dans  l'intérieur  du  corps,  mais  dans  V espace  ab- 
solu. Or  je  veux  faire  voir  ici  que  ces  principes,  qu'on  peut  nommer  la 
conservation  desjorces  et  la  conservation  des  couples,  auraient  pu  être 
tirés,  comme  de  simples  corollaires,  de  la  théorie  des  forces  centri- 
fuges: déduction  délicate  et  qui  me  paraît  assez  curieuse  pour  n'être 
point  omise  dans  un  Mémoire  de  Mécanique  rationnelle. 

V. 

Conservation  des  forces  et  conservation  des  couples  dans  le 
mouvement  d'un  corps  libre. 

De  l'analyse  exacte  des  forces  centrifuges ,  on  peut  tirer  ces  deux 
belles  conséquences  :  c'est  que  les  forces  centrifuges  qui  naissent  du 
mouvement  d'un  corps  ne  peuvent  jamais  altérer  ni  la  ijrandeur  ni  la 
direction  des  forces  primitives  d'impulsion  qui  ont  mis  le  corps  en 
mouvement.  Je  veux  dire  que  si,  à  une  époque  quelconque,  on  vient 
à  rechercher  la  résultante  et  le  couple  résultant  des  forces  finies  qiu 
animent  le  corps  à  cette  époque,  on  retrouvera  la  même  force  et  le 
même  couple,  et  situés  dans  les  mêmes  lieux  de  l'espace.  Ces  pro- 
priétés ne  sont,  il  est  vrai,  qu'un  corollaire;  de  ce  principe,  ou  de 
cette  loi  générale  de  la  Dynamique,  par  laquelle  les  forces  qui  ani- 
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ment  toutes  les  molécules  d'un  système  quelconque^  variable  ou  non . 
donnent  toujours ,  relativement  à  un  même  point  de  l'espace,  la  même 
résultante  R  et  le  même  couple  résultant  G,  pourvu  que  le  système  soit 
abandonné  à  lui-même,  c'est-à-dire  considéré  comme  libre  de  tout 
obstacle  et  de  toute  force  accélératrice  étrangère.  Ce  principe  général 
a  même  lieu,  comme  on  le  sait,  lorsqu'il  y  a,  entre  les  molécules  du 
sjstème,  des  forces  quelconques  d'attraction,  pourvu  que  ces  attractions 
soient  réciproques  de  lune  à  1  autre ,  c'est-à-dire  deux  à  deux  égales 
et  contraires;  car,  dans  ce  cas,  ces  forces  donneraient  à  part  leur  ré- 
sultante et  leur  couple  résultant  tous  deux  nuls,  et  ne  pourraient 
troubler  ni  la  grandeur  ni  la  position  de  R  et  G.  Cette  conservation 
\  encore  lieu,  mais  pour  le  couple  G  seulement,  dans  le  cas  particu- 
lier de  forces  accélératrices  étrangères  tendant  toutes  vers  un  même 
point  fixe  de  l'espace ,  et  lorsqu'on  prend  ce  point  fixe  pour  le  centre 
auquel  on  rapporte  tous  les  moments  du  système  :  car  toutes  ces 
forces  accélératrices  ne  donnent  que  des  couples  nids  relativement  à 
ce  point,  et  le  couple  résultant  G  est  encore  conservé.  Mais  s'il  y  a 
d'autres  forces  étrangères  que  celles  dont  je  viens  de  parler,  ni  la  ré- 
sultante R  ni  le  couple  résultant  G  ne  se  conserve  plus  dans  le  cours 
du  mouvement.  On  peut  voir,  dans  le  premier  Mémoire  qui  accom- 
pagne nos  Éléments  de  Statique,  la  démonstration  très-simple  de  ce 
principe  général,  qui  n'est,  au  reste,  lui-même  qu'une  conséquence 
naturelle  de  cette  loi  fondauientale  du  mouvement,  qu'on  appelle  la 
loi  d'inertie. 

Dans  notre  exemple  d'un  corps  solide  libre,  qui  a  reçu  des  impul- 
sions quelconques,  et  qui  demeure  ensuite  abandonné  à  lui-même,  il 
paraît  donc  évident  que  la  conservation  de  la  force  R  et  du  couple  G 
d'impulsion  ne  peut  manquer  d'avoir  lieu  :  car  on  ne  suppose  aucune 
force  accélératrice  qui  vienne  de  l'extérieur;  et  si  l'on  y  considère 
des  forces  centrifuges,  ce  ne  sont  en  quelque  sorte  que  des  forces 
passives  provenant  de  la  liaison  mutuelle  des  molécules;  et  il  est 
assez  clair  que  de  telles  forces  ne  peuvent  en  rien  altérer  ni  la  résul- 
tante ni  le  couple  résultant  du  système.  Cependant,  comme  ces  forces 
centrifuges  ne  se  font  [)oint  équilibre  entre  elles  sur  le  corps,  il  reste 
ici  une  certaine  obscurité  sur  la  conservation  de  la  force  R  et  du 
couple  G,  puisqu'il  naît  à  chaque   instant  dt  une  force  ndt  et  un 
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couple  Y^dt  qui  ne  sont  point  n\ils  d'eux  mêmes.  11  n'est  donc  pas 
inutile  d'entrer  ici  dans  une  explication  plus  complète,  et  de  mon- 
trer comment  cette  force  et  ce  couple,  nés  des  forces  centrifuges,  ne 
peuvent  jamais  troubler  ni  la  grandeur  ni  la  position  dans  l'espace, 
de  la  résultante  R  et  du  couple  résultant  G.  Et  cela  même  nous  paraît 
d'autant  plus  curieux  à  examiner,  que  non-seulement  ces  forces  cen- 
trifuges ne  troublent  ni  R  ni  G,  mais  qu'elles  sont  même  nécessaires 
à  leur  conservation:  de  sorte  que  si,  à  chaque  instant,  on  venait  à 
détruire  la  force  ndt  et  le  couple  x^t ,  R  et  G  ne  se  conserveraient 
plus  dans  l'espace  absolu. 

Dérnons  trat  ion . 

Quel  que  soit  le  mouvement  d'iui  corps,  nous  avons  vu  que  ce 
mouvement  peut  être  considéré,  à  chaque  instant  dt,  comme  composé 
d'une  rotation  9  autour  d'un  certain  axe  déterminé  ON  ,  et  d'une  trans- 
lation u  parallèle  à  cet  axe  que  nous  avons  nommé  Vaxe  spontané 
glissant. 

Soient  donc  P,  R ,  N  ia  force  et  les  deux  couples  capables  de  cette    Fig.  20. 
rotation  B  sur  l'axe  ON  ,  et  Q  la  force  qiu  ,  a])pliquée  au  centre  de 
gravité  g,  est  capable  de  la  translation  u  suivant  la  direction  du  même 
axe. 

En  nommant  m  la  masse  du  corps,  et  faisant  gO  =  rt,  on  aura 

P  =:  ma  5      et     Q  ^  mu  , 
comme  on  l'a  dit  plus  haut. 

Gela  posé,  au  bout  d'iui  instant  dt,  le  corps  sera  descendu  le  lona 
de  ON,  par  un  espace  00'  =  udt.,  et  en  même  temps  il  aura  tourné 
autoiu'  de  ON  par  un  angle  Qdt.  Supposons  donc  que  dans  ce  mou- 
vement il  ait  entraîné  avec  lui  toutes  les  lignes  OP,  OK,  ON ,  Og  que 
l'on  considère  dans  la  figure.  U  est  clair  qu'en  vertu  du  premier  mou- 
vement ,  toutes  ces  lignes  seront  d'abord  descendues  dans  les  positions 
parallèles  O'P',  O'R',  O'N',  O'g';  et  qu'en  vertu  du  second,  elles 
auront  tourné  ensemble  d'im  même  angle  Ôr/<,  pour  venir  dans  les 
positions  O'P",  O'K",  O'N',  O'g"  :  de  manière  que  les  extrémités  P', 
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K',  g'  auront  décrit  les  arcs  semblables 

P'P"  =  P5rf/,     K'K."=Kedt,     g'g"=aedt. 

Mais,  au  bout  de  cet  instant,  il  sera  provenu  des  forces  centri- 
fuges: i°une  force  -dt  =  Pddt,  perpendiculaire  à  ?',  et  qui,  com- 
posée avec  F',  ramènera  cette  force  à  sa  place  en  O'P'  ;  a"  un  couple 
ydt  =  K9dt,  perpendiculaire  à  K',  et  qui,  composé  avecK",  ramènera 
ce  couple  à  sa  place  en  O'R'.  Donc,  au  bout  d'un  instant,  les  forces 
et  les  couples  qui  animent  le  corps  seront  représentés  par  les  lignes 
O'P',  O'K',  O'N'  et  g'Q'.  Or  je  dis  que  cet  ensemble  de  forces  et  de 
couples  est  exactement  le  même  que  celui  qui  a  été  considéré  au  com- 
mencement, c'est-à-dire  qu'il  peut  être  actuellement  représenté  par 
les  mêmes  lignes  OP,  OR,  ON,  gQ  situées  dans  les  mêmes  lieux  de 
l'espace  absolu. 

Et  d'abord  ,  la  chose  est  évidente  pour  les  deux  couples  représentés 
par  les  lignes  O'R',  O'N';  car,  suivant  la  propriété  des  couples,  il  est 
indifférent  qu'ils  soient  représentés  par  ces  deux  lignes  ou  par  les  deux 
lignes  OK ,  ON  qui  leur  sont  respectivement  égales  et  parallèles. 
Restent  donc  les  deux  forces  P'  et  Q',  appliquées,  l'une  en  O',  l'autre 
en  g",  qu'il  tàut  montrer  être  réductibles  aux  deux  forces  respective- 
ment égales  et  parallèles  P  et  Q,  appliquées  en  O  et  en  g.  Or  P'  peut 
être  transportée  parallèlement  à  elle-même  de  O'  en  O,  pourvu  qu'on 
ajoute  le  couple  (P,  —  P)  appliqué  sur  OO'  =  udi  :  de  même  Q'  peut 
être  transportée  de  g"  en  g',  pourvu  qu'on  ajoute  le  couple  (Q,  —  Q) 
au  bras  de  levier  g'g"  =  aOdt.  Mais  il  e.st  clair  que  ces  deux  couples  , 
qui  sont  parallèles  et  de  sens  contraires,  ont  des  moments  égaux  :  car 
à  cause  de  P  =  ntaO  et  de  Q  =  inu,  le  moment  P  x  00'  du  premier 
est  maO.udt,  et  le  moment  Qx  g'g"  du  second  est  mu.aQdt,  ce 
qui  revient  au  même  :  ainsi  les  deux  couples  (P,  —  P),  (Q,  —  Q)  se 
détruisent,  et  les  deux  forces  P'  et  Q'  sont  ramenées  aux  deux  forces 
Pet  Q. 

Donc  le  système  de  forces  et  de  couples  qui  animent  le  corps  au 
bout  d'un  itistant  revient  au  même  que  celui  qui  l'animait  au  com- 
mencement de  cet  instant  :  d'où  l'on  peut  conclure  que  cette  conser- 
vation des  forces  et  des  couples  a  lieu  dans  toute  la  suite  du  temps;  ce 
qui  est  le  principe  général  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  Sy 

On  peut  même  voir  comment  la  chose  se  passe  d'un  instant  à 
l'autre.  Car  au  bout  d'un  instant,  le  corps  ayant  changé  de  position 
dans  l'espace,  et  les  forces  ayant  gardé  la  leur,  le  corps  ne  s'y  pré- 
sente plus  de  la  même  manière,  et  son  mouvement  va  changer,  c'est-à- 
dire  qu'il  va  se  faire  autour  de  quelque  autre  axe  spontané  glissant  on. 
Mais  comme  ce  mouvement  sera  dû  au  même  système  (P,  K,  N,  Q), 
ce  système  est  nécessairement  réductible  à  un  système  semblable 
(/*,  A,  n,  q)  capable  de  ce  mouvement  autour  du  nouvel  axe  on  dont 
d  s'agit.  Or,  par  la  même  démonstration  qui  précède,  ce  second  sys- 
tème serait  aussi  conservé  durant  un  instant  :  donc  puisqu'il  est  ré- 
ductible au  premier  (P,  R,  N,  Q),  celui-ci  se  conserve  de  même,  c'est- 
à-dire  qu'il  peut  représenter  les  forces  et  les  couples  qui  animent  le 
corps,  non-seulement  au  bout  du  premier,  mais  encore  au  bout  du 
second  [notant,  et  ainsi  de  suite  à  l'infini:  d'où  l'on  voit  comment  cette 
conservation  des  forces  et  des  couples  doit  s'étendre  à  tout  le  cours  du 
mouvement. 

Et  réciproquement,  si  l'on  voulait  partir  de  ce  principe  général 
(dont  la  démonstration  directe  est  très-facile),  on  serait  conduit,  par 
une  marche  inverse,  à  reconnaître  que  ,  du  mouvement  même  d'un 
corps  solide,  il  doit  nécessairement  provenir  de  certaines  forces  infini- 
ment petites,  telles  que,  étant  combinées  à  chaque  instant  avec  les 
forces  acquises,  le  principe  de  conservation  dont  il  s'agit  soit  rigou- 
sement  observé  :  et  l'on  retrouverait  ainsi  pour  ces  forces  infiniment 
petites  les  mêmes  expressions  ndt,  idt ,  qu'on  a  tirées  de  la  théorie 
des  forces  centrifuges.  Au  reste,  il  n'est  pas  surprenant  qu'on  arrive 
aumêmerésultatparles  deux  méthodes,  puisque  l'uneet  l'autre  partent 
également  de  cette  loi  fondamentale  qu'on  appelle  la  loi  <\'inertie. 


Tome  XVI.  —  Fétrier  iSSi. 
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CHAPITRE  III. 

SUR    I.A    THÉORIE    DES    MOMENTS    d'iNERTIE   [*]. 


Des  moments   d'inertie   (Vun  corps  rie  figure   quelconque  autour  de 
différents  axes  qui  se  croisent  en  un  même  point. 

66.  Soient,  par  le  point  ou  centre  que  l'on  considère,  trois  axes 
rectangulaires  j:-,^',  z  auxquels  on  rapporte  les  différents  points  du 
corps;  h  une  droite  quelconque  passant  par  l'origine,  et  faisant  avec 
les  axes  x,  jr,  z,  trois  angles  a,  ^,  y  :  on  se  propose  de  trouver  l'ex- 
pression du  moment  d'inertie  par  rapport  à  cette  droite  d'inclinaison 
donnée  sur  les  trois  axes  fixes  des  coordonnées  x,  j,  z. 

Ce  moment  d'inertie  n'est  autre  chose  que  la  somme  des  produits 
faits  de  chaque  particule  du  corps  par  le  carré  de  sa  distance  à  l'axe 
que  l'on  considère.  Ainsi,  en  nommant  dm  une  de  ces  particides,  r  sa 
(listance  à  la  droite  donnée  /i,  on  a,  pour  le  moment  d'inertie  de  cette 
particule,  r"^ dm,  et  pour  le  moment  d'inertie  du  corps  entier,  fr'^'dm, 
en  représentant  par  fr'^  dm  la  somme  de  tous  les  produits  semblables 
à  r^  dm  qu'on  peut  former  en  cousidéiant  toutes  les  molécules  du 
corps. 

(^r  X,  y,  z  étant  les  coordonnées  d'une  particule  quelconque  dm  , 
et  i  sa  distance  à  l'origine,  on  aura 

à  2   —   J:-2  _t_  j2    -f-    2,2  ; 

et  pour  la  distance  r  de  cette  particule  à  l'axe  donné  // ,  on  aura 
r  ^  3  sin  (p , 

f  *]  Ce  chapitre  ne  fait  pas  essentiellement  partie  de  notre  Mémoire  Sur  la  rotation  des 
corps;  c'est  un  petit  Mémoire  à  part,  que  j'avais  rédige,  il  y  a  plus  de  trente  ans, 
pour  \e. Journal  de  F  École  Polytechnifiue.  Mais  M.  Liouville,  à  qui  je  l'ai  communique, 
m'en  a  vivement  demandé  l'insertion  dans  le  présent  travail.  J'ai  cédé  au  désir  de  mon 
savant  confrère,  par  la  considération  de  l'inlerét  que  cet  ancien  opuscule  inédit  pour- 
rait encore  offrir  à  (|uclques  lecteurs. 
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(p  étant  l'inclinaison  mutuelle  de  is  el  h;  on  a  donc 
/■*  =  D^  sin^  ^  =  s^  (i  —  cos*  ip) , 
et  comme  on  a,  par  la  géométrie, 

cos  9  =  ^  cos  a  H-  ^  cos  /S  +  ^  cos  •/ , 

on  trouvera  en  substituant  (et  observant  que  l'on  a  toujours 
cos^  a  +  cos*  fi  -+-  cos*  y  =  i  ) , 

r*  =  cos*  a(j--+-  z*)  +  cos*  jS  (.r*  +  z*)  +  cos*  7  (x*  -K  j*) 
—  2  (cos  a  cos  |3  .  jt^  +  cos  a  cos  y .  jtz  +  cos  fi  cos  y  .J'z), 

et,  par  conséquent,  multipliant  tout  par  dm  ,  et  mettant  le  signe  /, 
//■*  c^m  =  cos*  a /(j-* -f- :*)  (Y/n -H  cos*  (S  j'(.r* -H  r*) (Y/>î  4- cos*  7 /(  X* -4-7-*;  rf/« 
—  2  (cos  a  cos  ^  f  xjdni  +  cos  a  cosyfjczdin  -h  cos  p  cos  y  J'/zdm ), 

ce  qui  donne  le  moment  d'inertie  relatif  à  l'axe  proposé ,  par  les  in- 
clinaisons a,  |5,  y  de  cet  axe  sur  les  trois  axes  fixes  donnés  jc,  y,  z,  el 
par  les  six  intégrales 

/(/*  +  z*)  dm ,     /(a;*  +  z*)  dm ,      /'(.r*  4-  j*)  dm , 
/■jcj-  dm ,  fxz  dm ,  f  yz  dm , 

relatives  aux  mêmes  axes  :  intégrales  qu'on  peut  regarder  comme  ac- 
tuellement déterminées  par  la  position  connue  du  corps,  et  que  je 
représenterai  par  les  six  constantes  respectives 

A ,     B ,     C ,      / ,     ;«  ,      «  ; 

de  sorte  que,  en  désignant  simplement  par  H  le  moment  d'inertie 
J'i'^dm  relatif  à  la  droite  h,  on  aura  l'équation 

H  =  A  cos*  a  H-  B  cos*  j3  +  C  cos*  y 
—  2  (/  cos  a  cos  /5  +  m  cos  a  cos  y  -h  n  cos  jS  cos  y) , 

où  A,  B,  C  représentent  les  moments  d'inertie  relatifs  aux  axes  des 
coordonnées  x,  j,  z. 

8.. 
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Du  sjstème  des  droites  ou  axes  h ,  autour  desquels  le  moment 
d'inertie  du  corps  a  toujours  la  même  valeur  H. 

67.  Si  dans  l'équation  précédente  on  regarde  H  comme  une  con- 
stante donnée,  et  les  angles  a,  /5,  7  comme  variables,  on  aura  évi- 
demment l'équation  de  la  surface  conique  formée  par  la  suite  des 
droites  h  autour  desquelles  le  moment  d'inertie  du  corps  a  toujours 
la  même  valeur  H.  Or  il  est  facile  de  voir  que  c'est  une  surface  co- 
nique du  second  ordre  dont  le  sommet  est  à  l'origine  :  mais,  poin 
mieux  reconnaître  cette  surface,  je  vais  la  rapporter  aux  coordonnées, 
rectangles  Jc ,  j-,  z. 

Pour  cela,  je  considère  un  quelconque  de  ses  points  pris  sur  la  ge- 
néiatricp   h ,    à   une  distance  de   l'origine  marquée  par 


h  =  \a:^+  j-  +  z-  ; 
il  est  évident  qu'on  a 

cosa  =  j,      cos/5  =  -^i      cosy  =  ^, 

et,  si  l'on  substitue  dans  l'équation  précédente,  il  vient,  pour  l'équa- 
tion de  la  surface  rapportée  aux  coordonnées  x ,  j",  z, 

{U  —  A)  X- +  [U  —  B)j^  -+-  (H  —  C)  z=  -+-  a  Ixj  ^-  2  mxz  +  1  njz  —  o, 

qui  appartient  évidemment  à   une  surface  conique  du  second  ordre 
rapjîortée  à  son  centre  ou  sommet  conmie  origine  des  coordonnées. 

68.  Ainsi  il  y  a  toujours  dans  ini  corps  de  figure  quelconque  ,  et 
en  lin  point  quelconque  du  corps  ou  de  l'espace,  luie  suite  d'axes  au- 
tour desquels  le  moment  d'inertie  du  corps  a  toujours  une  même  va- 
leur; et  cette  suite  d'axes  de  moments  égaux  forme  la  surface  d'un 
cône  du  second  ordre. 

Des  axes  principaux  d'inertie. 

69.  On  peut  encore  simplifier  l'équation  de  la  surface  que  je  con- 
sidère, en  changeant  les  coordonnées  actuelles  en  d'autres  de  même 
origine  et  aussi  rectangulaires  entre  elles ,  et  faisant  disparaître  dans 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  6i 

l'équation  transformée  les  trois  rectangles  de  ces  nouvelles  coordon- 
nées. Cette  transformation,  comme  on  le  sait  par  la  géométrie  analy- 
tique, est  toujours  possible;  et  l'équation  de  la  surface  ne  contient 
plus  alors  que  les  trois  carrés  des  coordonnées:  elle  est  réduite  à  sa 
forme  la  plus  simple,  et  la  surface  conique  est  rapportée,  comme  on 
dit,  à  son  centre  et  à  ses  axes  ou  diamètres  rectangulaires. 

Si  donc,  dés  le  commencement,  au  lieu  de  prendre  trois  axes  quel- 
conques, on  avait  pris  les  trois  diamètres  dont  je  viens  de  parler,  et 
qu'on  eût  cherché  de  même  la  surface  formée  par  la  suite  des  droites 
d'un  même  moment  d'inertie  H,  on  aurait  trouvé  exactement  la  même 
équation,  et  toute  réduite  à  la  forme  la  plus  simple.  Or,  par  rapport 
à  trois  axes  quelconques,  cette  équation  est,  comme  on  l'a  vu,  de  la 
forme 
(H  —  A)  X-  -t-  (H  —  B)_;  -  +  (H  —  C j  z^  -+-  2  [Ixj  -+-  mxz  +  njz)  =  o, 

où  A,  B,  C,  /,  m,  n  désignent  les  six  intégrales  J'{j'^  +  z^)  r/in, 
f(x^-\-  z^)dm,  etc.,  Jxjdin,  etc.,  relatives  aux  axes  que  l'on  con- 
sidère. Mais  puisque  cette  équation,  rapportée  aux  trois  diamètres 
particuliers  dont  il  s'agit,  ne  doit  plus  contenir  les  rectangles  xj , 
xz ,  _7'z  des  coordonnées ,  il  s'ensuit  que,  relativement  à  ces  mêmes 
diamètres,  on  aurait  trouvé  les  intégrales  /,  m,  n,  c'est-à-dire 
Jxfdin,  fxzdm,  fyzdin,  toutes  trois  égales  à  zéro. 

70.  Donc,  par  la  même  raison  qu'il  y  a  pour  une  surface  conique 
du  second  ordre,  trois  axes  rectangulaires  par  rapport  auxquels  les 
coefficients  des  trois  rectangles  xj,  xz ,  jz  sont  nuls  dans  l'équation 
de  cette  surface,  il  y  a  dans  un  corps  de  figure  quelconque,  et  en  tel 
point  de  l'espace  qu'on  voudra  considérer,  trois  axes  rectangulaires 
par  rapport  auxquels  les  trois  intégrales  f xy dm,  fxzdm,  fjzdm, 
relatives  à  ces  axes,  sont  égales  à  zéro. 

Et  ces  trois  axes,  qu'on  nomme  les  axes  principaux  du  corps,  ne 
sont  autre  chose  que  les  trois  diamètres  rectangulaires  de  la  surface 
conique  du  second  ordre  formée  autour  de  l'origine,  comme  sonunet, 
par  la  suite  des  droites  autour  desquelles  le  corps  a  toujours  le  même 
moment  d'inertie. 
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Comment  on  détermine  les  axes  principaux . 

71.  On  peut  donc  déterminer  la  position  des  trois  axes  principaux 
diin  corps,  exactement  comme  on  détermine  celle  des  trois  axes  ou 
diamètres  rectangulaires  d'une  surface  du  second  ordre. 

Ainsi  on  prendra  l'équation  générale  de  la  surface  conique  dont  je 
viens  de  parler,  relativement  à  trois  axes  quelconques  menés  par  le 
point  que  l'on  considère.  On  cherchera  les  valeurs  des  six  intégrales 
A.  B,  G,  Z,  m,  «  relatives  à  ces  axes;  et  l'on  donnera  à  H  une  valeur 
quelconque  qu'elle  puisse  avoir,  telle  que  H  =  A,  ou  B.  ou  G.  ou 
toute  autre.  Gela  fait,  on  cherchera  par  la  transformation  ordinaire 
des  coordonnées  trois  nouveaux  axes  de  même  origine ,  et  par  rapport 
auxquels  l'équation  devienne  de  la  forme 

Pjc^-+-Qj=  +  Rz.»=  g, 

et    ces    trois    axes   rectangulaires    seront   les   trois    axes    principaux 
d'inertie  dans  le  corps  que  l'on  considère. 

72.  Dans  une  section  conique  plane,  la  recherche  des  deux  axes 
dépend  d'une  équation  du  second  degré:  mais  dans  une  surface  du 
second  ordre,  la  recherche  des  trois  axes  ou  diamètres  principaux 
dépend  d'une  équation  du  troisième  degré.  Ainsi  l'on  ne  peut  trouver, 
en  général,  les  trois  axes  principaux  d'inertie  d'un  corps  de  figure 
quelconque  que  par  la  résolution  actuelle  d'une  équation  du  troisième 
flegré,  ou  par  la  trisection  de  l'angle. 

73.  Mais  si  l'on  connaît  un  de  ces  axes  .  on  pourra  trouver  les 
deux  autres  par  ime  équation  du  second  degré  ou  par  la  bissection  de 
l'angle. 

Gar  soit  z  un  axe  pour  lequel  on  ait  m  et  n.  cest-k-dire  f  jcz dm  et 
fyzdm,  toutes  deux  nulles.  L'équation  de  la  surface  conique  se 
réduira  à  celle-ci  : 

(H  -  Ajo-^  -^  (H  -  B)j^  +  (H  -  G)  z'  -^  2  Ixj  =  o. 

Or.  on  peut  trouver  dans  le  plan  jrr  deux  nouveaux  axes  .r'  et  j'', 
aussi  rectangulaires  et  pour  lesquels  le  rectangle  x'j'  des  coordonnées 
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disparaisse  de  l'équation  transformée.  Si  l'on  désigne  par  o)  l'inrlinai- 
son  de  .r'  à  x ,  on  a 

X  ^  x'  cos  M  —  y'  sin  oj , 
j  =1  x'  sin  <ji  +  j'  cos  w , 

et  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation,  on  trouve  pour  le  coeffi- 
cient du  rectangle  x'j' , 

(A  —  B)  2  sin  0)  cos  w  -l-  a  /fcos*  gj  —  sin*  w), 
ou  bien 

(A  —  B)  sin  a  w  +  2  Z  cos  -i  w , 

lequel,  étant  égalé  à  zéro,  nous  donne,  pour  déterminer  w,  l'équation 
très-simple 

tang2(.  =  g^. 

Ainsi,  relativement  aux  trois  axes  x'.,j'  et  s  qui  sont  rectangulaires 
entre  eux ,  l'équation  de  la  surface  conique  sera  réduite  à  la  forme 

Pj:'- +  Qjr'' +  Rz^  =  Ov  ^         ■  ■    •   "■■     'Ç^ 

et  ces  trois  axes  seront  ainsi  les  trois  axes  principaux  du  corps  que 
l'on  considère,  de  sorte  qu'on  aura 

J x'j' dm  ^=.  o,     Jx' zdin  =■  o,     fj'zdm  =  o. 

On  voit  que  les  deux  dernières  équations  s'accordent  avec  les  deux  qu'on 
avait  supposées,  savoir  fxzdin  =  o,  Jyzdm  =  o  :  car  par  la  forme 
des  expressions  ci-dessus  de  x  et  j,  en  x'  el  j' ,  ou  réciproquement, 
il  est  facile  de  voir  que  f  x' zdin  =  o  et  Jj'  zdm  =  o  entraînent  les 
deux  équations  fxzdin  =  o  et  Jjzdni  ^  o,  et  réciproquement;  et 
cela  même,  indépendamment  de  l'inclinaison  &j  de  x  à  x' . 

Propriétés  des  trois  axes  principaux. 

74.  Si  nous  rapportons  toutes  les  particules  du  corps  aux  trois 
axes  principaux^  nous  aurons  donc,  en  nommant  toujours  H  le  mo- 
ment d  inertie  relatif  à  une  droite  h  menée  par  l'origine  sous  les  angles 
rj.,(i,y  avec  ces  mêmes  axes , 

H  =  A  cos^  a  +  B  cos*  /3  +  C  cos*  y , 
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où  A,  B,  C  sont  les  valeurs  des  moments  d'inertie  du  corps  relatifs 
aux  trois  axes  principaux. 

73.  De  cette  expression  très-simple,  il  résulte  d'abord  que  le  mo- 
ment d'inertie  H  sera  toujours  une  quantité  moyenne  entre  les  mo- 
ments principaux  A,  B,  C.  Car,  supposez  qu'on  range  ces  trois  quan- 
tités par  ordre  de  grandeur,  A  <  B  <  C;  je  dis  que  A  est  la  plus  petite 
valeur  que  puisse  obtenir  H ,  et  que  C  est  la  plus  grande. 

En  effet,  à  cause  de 

cos^  a  -+-  cos^  ]S  +  cos^  7  =  1. 

on  peut  mettre  l'expression  précédente  sous  la  forme 

H  =  A-h  (B- Alcos^jS  -f-(C-  A)cos*7; 

or  (B  — A)  et  (C  — A)  sont  tous  deux  positifs  par  hypothèse;  donc  on  a 
toujours 

H  >  A. 

Si  l'on  suppose  que  H  passe  à  cette  valeur  minintnin  A, "il  vient 
o  =  (B  -  A)  cos^  |S  +  (C  -  A  )  cos'^  7 , 

équation  qui  ne  peut  subsister  à  moins  qu'on  n'ait 

cos  |3  =  o,     cos  7=0,     et  partant     cos  a  =  i , 

ce  qui  fait  tomber  h  sur  l'axe  principal  lui-même  du  moment  A. 

Ainsi ,  entre  tous  les  axes  qu'on  peut  mener  par  l'origine ,  l'axe  du 
moment  d'inertie  minimum  est  unique,  et  c'est  le  premier  axe  prin- 
cipal. 

Maintenant ,  si  l'on  met  l'expression  do  II  sous  la  forme 

II  =  C  -I-  (A  —  C)  cos-  a  -h  (B  —  C)  cos^  /3 , 

on  voit  de  même  que  (A  —  C)  et  (B  —  C)  sont  tous  deux  négatifs  par 
hypothèse;  donc  on  a  toujours  H  <  C.  Ainsi  la  valeur  générale  de  H 
est  toujours  intermédiaire  entre  A  et  C,  connue  je  l'avais  avancé.  Si 
l'on  suppose  que  H  arrive  à  cette  valeur  maximum  C ,  il  vient 

o  =  (  A  -  C)  cos=  a  -f-  (B  -  C)  cos»  /3 , 
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équation  qui  ne  peut  subsister  à  moins  qu'on  n'ait 

cosa  =  o,     cos/3=:o,     et  par  conséquent,      cosy=i, 
ce  qui  fait  coïncider  h  avec  l'axe  principal  du  moment  C. 

Ainsi  l'axe  du  moment  d'inertie  maximum  est  aussi  un  axe  unique; 
et  c'est  le  second  axe  principal  du  corps. 

Enfin  ,  si  l'on  met  l'expression  de  H  sous  la  forme 

H  =:;B+  (A  -B)cos»a  +  (C  -  B)cos^7, 

on  voit  que  (A  —  B)  étant  négatif  et  (C  —  B)  positif,  la  valeur  de  H 
peut  se  trouver  au-dessus  ou  au-dessous  de  B,  selon  que  (C  —  B)  cos*  7 
sera  plus  grand  ou  plus  petit  que  (B  —  A)  cos^  a.  Si  l'on  suppose  que  H 
prenne  la  valeur  B,  il  vient 

o  =  (  A  -  B  I  cos^  a  +  (C  -  B  cos^  7  , 

équation  qui  donne  simplement,  entre  les  angles  a  et  7 ,  la  condition 

C0S7  _  _^      /(B  — A) 
cos«      ~  y  (C  —  b;' 

ou  bien,  entre  les  coordonnées  :  et  x  d'un  point  quelconque  pris  sur 
la  droite  h,  l'équation 


V  (c- 


-A) 


Il  y  a  donc  une  infinité  d'axes  du  mojen  moment  d'inertie  B  ;  et 
l'on  voit  que  tous  ces  axes  forment  deux  plans  conduits  par  l'axe 
principal  des  r  ou  du  moment  B,  et   faisant  à  droite  et  à   gauche 

sur  le  plan  jcj  deux  angles  égaux  dont  la  tangente  -  est  \/~^- 

Entre  tous  ces  axes  de  même  moment  d'inertie  B,  il  y  en  a  un 
distingué  de  tous  les  autres;  c'est  celui  qui  est  à  la  fois  dans  l'un  et 
l'autre  des  deux  plans  dont  je  viens  de  parler,  ou  qui  est  à  la  fois 
perpendiculaire  aux  deux  premiers  axes  principaux  :  c'est  le  troisième 
axe  principal  du  corps. 

Cet  axe,  comme  on  voit,  ne  jouit  pas,  comme  les  deux  autres, 
d'une  propriété  de  maximum  ou  de  minimum.  Il  n'est  pas  un  axe 
unique  quant  à  la  grandeur  du  moment  d'inertie  qui  s'y  rapporte, 
Tome  XVI.  — Février  iS'^i.  q 
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mais  il  est  unique  quant  à  sa  position  particulière  entre  tous  ceux  du 
luème  moment  d'inertie  B. 

Equation  la  phis  simple  de  la  su/face  conique  formée  par  la  suite  des 
ajces  autour  desquels  le  moment  d'inertie  du  corps  a  la  même 
valeur. 

7t».  Relativement  aux  trois  axes  pruicipaux  x,  j,  z,  la  surface  co- 
nique formée  par  la  suite  des  axes  h  de  même  moment  d'inertie  H, 
a  pour  équation  très-simple 

''   ■   ■  (H  -  A)^^+ (H  -  B)  j*+ (,H-C)z^  =  o, 

ou  l'on  vient  de  von'  que  si  A  <  B  <  C,  le  moment  H  est  toujours 
entre  A  et  C. 

Soit,  en  premier  lieu,  H  <  B. 

Si  l'on  coupe  la  surface  conique  par  lui  plan  perpendiculaire  à  a 
et  dont  l'équation  soit  x  =  rt ,  il  vient ,  pour  la  section  projetée  dans 
toute  sa  grandeur  sur  le  plan  jz, 

(H  -  B)j'-h  (H  -  C)z'=  (A  -  }V}a\ 
* 
équation  d'une  ellipse,  puisque  (H  —  B),  (H  —  C)  et  (  A  —  H)  sont 
tous  trois  de  même  signe.  ,,      ; 

Ainsi  tous  les  axes  de  moment  d'inertie  H  égaux  entre  eux  et  infé- 
rieurs à  B,  forment  la  surface  d'un  cône  droit  à  base  elliptique  autour 
de  l'axe  principal  du  moment  d'inertie  minimum  A. 

Soit,  en  second  lien,  11  >  B 

On  voit  de  même,  en  coupant  la  surface  conique  par  un  plan  per- 
pendiculaire à  z,  et  dont  l'équation  soit  z  ^^  c .,  que  tous  les  axes  de 
moments  H  égaux  entre  eux  et  supérieurs  à  B ,  forment  la  surface 
d'un  cône  droit  à  base  elliptique,  autour  de  l'axe  :  du  moment 
d'inertie  maximum  C. 

Enlin,  si  l'on  suppose  H  =  B  ,  l'équation  de  la  surface  devient 

(B  -  A   .r='-t-  (B  -  C)z»  =  o, 
rpii  donne 


/B-A 


ce  qui  répond  à  driix  plans  conduits  par  l'axe  j  du  mo\en  moment 
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principal,  et  inclinés  sur  l'axe  x  du  moment  minimum  d'un  angle 
dont  la  tangente  ^  est  v/^^-g'  ce  qui  s'accorde  parfaitement  avec  ce 
qu'on  a  dit  plus  haut. 

Ces  deux  plans,  dans  les  quatre  coins  qu'ils  forment  autour  dt 
l'axe  du  moyen  moment  d'inertie  B,  comprennent  toute  la  surface  du 
corps,  ou  plus  généralement  comprennent  tout  l'espace.  Dans  les  (l^-ux 
coins  opposés  au  sommet  où  passe  l'axe  du  moment  minimum  A,  tous 
les  axes  menés  à  la  surface  ont  des  moments  H  inférieurs  à  B  et  su- 
périeurs à  A,  qui  est  le  plus  petit  de  tous. 

Dans  les  deux  autres  coins,  où  passe  l'axe  du  moment  maaimum  C, 
tous  les  axes  menés  du  centre  à  la  surface  ont  des  moments  H  supé- 
rieurs à  B  et  inférieurs  à  C,  qui  est  le  plus  grand  de  tous. 

Enfin,  dans  les  plans  mêmes  qui  foraient  les  <piatre  coins,  tous  les 
axes  ont  des  moments  d'inertie  égaux  à  B. 

Si  l'on  avait,  conuue  cela  arrive  dans  les  corps  de  révolution  et 
dans  une  infinité  d'autres,  deux  des  trois  moments  d'inertie  A  ,  B,  C, 
égaux  entre  eux,  les  surfaces  coniques  dont  j'ai  parlé  seraient  celles 
de  cônes  droits  à  base  circulaire  autour  du  troisième  axe  principal ,  et 
les  deux  autres  plans  se  confondraient  en  un  seul  perpendiculaire  au 
même  axe  :  de  sorte  que  tous  les  axes  possibles  menés  dans  ce  i)ian 
seraient  des  axes  princijjaux  d'égai  moment  d'inertie. 

Si  l'on  avait  les  trois  moments  d'inertie  A,  B,  C  égaux  entre  eux. 
comme  dans  la  sphère  et  dans  une  infinité  d'autres  corps,  tous  les  axes 
possibles  seraient  des  axes  principaux  de  même  moment 

TU.   De  1  expression  générale 

H  =  A  cos-  a  -h  B  cos'-*  /3  -)-  C  cos^  y, 

d  résulte  encore  des  conséquences  faciles  et  très-importantes  pour 
simplifier  la  considération  du  mouvement  d'un  corps  de  figure  quel- 
conque. On  voit,  en  effet,  par  cette  expression  que  si  deux  corps 
quelconques  avaient  les  mêmes  moments  d'inertie  A,  B,  C  par  rap- 
port à  leurs  axes  principaux  x,j,  z,  ces  deux  corps  auraient  aussi  le 
même  moment  d'inertie  H  par  rapport  à  toute  autre  droite  h  faisant 
les  mêmes  angles  a,  ^,  y  avec  les  axes  principaux.  Donc  quand  on  ne 
considère  que  les  moments  d'inertie,  on  peut    toujours  faire  absfrac- 
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tion  de  la  figure  du  corps,  on  plutôt  on  peut  toujours  la  supposer  ré- 
duite à  celle  de  quelque  corps  plus  régulier  tel  qu'un  ellipsoïde,  ou 
même  un  simple  parallélipipède  rectangle,  qui  aurait  les  mêmes  mo- 
ments principaux  d'inertie. 

Supposons,  par  exemple,  deux  corps  libres  qui  auraient  le  même 
centre  de  gravité ,  les  mêmes  axes  principaux  et  les  mêmes  moments 
d'inertie  par  rapport  à  tous  les  axes  possibles  menés  par  le  centre.  Et 
si  deux  couples  de  même  grandeur  et  de  même  sens  les  frappaient  à  la 
fois,  leur  rotation,  qui  ne  dépend  à  chaque  instant  que  des  moments 
d'inertie  relatifs  aux  différents  axes  qui  passent  par  le  centre  de  gra- 
vité, serait  exactement  la  îiiême  dans  tout  le  cours  du  mouvement  :  de 
sorte  que  ces  deux  corps  suivraient  les  mêmes  rotations  sans  se  nuire 
ou  se  favoriser  en  aucune  manière.  Ainsi  le  mouvement  d'un  corps 
irrégulier  projeté  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace  est  le  même 
que  celui  d'un  simple  rhomboïde  rectangle,  ou  de  l'assemblage  de 
trois  verges  rectilignes  qui  se  croisent  à  angles  droits  dans  leurs  mi- 
lieux ou  de  tout  autre  corps  régulier  qui  aurait  les  mêmes  moments 
principaux  d'inertie.  Par  cette  considération  ,  on  éclaircit  le  problème 
de  la  rotation  des  corps,  en  stdjstitiiant  luie  figure  plus  simple  et  plus 
facile  à  concevoir,  tomme  dans  le  mouvement  de  translation  on  ré- 
duit le  corps  à  un  seul  point  qui  est  le  centre  de  gravité. 

Mais  il  y  a  encore  une  expression  plus  claire  de  tout  ce  qui  regarde 
les  moments  d'inertie  d'un  corps,  conune  nous  le  verrons  dans  la 
seconde  partie  de  cet  ouvrage. 

En  alteuflant,  il  faut  montrer  comment  on  peut  trouver  le  moment 
d  inertie  d'un  corps  autour  d  un  axe  quelconque,  (juand  on  connaît 
les  axes,  et  les  moments  principaux  d'inertie  A,  B,  V. ,  qui  se  rappor- 
tent au  centre  de  gravité  de  ce  corps. 

77.  Nous  avons  déjà  vu  que,  pour  un  axe  quelconque  //  qui  pas- 
serait par  le  centre  de  gravité,  le  moment  d'inertie  H  serait  exprimé 
par  la  foruuile 

Il  =  A  cos'^  a  -I-  R  cos'  ^  -+-  C  cos'^  y , 

a,  /5,  y  étant  les  inclinaisons  de  cet  axe  sur  les  trois  axes  principaux 
du  corps.  Or  il  est  facile  de  troiivei'  le  moment  d'inertie  d'un  corps 
autour  d'tm  axe  quelconque  h',  par  le  moment  d'inertie  H  autour 
il'uii  axe  parallèle  mené  par  le  centre  de  gravité  de  ce  corps. 
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Et,  en  effet,  soit  r'  la  distance  d'une  molécule  '/m  du  corps  à 
l'axe  h'  que  l'on  considère,  r  sa  distance  à  l'axe  parallèle  mené  par 
le  centre,  et  D  la  distance  mutuelle  de  ces  deux  axes;  on  aura,  dans  le 
triangle  fojmé  par  les  trois  lignes  /',  r  et  D, 

,.'2  _  ,.2  _^  j)2  _  aD/cos  9, 

cp  étant  l'mclinaison  de  /'  à  D.  On  aura  donc 

fr'^  dm  =  f  r^  dm  -+-  mV)-  —  2  D  [dm .  r  cos  (p , 
ou  bien 

H'  =  H  H-  mD^  —  2  Dfdm  .  r  cos  f 

Mais  /cosip  marque  la  distance  de  la  molécule  dm  au  plan  qui  serait 
mené  par  le  centre  de  gravité  peipendiculairement  à  la  ligne  D;  on  a 
donc,  puisque  ce  plau  passe  par  le  centre,  fdtn .  /cosfp  =:  o,  et  par- 
tant, 

H'=  H  +  /«D=: 

c'est-à-dire  que  le  moment  d'inertie  d'un  corps  autour  d'un  axe  mené' 
comme  on  voudra  dans  l'espace  se  trouve  en  prenant  le  moment 
d'inertie  autour  d'un  axe  parallèle  mené  par  le  centre  de  gravité,  et 
j  ajoutant  le  produit  de  la  masse  par  le  carré  de  In  distance  de  ce 
centre  à  l'axe  extérieur  que  l'on  considère. 

78.  On  voit  par  là  que  les  moments  d'inertie  d'un  coips  sont  égaux 
pour  tous  les  axes  parallèles  h'  qui  sont  à  égale  distance  D  du  centre 
de  gravité  de  ce  corps,  ou  qui  forment  la  siu'face  d'un  cylindre  droit 
et  circulaire  autour  de  ce  centre. 

Si  l'on  conçoit  ce  cylindre  décrit,  et  qu'on  le  fasse  tourner  autour 
du  même  centre,  dans  une  infinité  de  positions  différentes,  les  mo- 
ments d'inertie  du  corps  relatifs  aux  génératrices  //'  auront  bien  la 
même  valeur  sur  chaque  cylindre,  mais  ils  varieront  de  grandeur  d'un 
cylindre  à  l'autre.  Mais  si  l'on  fait  tourner  le  cylindre  dont  il  s'agil  de 
manière  que  son  axe  décrive  la  surface  conique  qui  répond  à  l'équa- 
tion 

A  cos*  a  +  B  cos^  [3  -h-  C  cos-  y  —  H  =  constante , 

les  moments  d'inertie  du  corps  seront  égaux  par  rapport  à  toutes  les 
génératrices  de  cette  infinité  de  cylindres. 

Mais  le  système  de  toutes  ces  droites  n'épuise  pas  encore  l'infinité 
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des  axes  autour  desquels  le  corps  peut  avoir  un  même  moment  d'inertie 
lionne.  Car  si  l'on  fait  varier  à  la  fois  H  et  D  de  manière  que  la 
somme  H  +  mD^  reste  constante,  on  voit  qu'on  aura  encore  une  in- 
finité de  systèmes  d'axes  tels  que  les  précédents,  et  autour  desquels 
le  corps  aura  le  même  moment  d'inertie. 

Quand  on  ne  considère  que  des  axes  qui  se  croisent  en  un  même 
point  quelconque  O,  tous  les  axes  d'un  moment  d'inertie  donné  for- 
ment une  surface  conique  du  second  ordre  décrite  autour  tie  ce  point. 
Quand  on  ne  considère  que  des  axes  parallèles  entre  eux ,  tous  les 
axes  d'un  moment  d'inertie  donné  forment  la  siu'face  d'un  cylindre 
droit  à  base  circulaire  autour  du  centre  de  gravité  du  corps.  Mais 
quand  on  regarde  indistinctement  tous  les  axes  possibles  de  l'espace, 
il  y  en  a  une  infinité  d'iiiGnités  qui  répondent  au  même  moment 
d'inertie  donné.  Toutes  ces  droites,  néanmoins,  ne  remplissent  pas 
tout  res[)ace;  car  H'  étant  donné,  et  H  étant  nécessairement  con>pris 
entre  le  plus  petit  A  et  le  plus  grand  C  des  trois  moments  principaux 
A,  B,  r, .  il  est  clair  que  la  lietne  D  ne  peut  varier  qu'entre  certaines 
limites,  qui  sont 

T,  =  J^^     et     D'=./hE^ 

y       m  y       m 

Ainsi,  en  concevant  autour  du  centre  de  gravité  <.\\\  corps  deux 
sphères  décrites  des  rayons  D  et  D',  aucun  des  axes  qui  peuveiît  ré- 
pondre au  même  moment  d'mertie  H'  ne  peut  entrer  dans  la  sphère 
au  rayon  D  ,  ni  sortir  de  la  sphère  au  rayon  D'. 

79.    De  cette  relation  simple 

H'=  H  H-  mD' 

on  tire  encore  cette  conséquence  :  c'est  que  si.  d'un  point  C)  pris  sur 
l'un  quelconque  ga  des  trois  axes  principaux  ga,  gb,  gc  relatifs  au 
centre  de  gravité  g  du  corps,  on  mène  des  parallèles  aux  deux  autres, 
ces  deux  droites  Ob',  Oc'  seront  avec  la  première  Og  les  trois  axes 
principaux  du  même  corps  par  rapport  au  point  C).  Car  Og  étant  axe 
principal  relatif  au  centre  g,  l'est  aussi  au  point  O  de  sa  direction;  et . 
par  conséquent,  les  deux  autres  axes  sont  dans  le  plan  mené  en  O  per 
pendiculairement  à  O^'.  Or,  qu'on  fasse  mouvoir,  autour  de  g^  et  O, 
deux  axes  gh,  Ok'  parallèles  entre  eux  et  perpendindaires  à  g  O  ;  la 
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tlislance  D  de  ces  deux  axes  étam  alors  constante,  les  variations  des 
luomenls  d'inertie  H  et  H'  sont  les  mêmes.  Ainsi  H'  et  H  arrivent  en- 
semble a  leur  maxiinwn  ou  minimum.  Mais,  par  hypothèse,  H  atteint 
cette  valeur  singulière  quand  g/«  se  confond  avec  gc  ou  oh;  donc  H' 
y  arrive  quand  Oh'  est  parallèle  à  l'un  ou  à  l'autre  de  ces  axes 
Doue,  etc. 

C'est  d'ailleurs  ce  qu'on  pourrait  von-  d'une  manière  directe  en  rap- 
portant les  molécules  du  corps  à  trois  axes  Ox',  Oj\  Oz'  parallèles 
aux  premiers  gx,  gy,  gz  :  car,  en  nomiiant  X,  /Ji,  v  les  trois  coordon- 
nées du  point  O  ,  on  trouve  que  les  trois  intégrales  fx'j'  dm ,  Jx'  z  '  dm 
fj'z'  dm  se  rédiusent  aux  trois  produits  m  .  >.p. ,  m  .  Iv  ,  m  .  fxv,  et  que , 
par  conséquent,  pour  les  rendre  toutes  trois  nulles,  il  suffit  d'égaler 
à  zéro  deux  quelconques  des  trois  coordonnées  >,  p. ,  v  du  point  O  . 
c'est-à-dire  de  prendre  ce  point  sur  l'un  quelconque  des  axes  pritic  i- 
]^anxgn,  gh.  gc. 

(In  voit  même  qu'en  faisant  nidle  une  seule  de  ces  trois  coordonnées, 
on  rend  nidles  deux  des  trois  intégrales  dont  il  s'agit;  d'où  l'on  con 
dut  que  tout  axe  parallèle  à  l'un  des  trois  axes  principaux  relatifs  au 
centre  g,  est  lui-même  un  axe  principal  relatif  au  point  O  où  il  perce 
le  plan  des  deux  autres. 

80.  De  la  même  relation 

H'  =  H  -I-  m  D- 

on  tire  encore  la    démonstration  la   plus  sunple  d'un  théorème  assez 
curieux  [*  ]  qui  peut  être  utile  dans  quelques  applications. 

En  donnant,  po:tr  abréger,  le  simple  nom  dV/xes  égaux  aux  diffé 
rents  axes  par  rapport  auxquels  le  corps  a  un  égal  moment  d'inertie. 
on  demande  si,  dans  un  corps  quelconque,  il  pourrait  y  avoir  quel 
que  point  ou  centre  O  autour  duquel  tous  les  axes  possibles  seraient 
des   axes  égaux,  comme   il   arrive    dans   la   sphère,   les  corps  régu- 
liers, etc.,  relativement  aux  axes  qui  partent  de  leur  centre. 

Soient  donc  O  un  tel  point  s'il  est  possible,  g  le  centre  de  gravité  du 
corps:  faisons  la  ligne  gO  =  D,  et  menons  au  point  O  le  plan  MN 
perpendiculaire  à  cette  ligne.  Il  est  clair  que  tous  les  axes  menés  du 

[*]  Ce  théorème  est  dû  à  M.  Binet  qui  la  donné,  en  .81 .,  dans  un  Mémoire  m7- 
senté  à  la  première  classe  de  l'Institut. 
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point  O  dans  ce  plan  sont  des  axes  égaux,  puisque  cela  même  est  vrai, 
par  hypothèse,  de  tous  les  axes  possibles  émanés  de  ce  point.  Cela 
posé,  tous  les  axes  menés  du  centre  de  gravité  g,  dans  un  plan  paral- 
lèle à  MN,  seront  aussi  des  axes  égaux  entre  eux,  comme  étant  à  la 
même  distance  D  des  premiers  situés  dans  le  plan  MN. 

Donc,  en  premier  lieu,  le  point  cherché  O  ne  peut  exister  à  mouis 
que  le  corps  n'ait  deux  de  ses  axes  principaux,  relatifs  à  son  centre 
de  gravité  g,  égaux  entre  eux;  et  si  ce  point  O  existe,  il  est  situé  sur 
la  perpendiculaire  gO  au  plan  de  ces  deux  axes  égaux,  et,  par  consé- 
quent ,  sur  la  direction  du  troisième  axe  principal  du  corps.  Pour  le 
déterminer,  soit  A  la  commune  valeur  du  moment  d'inertie  autour 
des  deux  premiers  ,  et  C  le  moment  d'inertie  autour  du  troisième  gO  : 
on  aura,  pour  le  moment  d'inertie  H'  autour  des  axes  situés  dans  le 

plan  MN . 

H'=  A+  mB\ 

Mais  H'  devant  être  le  même  pour  tous  les  axes  qui  partent  du  point  () 
dans  tous  les  sens,  doit  être  le  même  pour  l'axe  Og  :  or  autour  de 
cet  axe  le  moment  d'inertie  du  corps  est  C;  il  faut  donc  qu'on  ait 

ir  =  C ,      et  par  conséquent,      C  =  A  -f-  iiiT)-  : 
d'où  l'on  tire,  pour  la  distance  D  du  point  O  au  centre  g  . 


/ 


double  valeur  qui  n'est  réelle  que  dans  le  cas  de  C  >  A. 

Ainsi  il  ne  peut  y  avoir  dans  un  corps  de  centre  O  autour  duquel 
tous  les  axes  d'inertie  soient  égaux,  à  moins  que  le  corps  n'ait  deux 
de  ses  axes  naturels  égaux  entre  eux,  et  que  le  moment  d'inertie  relatif 
au  troisième  ne  surpasse  celui  qui  se  rapporte  aux  deux  autres.  Mais 
si  ces  conditions  ont  lieu,  comme,  par  exemple,  dans  un  sphéroïde 
homogène  aplati  vers  les  pôles,  ce  point  singulier  O  existe  réellement, 
et  il  y  en  a  même  deux  de  cette  nature  :  ils  sont  situés  sur  l'axe  na- 
tureldu  plus  grand  uiomcnt  d'inertie,  l'un  à  gauche,  l'autre  a  droite 

du  centre   de  gravité,   et   a    la    même  distance   D=  y  —;;;—    '*''    *■'-' 
centre. 
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SECONDE  PARTIE. 

GHAPIIRE  PREMIER. 

SOLUTION    DU    PROBLÈME    DE    LA    ROTATION    DES    CORPS    LIBRES. 

1. 

Définitions  analytiques. 

1.  Soient  O  le  point  qui  fait  le  centre  de  la  rotation  du  corps;  O.r, 
Oj,  Oz  les  directions  rectangulaires  des  trois  axes  principaux;  et  A, 
B,  C  les  trois  moments  d'inertie  de  ce  corps  autour  des  mêmes  axes. 

On  vient  de  voir  que,  si  l'on  considère  un  autre  axe  quelconque  OI, 
on  aura,  en  désignant  par  1  la  valeur  du  moment  d'inertie  qui  s'y 
rapporte,  l'expression 

i  =  A  cos^  X  +  B  cos^  /j.  -H  C  cos-  v  , 

ou  /,  a,  V  sont  les  inclinaisons  respectives  de  l'axe  <Ji  aux  trois  axes 
principaux  O.r,  Ojr,  Oz. 

2.  Ce  qu'on  appelle  le  moment  d  inertie  d  un  corps  autour  d'un 
axe  quelconque,  n'étant  autre  chose  que  la  somme  des  produits  de 
toutes  les  molécules  dm  de  ce  corps  par  les  carrés  de  leurs  distances  r 
à  cet  axe,  on  peut  toujours  en  représenter  la  valeur  fr^dm  par  le 
simple  produit  m .  K^  ;  en  désignant  par  m  la  masse  entière  du  corps, 
ou  le  nombre  de  toutes  ses  molécules  supposées  égales  entre  elles, 
et  par  K^,.le  carré  moyen  entre  tous  les  carrés  des  distances  de  ces 
molécules  à  l'axe  dont  il  s'agit. 

Le  moment  d'inertie  du  corps  étant  ainsi  représenté  par  mK.-',  c'est- 
à-dire  comme  le  serait  celui  d'un  point  chargé  de  toute  la  masse  et 
placé  à  une  certaine  distance  K  de  l'axe  que  l'on  considère,  il  serait 
très-naturel  de  nommer  cette  ligne  K  le  bras  de  levier  de  l'inertie,  ou 
simplement  le  bras  de  Vinertit,  autour  de  cet  axe  :  et  c'est  ce  que 
nous  ferons  désormais  pour  simplifier  le  discours,  où  l'on  aura  soin 

Tome  XVI.  —  Kévriep.  i85i.  1  J 
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(le  se  rapiieier  que  cette  ligne,  nommée  le  bras  de  l'inertie,  n'est 
autre  chose  que  le  côté  du  carré  mojen  entre  les  carrés  des  distances 
de  toutes  les  molécules  égales  du  corps  à  l'axe  que  l'on  considère. 

Ainsi,  au  lieu  des  lettres  A,  B,  C  qu'on  emploie  d'ordinaire  pour 
désigner  fes  trois  moments  d'inertie  autour  des  axes  principaux ,  je 
prendrai  les  expressions 

m  étant  la  masse  du  corps,  et  les  lignes  a,  |3,  7  les  trois  bras  respectifs 
;le  l'inertie  de  ce  corps  autour  des  mêmes  axes. 

De  l'ellipsoïde  central  des  corps. 

3.  Dans  le  problème  qui  nous  occupe,  et  où  l'on  suppose  le  corps 
libre  de  toute  action  étrangère,  il  suffit  de  connaître  le  point  qui  fait 
le  centre  de  la  rotation,  les  directions  des  trois  axes  principaux,  et  les 
trois  bras  de  l'inertie  du  corps  autour  de  ces  axes.  Le  mouvement  du 
corps,  quelle  (pie  soit  sa  figure,  ne  dépend  exactement  que  de  ces 
données,  et  l'on  peut  faire  abstraction  de  tout  le  reste. 

Mais  pour  avoir  sous  les  yeux  une  figure  symétrique  oii  l'on  voit 
clairement  toutes  ces  données  du  problème,  j'imagine  qu'autour  du 
point  O  comme  centre,  et  sur  les  droites  Ox,  Oj^.  Oz  comme  axes 
principaux ,  on  décrive  un  ellipsoïde  dont  l'équation  soit 

a"  x^  +  ^-  y^  -+-  f  z'  =  R*  =  constante, 

R  étant  ime  ligne  quelconque  qu'on  pourra  prendre  à  volonté. 

Si  l'on  nomme  a ,  b ,  c  les  demi-axes,  ou  rayons  principaux,  de  cel 
ellipsoïde,  de  sorte  que  son  équation  prenne  la  forme 

x^        y'         z' 
a'         0'         c' 

on  aura,  pour  les  valeurs  de  a,  b,  c, 

R'        ,         R'  R' 

a  =  —  5      h  ^  —r,      c=:  —  : 

a  p  7 

d'où  l'on  voit  que  les  trois  axes  principau.r  de  cet  ellipsoïde  sont 
réciproques  aux  trois  bras  de  l'inertie  du  corps  autour   des  mêmes 
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axes.  Or,  ce  qui  est  trés-reniai*qiiabte,  c'est  que  la  même  propriété 
s'étend  à  tous  les  diamètres,  je  veux  dire  que,  dans  cet  ellipsoïde,  uu 
diamètre  quelconque  est  réciproque  au  bras  de  l'inertie  du  corps  au- 
tour de  ce  diamètre;  et  vice  versa.  Ainsi,  de  même  que  le  produit  m  -^ 
exprime  le  moment  d'inertie  du  corps  autour  de  l'axe  principal  dont 
la  demi-longueur  est  a,  le  produit  'w  ^r  exprime  le  mo!'.)ent  d'inertie 

autour  d'un  diamètre  quelconque  dont  la  demi-longueur  est  d. 

Soient,  en  effet,  jc',j'-',  z'  les  trois  coordonnées  de  l'un  des  bouts 

de  ce  diamètre;  les  fractions  —  ^   -,  -  seront  les  cosinus  île  ses  incli- 

t'       ^      0 

naisons  aux  trois  axes  principaux.  Or,  en  désignant  par  iii&'''  le  mo- 
ment d'inertie  du  corps  autour  de  ce  diamètre,  on  a  ,  par  la  formule 
citée  fn"  1  , 

j,.,  R'     x''  R'     y"-  R<     z'- 

m  â-  =  m  —-  ■  —  +  m  ^-:  ■  —  -h  /)i  —  •  -—  : 

a'      y  0-      0  c'      ^'' 

d'où  l'on  tire  (  à  cause  de  ■ 


b'          c 

=  ■), 

R' 
m  ~      ou 

"="' 

ce  quil Jallait  démontrer. 

4.  L'ellipsoïde  que  je  viens  de  définir  jouit  donc  de  cette  propriété 
remarquable,  qu'autour  d'un  quelconque  de  se?  diamètres,  le  moment 
d'inertie  du  corps  est  réciproque  au  carré  de  ce  diamètre  :  et  c'est  cet 
ellipsoïde,  dont  la  considération  va  jeter  le  plus  grand  jour  sur  la 
théorie  de  la  rotation  des  corps,  que  je  nommerai  désormais  VeUip- 
^oïde  central. 

Quelles  que  soieiît  la  figure  et  la  constitution  du  corps  dont  on 
étudie  le  mouvement,  on  va  donc  ici  en  faire  entièrement  abstraction  . 
pour  ne  plus  voir  que  celle  de  cet  ellipsoïde  central  qu'on  vient  de 
lui  inscrire,  et  qui  a  ce  triple  avantage  de  mettre  à  la  fois  sous  nos 
yeux  le  centre  et  les  ajca  principaux  du  corps;  de  nous  donner  tous 
les  moments  d'inertie  qu'on  pourrait  avoir  à  considérer,  en  montrant 
chaciui  d'eux  ,  autour  d'un  diamètre  quelconque  ,  comme  exprimé  par 
liiie  même  fonction   simple  de  la  longueur  de  ce  diamètre;   et  enfin 

lo.. 
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de  nous  ofirir,  comme  on  le  verra  plus  loin ,  l'expression  la  plus  claire 
et  la  plus  facile  du  théorème  relatif  à  la  position  que  prend  l'axe  in- 
stantané par  rapport  au  plan  du  couple  d'impulsion  qui  lui  donne 
naissnnce. 

La  grandeur  absolue  de  cet  ellipsoïde  n'est  pas  délerrainée  :  car  si 
les  hras  de  l'inertie  a,  ^,  y  sont  toujours  donnés  de  longueur  pour 
chaque  corps,  les  lignes  réciproques  a,  h,  c  ne  sont  ici  données  que 
de  proportion,  puisqu'elles  dépendent  de  la  ligne  R  qu'on  voudra 
choisir.  Ce  qu'il  y  aurait  de  plus  simple  serait  de  la  prendre  égale 
H  l'unité  de  ligne,  et  de  poser  tout  de  suite  R  =  i  ;  car,  dans  nos 
équations,  qui  ne  peuvent  donner  que  des  rapports,  il  est  évident 
que  R  ne  peut  rester  qu'en  facter.r  conunui;  à  tous  les  termes,  et,  par 
conséquent,  doit  s'en  aller  d'elle-même  comme  si  l'on  avait  fait  tout 
d'abord  R  =  i .  Mais  je  garde  encore  un  moment  cette  indéterminée  R 
j)our  l'homogénéité  de  nos  expressions. 

5.  Cela  posé,  considérons  un  corps  qui  a  reçu  des  impulsions 
quelconques  que  nous  supposerons  sur-le-champ  réduites  à  une 
seule  P  appliquée  au  centre  O ,  et  à  un  seul  couple  G. 

Si  le  corps  est  Jorcé  de  tourner  sur  un  point  ficce,  on  prendra  ce 
point  pour  le  centre  C)  ;  si  le  corps  est  libre,  on  prendra  le  point  O  au 
centre  de  gravité  du  corps.  Dans  le  premier  cas.  la  force  P  sera  im- 
médiatement détruite  par  la  résistance  du  point  fixe ,  et  il  ne  restera 
que  l'effet  du  couple  G  à  considérer.  Dans  le  second  cas,  la  force  P  ap- 
pliquée au  centre  de  gravité  O  ne  produisant  sur  le  corps  qu'un  piu- 
mouvement  de  translation,  toute  la  difficulté  se  réduira  de  même  à 
trouver  le  mouvement  de  rotation  qui  provient  du  couple  donné  G. 
\  oyons  donc  quelle  est  cette  rotation  au  premier  instant. 

De  In  rotation  nu  corps  nu  premier  instant. 

Soit  menée,  par  le  centre  O,  une  ligne  G  qui  représente  à  la  fois 
Taxe  et  la  grandeur  du  couple  appliqué.  Si  l'on  projette  cette  ligne  G 
sur  les  trois  axes  |)rincipaux  du  corps,  les  trois  projections  respectives 
L,  M,  N  représenteront,  pour  leurs  axes  et  pour  leurs  grandeurs,  les 
trois  couples   dans    lesquels  se  décompose    le    couple   C.   autour  des 
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mêmes  axes.  Or,  chacun  de  ces  couples  étant  perpendiculaire  sur  un 
axe  principal,  on  a  démontré  que  ce  couple,  s'il  agissait  seul,  ferait 
tourner  le  corps  sur  cet  axe  lui-même,  et  avec  une  vitesse  angulaire 
mesurée  par  la  grandeur  de  ce  couple  divisée  par  le  moment  d'inertie 
du  corps  autour  de  cet  axe  principal.  Les  trois  couples  L,  M,  N  ten- 
dent donc  à  faire  tourner  autour  des  trois  axes  principaux  Ox,  Oj. 
Oz  avec  des  vitesses  angulaires  respectives  p ,  (/,  /•  proportionnelles 
aux  grandeurs  L,  M,  N  de  ces  couples  et  réciproques  aux  trois  mo- 

j'        .  R'         R'         R'      . 

ments  pruicipaux  d  uiertie  m  — -,  m  -r-'  m  — \  de  sorte  qu  ou  a 

'  '  a'  o'  r-  ' 

_    La'  _  M*^  _  Ne' 

Or  ces  trois  rotations  p,  c/,  r  se  composent  en  une  seule  0  représentée, 
pour  son  axe  et  pour  sa  grandeur,  par  la  diagonale  du  rhomboïde 
rectangle  construit  sur  les  trois  lignes  qui  représenteraient  à  la  fois 
les  axes  et  les  grandeurs  de  ces  trois  rotations  p,  (/ ,  r. 

(ï.  Donc,  au  premier  instant,  le  couple  d'impulsion  G  tend  à  fane 
tourner  le  corps  avec  une  vitesse  angulaire  6  exprunée  par 

5  =  \/p^  +  ^^  +  r\ 

et  autour  d'un  axe  dont  les  inclinaisons  respectives  aux  trois  axes 
principaux  du  corps  ont  pour  cosinus 

a       ï       - 

9'     9'     9' 

Ainsi,  en  mettant  dans  ces  expressions,  au  lieu  du  p,  (/.  ;  leurs  valeurs 
tuées  des  trois  équations  précédentes,  on  aura  par  les  données  L,  M, 
N,  l'axe  et  la  grandeur  de  la  rotation  0  à  laquelle  le  couple  G  donne 
naissance  au  premier  instant,  comme  on  l'a  vu  (  i""  partie,   n"  47). 

7.  Réciproquement,  si  l'on  considère  un  corps  qui  tourne  actuel- 
lement autour  d'un  axe  avec  une  vitesse  donnée  0  et  qu'on  cherche 
l'axe  et  la  grandeur  du  couple  inconnu  G  qui,  appliqué  au  corps  en 
repos,  serait  capable  d'y  produire  la  rotation  actuelle  qui  l'anime,  on 
tlécomposera  cette  rotation  9  en  trois  autres  p,  q,  /autour  des  trois 
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axes  principaux  du  corps;  et  les  mêmes  équations  précédentes,  mais 
on  l'on  regarde  maintenant  p,  q ,  r  comme  données,  feront  connaître 
les  valeurs  I.,  M,  N  des  trois  couples  qui  tendraient  à  produire  ces 
trois  rotations  respectives:  d'où  iS  viendra,  pour  la  grandeur  du 
roupie  G  qui  produit  la  rotation  donnée  S, 

G  =  v'L'  +  M^  -H  N% 

et,  pour  les  trois  cosinus  de  l'inclinaison  de  son  axe  aux  trois  axes  du 

corps . 

L        M        N 

g'    g'    g' 

8  I,es  rotations  p,  cj,  r  autour  des  trois  axes  principaux  du  corps, 
étant  en  raison  directe  des  couples  L,  M,  N  qui  les  produisent,  et  en 
raison  inverse  des  moments  d'inertie  du  corps  autour  des  mêmes 
axes,  et  ces  moments  d'inertie  étant  en  général  inégaux,  on  voit  que 
p,  (j.  r  ne  sont  pas  proportionnelles  à  L,  M,  N,  et  que  le  rhomboïde 
rectangle  où  se  composent  les  rotations  n'est  pas  semblable  au  rhom- 
boïde où  se  composent  les  couples  :  de  sorte  que  les  deux  diagonales 
ont  des  directions  différentes;  et  qu'ainsi  l'axe  instantané  de  la  rota- 
tion n'est  pas,  en  général,  l'axe  du  couple  qui  la  produit.  Ces  deux 
axes  ne  se  confondent  que  dans  le  cas  où  l'axe  du  couple  appliqué  se 
trouve  être  un  des  axes  principaux  du  corps.  Dans  tout  autre  cas, 
l'axe  instantané  est  incliné  à  l'axe  du  couple,  et  il  résulte  des  expres- 
sions ]jrécédentes  qu'en  désignant  par  /  l'inclinaison  mutuelle  de  ces 
deux  axes,  on  a.  par  la  formule  connue, 

^•°-^'  = G9 

Mais  voici.  par  la  cijnsidération  de  notre  eUipsoidc  central,  une  expres- 
sion bien  plus  claire  de  ce  qui  regarde  la  position  relative  du  couple 
ei  de  l'axe  instantané  dans  l'intérieur  du  corps. 

expression  ni  nivelle  des  théorèmes  cjni  prcceetent . 

9.  Considérons  le  point  1  où  l'axe  instantan»'  va  rencontrer  la  sur- 
lace de  l'ellipsoïde  central  lequel  point  mnrtpie  sur  cette  stuface  ce 
que   lions   iioiiiinerons  désormais    le  pôle  instantané  de   la    rotation. 
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Si  l'on  désigne  par  x',j',  z'  les  «coordonnées  de  ce  pôle  1,  ou  auru 
pour  le  plan  qui  touche  en  I  l'ellipsoïde,  ou  plutôt,  pour  le  plan  dia- 
métral parallèle  k  ce  plan  tangent,  l'équation 

xj:'         y  y'         zz' 

-T  +  '-^  +  —  =  O. 

Or,  la  direction  de  l'axe  instantané  01  n'étant  autre  chose  que  celle 
de  la  diagonale  du  rhomboïde  rectangle  construit  sur  les  trois  lignes 
qui  représentent  p,  q,  i\  il  est  évident  que  les  coordonnées  ce',  j',  z' 
du  point  I  sont  proportionnelles  à  p,  q,  r.  Mais  celles-ci,  comme  on 
l'a  vu  plus  haut  f  n°  S) ,  sont  proportionnelles  à  L«^.  M  è%  Ne''  :  donc 
on  peut  mettre,  à  la  place  dex',jr',  z',  ces  trois  dernières  quantités; 
et  il  vient .  pour  l'équition  de  ce  plan  parallèle  au  plan  tangent , 

T.,r  -I-  Mj  -!-  N  :■  =r  o. 

Or  il  est  évident  que  cette  équation  n'est  autre  chose  que  celle  d'un 
plan  perpendiculaire  à  la  ligne  G  dont  les  trois  projections  sur  les 
axes  sont  L,  M,  N;  et,  par  conséquent,  c'est  l'équation  même  du 
plan  du  couple. 

Donc  l'axe  instantané  de  la  rotation  due  à  un  couple  n'est  autre 
chose  que  le  diamètie  conjugué  au  plan  de  ce  couple  dans  i ellipsoïde 
central  du  corps  que  Von  considère. 

Remarque. 

iO.  Nous  sommes  arrivés  à  ce  théorème  par  la  considération  de  cet 
ellipsoïde  central  que  j'ai  d'abord  défini  et  bien  lait  connaître  :  mais 
cette  marche  synthétique,  quoique  assez  favorable  a  l'exposition. 
pourrait  sembler  indirecte,  en  ce  qu'on  ne  voit  pas  bien  ce  qui  a  pu 
nous  donner  l'idée  de  cet  ellipsoïde.  Je  veux  donc,  en  passant,  faire 
remarquer  qu'on  peut  aussi  trouver  le  théorème  d'une  manière  di- 
recte, ce  qui  mène  alors  à  la  considération  de  notre  ellipsoïde  cen- 
tral; et  je  dirai  même  que  c'est  par  cette  voie  que  j'en  ai  eu  la  pre- 
mière idée. 

En  effet,  si  l'on  considère  le  couple  G  dont  les  trois  composants 
autour  des  axes  sont  désignés,  comme  ci-dessus,  par  L,  M,  N,  il  est 
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évident  que  l'équation  du  plan  de  ce  couple  est 
L  j:  -I-  M  j  +  N  z  =  o  ; 

et  que,  par  conséquent,  si  l'on  met  au  lieu  de  L,  M,  N  leurs  valeurs 
\f),  Aq ,  Cr,  cette  équation  devient 

Apx  -+-  Bqj  -H  C/'z  =  o. 

Or.  par  la  théorie  des  plans  tangents ,  il  est  clair  que  cette  équation 
est  celle  d'un  plan  parallèle  à  celui  qui  toucherait  la  surface  repré- 
sentée par  l'équation 

Ajc-  -^  Br^  -+-  Cr^  =  F=  =  constante. 

au  point  dont  les  trois  coordonnées  x',  y',  z  seraient  proportion- 
nelles -A  p,  q,  r. 

Mais  la  surface  dont  il  s'agit  est  évidemment  celle  d'un  ellipsoïde 
aux  trois  axes  respectifs  F  :  \A,  F  :  v'B ,  F  :  yC,  et,  par  conséquent, 
de  longueurs  réciproques  aux  racines  carrées  des  trois  moments  prin- 
cipaux d'inertie  A,  B,  C;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  réciproques 
aux  trois  bras  a  ,  |5  ,  y  de  l'inertie  du  corps  autour  des  mêmes  axes. 

Donc  le  plan  du  couple  n'est  autre  chose  que  le  plan  conjugué  à  la 
direction  de  l'axe  instantané  dans  cet  ellipsoïile.  et  réciproquement. 
1^'où  l'on  voit  qu'en  dynamique,  la  considération  de  l'ellipsoïde  cen- 
trai des  corps  est  aussi  naturelle  que  celle  du  centre  de  gravité 

11.  Comme  un  couple  peut  toujours  être  transj)ortê  dans  lui  plan 
quelconque  parallèle  au  sien  sans  que  son  effet  sur  le  corps  en  soit 
changé,  on  peut  toujours  supposer  que  le  plan  du  couple  applique, 
au  lieu  d'être  conduit  par  le  centre,  est  mené  tangentielleineiil  à  la 
surface  de  l'ellipsoïde  central  ;  et  alors  on  peut  dire  ■ 

(^ue  si  un  corps  est  frappé  par  un  couple  dirigé  dans  un  plan  quel- 
conqiie  tangent  à  l' ellipsoïde  central,  le  pôle  instantané  de  la  ro- 
tation à  laquelle  ce  couple  donne  naissance,  est  précisément  au  point 
de  contact. 

El  réciprocpiemenl  .  si  le  corps  tourne,  on  peut  dire  que  le  couple 
actuel  (jui  l'anime   est  dans  le  plan  tangent  au  pale  ;  ce   qui   nous 
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paraît  un  des  théorèmes  les  plus  simples  et  les  plus  élégants  qu'on 
puisse  offrir  en  dynamique  sur  la  théorie  si  difficile  et  si  obscure  de  la 
rotation  des  corps. 

On  voit  toutes  les  conséquences  claires  et  faciles  qui  découlent  de 
cette  lumineuse  proposition  :  mais  je  ne  veux  point  ici  m'y  arrêter;  il 
faut  que  j'avance,  et  que,  parle  seul  raisonnement,  j'arrive  de  suite 
à  ta  solution  complète  du  problème  qu'on  se  propose  :  car  il  ne  s'agit 
pas  seulement  de  déterminer  la  rotation  du  corps  au  premier  instant, 
mais  il  faut  voir  comment  cette  rotation  change  d'un  instant  à  l'autre, 
et  peindre,  pour  ainsi  dire,  le  mouvement  du  corps  dans  toute  la 
suite  de  son  cours. 

De  In  rotation  du  corps  dans  toute  la  suite  du  temps. 

12.  Et  d'abord  il  est  bien  clair  que  cet  axe  OI,  qu'on  appelle 
instantané,  n'est,  en  effet,  immobile  qu'un  instant:  car  delà  rotation 
même  B  autour  de  cet  axe,  il  naît,  pour  toutes  les  molécules  égales 
du  corps,  des  forces  centrifuges  toutes  proportionnelles  aux  rayons 
des  cercles  décrits,  et  dirigées  suivant  ces  rayons.  Or  l'axe  OI  n'étant 
point,  par  hypothèse,  un  des  axes  principaux  du  corps,  ces  forces 
centrifuges  ne  se  font  point  écjuilibre  entre  elles  :  étant  transpor- 
tées parallèlement  à  elles-mêmes  au  centre  O,  elles  donnent  bien 
une  résultante  qui  est  nulle  d'elle-même  si  ce  point  est  le  centre  de 
gravité  du  corps,  ou  qui  est  détruite  si  ce  centre  O  est  un  point  fixe  ; 
mais  leur  couple  résultant  g  n'est  pas  nul.  Il  provient  donc  de  la  ro- 
tation même  du  corps  un  couple  accélérateur  g  dont  l'effort  gdt  poui- 
un  instant  dt^  imprime  à  ce  corps  une  rotation  infiniment  petite  ydt, 
laquelle  se  compose  avec  la  rotation  actuelle  Q ,  et  fait  varier  l'axe  et 
la  grandeur  de  cette  rotation. 

15.  Pour  étudier  le  mouvement  du  corps,  il  faut  donc  commencer 
par  chercher  ce  couple  accélérateur  qui  naît  des  forces  centrifuges 
dues  à  la  rotation  Q  autour  de  l'axe  instantané  01.  Or  on  a  démontré 
que  l'axe  de  ce  couple  g  est  perpendiculaire  à  la  fois  à  l'axe  instan- 
tané et  à  l'axe  du  couple  G  qui  prociuit  la  rotation  actuelle  9;  et  que 
la  grandeur  de  ce  couple  g  est  exprimée  par  G  9  sin  /,  /  étant  l'incli- 
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naison  mutuelle  des  deux  axes  G  et  9  ;  théorème  qu'on  peut  énoncer 

de  la  manière  suivante  : 

Si  Von  prend  deux  lignes  dont  Vune  représente  l'axe  et  la  gran- 
deur du  couple  d'impulsion,  et  l'autre  L'axe  et  la  grandeur  de  la  ro- 
tation instantanée ,  le  couple  accélérateur  dû  aux  forces  centrifuges 
est  toujours  représente,  et  pour  son  plan,  et  pour  sa  quantité,  par  la 
surface  du  parallélogramme  construit  sur  les  deux  lignes  que  l'on 
considère. 

14.  De  ce  simple  théorème  on  pourrait  conclure  le  principe  de  la 
conservation  du  couple  d'impulsion  G  dans  toute  la  suite  du  mouve- 
ment du  corps;  et  réciproquement,  de  ce  principe  on  pourrait  tirer 
la  démonstration  du  théorème,  comme  on  l'a  vu  (  i'^''  partie,  chap.  II , 
art.  V). 

Nous  pourrions  encore  montrer  en  passant  que  ce  théorème  sur  les 
forces  centrifuges,  si  l'on  \eut  le  traduire  en  analyse,  donne  sur- 
le-champ  les  trois  équations  si  élégantes  qu'Euler  a  trouvées  le  pre- 
mier pour  la  rotation  des  corps,  mais  qu'on  ne  démontre  d'ordinaire 
que  par  de  longs  circuits  de  calculs  et  de  trigonométrie.  Mais  nous 
reviendrons  plus  tard  sur  ces  expressions  analytiques  :  il  faut  ici 
reprendre  et  suivre  le  fil  de  notre  raisonnement. 

15.  On  vient  de  voir  que  le  couple  g,  qui  naît  des  forces  centri- 
fuges, est  toujours  situé  dans  le  plan  GOI  de  l'axe  du  couple  d'impul- 
sion G  et  de  l'axe  instantané  de  la  rotation  0.  Donc,  par  le  théorème 
démontré  plus  haut  n"  9),  l'axe  sur  lequel  ce  couple  g  tend  à  faire 
tourner  le  corps  n'est  autre  chose  que  le  diamèlre  Oy  conjugué  au 
plan  GOI  dans  V ellipsoïde  central.  Mais  le  diamètre  conjugué  à  ce 
plan  doit  l'être  à  toutes  les  droite.s  menées  par  son  pied  O  dans  te 
plan,  et,  par  conséquent ,  il  est  conjugué  à  l'axe  OI  :  et  de  cela  seul  il 
résulte  que  ce  diamètre  O7  est  situé  dans  le  plan  même  du  couple 
d'impulsion  G  ;  car,  ce  plan  étant  conjugué  à  l'axe  instantané  01 
(n"  \0),  il  est  le  lieu  de  toutes  les  droites  qui  peuvent  être  conjuguées 
à  01. 

Donc  l'axe  O  •/  de  la  rotation  7  due  au  couple  accélérateur  g  qui 
provient  des  forces  centiifnges,  est  toujours  situé  dans  le  plan  même 
du  couple  d'impulsion  G  dont  le  corps  est  actuellement  animé. 
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16.  Donc,  SI  l'on  prend  deux  lignes,  l'une  6  qui  représente  la  rota- 
tion actuelle,  l'autre  0-^'  =  y(ft  qui  représente  la  rotation  que  le 
couple  g  fait  naître  en  un  instant  dt,  et  que  sur  ces  deux  lignes  on 
achève  le  parallélogramme,  afin  d'avoir  dans  la  diagonale  6'  la  ligne 
qui  représente  l'axe  et  la  grandeur  de  la  rotation  au  bout  d'un  in- 
.stant  dt,  on  voit  que  l'extrémité  de  cette  diagonale  5'  est,  au-dessus 
du  plan  du  couple  G,  à  la  même  hauteur  que  l'extrémité  du  côté  9; 
puisque  le  côté  O7',  étant  dans  le  plan  même  de  ce  couple,  le  côté 
opposé  du  parallélogramme  est  parallèle  à  ce  plan.  Mais  la  hauteur 
de  l'extrémité  de  la  ligne  6,  au-dessus  du  plan  du  couple,  est  évi- 
demment exprimée  par  Q  cos  /  :  donc  on  a  cette  équation  remarquable 

9  cos  i  =  constante, 

c'est-à-dire  que  la  vitesse  angulaire  6  estimée  autour  de  l'axe  fixe  du 
couple  d'impulsion  reste  la  même  dans  tout  le  cours  du  mouvement. 

17.  De  cette  même  équation   résulte   encore   ce  qu'on  appelle  le 

principe  des  jorces  vives.  Car  si  9  cos  ?  est  constante,  comme  G  est 

aussi  constant .  on  a 

G  5  cos  ;'  =  constante. 

Or  le  facteur  G  cos/,  qui  n'est  autre  chose  que  ie  coiqile  G  estimé 
autour  de  01 ,  est  évidemment  égal  à  6.1.  en  désignant  par  1  le  mo- 
ment d'inertie  du  corps  autour  de  l'axe  instantané  OI.  On  a  donc 

G 6  cos  /  =  9M  —  constante. 
Mais  1  désignant,  par  hypothèse,  la  somme  des  produits  de  toutes  les 
molécules  du  corps  par  les  carrés  de  leurs  distances  à  l'axe  de  rotation, 
il  est  ciair  que  5M  exprime  la  sonnue  des  produits  de  ces  molécules 
par  les  carrés  de  leurs  vitesses ,  et  connue  chacun  de  ces  produits  se 
nomme  \& force  vive  de  la  molécule  que  l'on  considère,  on  peut  dire 
qiie  la  somme  des  Jorces  vives  de  toutes  les  molécules  du  corps  demeure 
constante  dans  tout  le  cours  de  la  rotation  :  ce  qui  est  ici,  non  pas 
un  nouveau  principe,  mais  un  simple  corollaire  du  principe  de  la 
Conservation  des  couples,  ou  des  aires,  quand  ce  principe  est  complè- 
tement exprimé;  c'est-à-dire,  quand  on  exprime  que  G  est  invariable, 
non-seulement  de  grandeur,  mais  aussi  de  position  dans  res|)ace 
ahsf)lu. 
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Je  fais  en  passant  cette  remarque  parce  qu'elle  intéresse  la  doctrine, 
et  que,  dans  la  théorie  du  mouvement  dun  corps  ou  système  inva- 
riable de  Jîgiire^  ce  serait  une  faute  de  dire  ,  comme  on  le  fait  quelque- 
fois, que  telle  ou  telle  vérité  dynamique  se  démontre  par  la  combi- 
naison du  principe  des  aires  avec  le  principe  des  forces  vives  :  car,  ce 
second  principe  étant  ici  essentiellement  renfermé  dans  le  premier, 
cette  locution  serait  une  preuve  qu  on  n'entend  bien  ni  l'un  ni  l'autre. 
Mais  poursuivons. 

18.  Si  Ton  nomme  u  le  rayon  vecteur  OI  qui  va  du  centre  au  pôle 
instantané  I  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde  central  ,  le  moment  d'inertie 

du  corps  autour  de  Ol   sera  exprimé,  comme  on   l'a  vu,  par  ni  ~ 

Mettant  donc  cette  expression  au  lieu  de  I  dans  l'équation  qui  pré- 
cède, on  aura 

m  —  9''  =  constante  : 

u' 

constante  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme  —77-'  en  désignant  par  K 
une  ligne  constante.  Et  de  là  on  tire  l'équation 

s  _  1 

u         /• 

D'où  résulte  ce  nouveau  théorème,  que  dans  tout  le  cours  du  mouve- 
ment la  vitesse  angulaire  Q  de  la  rotation  est  proportionnelle  à  la 
longueur  mërne  du  rayon  vecteur  ijui  va  du  centre  au  pôle  instantané 
sur  la  surface  de  l'ellipsoïde  central. 

19.  Donc,  comme  on  a  trouvé  plus  haut  que  B  cos  /  est  constante, 
on  |)eut  conclure  que  ucos,i  est  aussi  constante,  et  que,  par  consé- 
quent, la  hauteur  h  :=  «cos  /',  du  pôle  I  au-dessus  du  plan  diamétral 
du  couple  G,  est  constante  dans  tout  le  cours  de  la  rotation  :  ou 
bien,  si  l'on  prend,  comme  il  est  permis,  pour  le  plan  du  couple  G, 
le  plan  parallèle  langent  au  pôle,  on  peut  dire  que  le  plan  du  couple 
d'impulsion  reste  toujours  à  la  même  distance  h  du  centre  O  de  l' ellip- 
soïde . 

'20.   Mais  ce  centre  est  iiiimoltile  dans  l'espace  absolu  .  et    le  plan 
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du  couple  reste  toujours  parallèle  à  lui-même  :  donc  ce  plan,  qui 
touche  sans  cesse  l'ellipsoïde  central  au  pôle  instantané  de  rotation, 
est  toujours  un  seul  et  même  planjixe  dans  l'espace  absolu. 

Donc,  le  mouvement  du  corps,  ou,  ce  qui  est  la  niènie  chose,  le 
mouvement  de  l'ellipsoïde  central  est  de  telle  nature,  que  cet  ellip- 
soïde reste  en  contact  avec  un  même  plan  fixe  dans  l'espace  absolu  ; 
qu'il  tourne  à  chaque  instant  sur  le  rayon  vecteur  qui  va  du  centre 
au  point  de  contact,  et  qu'il  tourne  avec  une  vitesse  angulaire  pro- 
portionnelle à  la  longueur  même  de  ce  rayon. 

21.  Cet  ellipsoïde  ne  fait  donc  que  rouler,  sans  glisser,  sur  le  plati 
fixe  que  l'on  considère  :  car,  comme  tout  son  mouvement  consiste  à 
tourner  pendant  un  instant  sur  la  ligne  menée  du  centre  au  point  de 
contact,  l'ellipsoïde  amène  au  bout  de  cet  instant  un  nouveau  point 
de  sa  surface  en  contact  avec  ce  plan;  et  ce  nouveau  point,  qui  de- 
vient le  pôle  de  la  rotation  pour  l'instant  suivant,  reste  à  son  four 
immobile  pendant  cet  instant,  et  ainsi  de  suite  à  l'infini;  d'où  il  est 
manifeste  qu'aucun  de  ces  points  par  lesquels  l'ellipsoïde  vient  se 
mettre  en  contact  avec  le  plan  fixe,  ne  peut  jamais  glisser  sur  ce 
même  plan. 

22.  Telle  est  donc  enfin  l'idée  claire  et  nouvelle  qu'on  peut  se 
former  du  mouvement  si  compliqué  et  si  obscur  d'un  corps  de  figure 
quelconque  qui  tourne  librement ,  soit  autour  de  son  centre  de  gra- 
vité, soit  autour  d'un  point  fixe  quelconque,  en  vertu  d'un  couple 
dont  il  a  reçu  primitivement  l'impulsion  dans  tel  plan  donné  qu'on 
voudra  : 

Considérez  le  centre  de  gravité  du  corps,  ou,  si  le  corps  n  est  pas 
libre,  le  point  fixe  qui  fait  le  centre  de  sa  rotation.  Axitour  de  ce  point , 
et  sur  les  directions  des  trois  axes  principaux  d'inertie  qui  s'y  rap- 
portent ,  imaginez  un  ellipsoïde  construit  avec  trois  axes  de  longueurs 
réciproques  aux  bras  de  l'inertie  du  corps  autour  des  mêmes  axes  ; 
et  faites  maintenant  abstraction  de  la  figure  du  corps  pour  n'y  plus 
voir  que  celle  de  cet  ellipsoïde  que  j'ai  nommé  /'ellipsoïde  central. 

Si  vous  supposez  que  cet  ellipsoïde,  dont  le  centre  est  retenu  imino- 
hile  au  même  point  de  t'espace,  roule  sans  glisse/-  sur  un  planfixe  avec 
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lequel  on  l'a  mis  en  contact,  vous  aurez  la  représentation  exacte  du 
mouvement  géométrique  que  suit  le  corps  en  vertu  du  couple  qui  Va 
frappé  dans  le  plan  fixe  que  l 'on  considère  :  et  si  vous  ajoutez  que  la 
vitesse  angulaire  avec  laquelle  il  tourne  à  chaque  instant  sur  le  rayon 
mené  du  centre  au  point  de  contact,  est  proportiotinelle  à  la  longueur 
même  de  ce  rayon,  vous  aurez  à  la  jois  le  mouvement  géométrique  et 
dynamique  de  ce  corps  ;  c  est-à-dire  que  vous  verrez  avec  clarté,  non- 
seulement  la  suite  continue  des  lieux  que  le  corps  doit  venir  occuper, 
mais  encore  la  proportion  des  temps  qu'il  met  à  les  parcourir  ;  ce  qui 
est  Vidée  complète  du  mouvement  du  corps  considéré  dans  le  cours 
infini  de  sa  rotation. 

Réflexion  générale. 

23.  Nous  voilà  donc  conduits  par  le  seul  raisonnement  à  une  idée 
claire  que  les  géomètres  n'ont  pu  tirer  des  formules  de  l'analyse.  C'est 
un  nouvel  exemple  qui  montre  l'avantage  de  cette  méthode  simple  et 
naturelle  de  considérer  les  choses  en  elles-mêmes,  et  sans  les  perdre 
de  vue  dans  le  cours  du  raisonnement.  Car,  si  l'on  se  contente,  comme 
on  ie  fait  d'ordinaire,  de  traduire  les  problèmes  en  équations,  et  qu'on 
s'en  rapporte  ensuite  aux  transformations  du  calcul  pour  mettre  au 
jour  la  solution  qu'on  a  en  vue,  on  trouvera  le  plus  souvent  que 
cette  solution  est  encore  plus  cachée  dans  ces  symboles  analytiques, 
qu'elle  ne  l'était  dans  la  nature  même  de  la  question  proposée.  Ce 
n'est  donc  point  dans  le  calcul  que  réside  cet  art  qui  nous  fait  décou- 
vrir; niais  dans  cette  considération  attentive  des  choses,  où  l'esprit 
cherche  avant  tout  à  s'en  faire  uue  idée,  eu  essayant,  par  l'analyse 
proprement  dite,  de  les  décomposer  en  d'autres  plus  simples,  afin 
de  les  revoir  ensuite  connue  si  elles  étaient  lormées  par  la  réunion 
de  ces  choses  simples  dont  il  a  une  pleine  connaissance.  Ce  n'est  pas 
que  les  choses  soient  composées  de  cette  manière,  mais  c'est  notre 
seule  manière  de  les  voir,  de  nous  en  faire  une  idée,  et  partant  de  les 
connaître.  Ainsi  notre  vraie  méthode  n'est  que  cet  heureux  mélange 
de  l'analyse  et  de  la  synthèse,  où  le  calcul  n'est  employé  que 
conmie  un  instnunent.  Instrument  précieux  et  nécessaire  sans  doute, 
parce  qu'il  assure  et  facilite  notre  marche;  mais  qui  n'a  par  lui-même 
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aucune  vertu  propre;  qui  ne  dirige  point  l'esprit,   mais  que  l'esprit 
doit  diriger  comme  tout  autre  instrument. 

Ce  qui  a  pu  faire  illusion  à  quelques  esprits  sur  cette  espèce  de 
force  qu'ils  supposent  aux  formules  de  l'analyse,  c'est  qu'on  en  re- 
tire ,  avec  assez  de  facilité,  des  vérités  déjà  connues  et  qu'on  y  a  ,  pour 
ainsi  dire,  soi-même  introduites,  et  il  semble  alors  que  l'analyse  nous 
donne  ce  qu'elle  ne  fait  que  nous  rendre  dans  un  autre  langage. 
Quand  un  théorème  est  connu  ,  on  n'a  qu'à  l'exprimer  par  des  équa- 
tions; si  le  théorème  est  vrai,  chacune  d'elles  ne  peut  manquer  d'être 
exacte,  aussi  bien  que  les  transformées  qu'on  en  peut  déduire  :  et  si 
l'on  arrive  ainsi  à  quelque  formule  évidente,  ou  bien  établie  d'adleurs, 
on  n'a  qu'à  prendre  cette  expression  comme  un  point  de  départ,  a 
revenir  sur  ses  pas,  et  le  calcul  seul  paraît  avoir  conduit  comme  de 
lui-même  au  théorème  dont  il  s'agit.  Mais  c'est  en  cela  que  le  lec- 
teur est  trompé.  Ainsi ,  pour  prendre  notre  exemple  dans  la  question 
même  qui  fait  l'objet  de  ce  ?tIémoire,  il  est  bien  clair  qu'aujourd'hui 
rien  ne  serait  plus  aisé  que  de  retrouver  nos  théorèmes  dans  les  ex- 
pressions analytiques  d'Euler  ou  de  Lagrange,  et  même  de  les  en 
dégager  avec  un  air  de  facilité  qui  ferait  croire  que  ces  formules  de- 
vaient les  produire  spontanément.  Cependant,  comme  ces  idées  ont 
échappé  jusqu'ici  à  tant  de  géomètres  qui  ont  transformé  ces  formules 
de  tant  de  manières,  il  faut  convenir  que  cette  analyse  ne  les  donnait 
point,  puisque,  pour  les  y  voir,  il  aura  fallu  attendre  qu'un  autre  y 
parvînt  par  une  voie  toute  différente. 

Nous  aurions  bien  d'autres  réflexions  à  faire,  et  de  plus  grands 
exemples  à  produire,  si  nous  voulions  montrer,  d'une  part,  tout  ce 
que  l'esprit  doit  de  lumière  à  cette  méthode  naturelle,  telle  que  je 
l'ai  définie  plus  haut  et  qui  constitue  notre  véritable  analyse ,  et  de 
l'autre,  le  peu  de  vérités  nouvelles  qu'on  a  su  tirer  de  ces  formules 
analytiques  où  l'on  croit  enfermer  une  question,  et  quelquefois  même 
une  science  tout  entière.  Sans  doute,  la  science  y  est  contenue,  comme 
elle  le  serait  dans  tout  autre  principe  énoncé  en  termes  généraux  ; 
mais  la  difficulté  reste  de  l'en  faire  sortir  :  et  cette  difficulté  n'en  de- 
vient-elle pas  plus  grande?  Et,  par  exemple,  ne  faut-il  pas  bien  con- 
naître à  la  fois  et  la  mécanique  et  les  artifices  de  l'analyse,  pour  tirer 
de  la  seule  formule  générale  des  vitesses  virtuelles,  je  ne  dis  pas 
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quelqiienouveaii  théorème  (ce  dont  je  ne  vois  guère  d'exemples),  mais 
seulement  les  propositions  particulières  qui  nous  sont  déjà  le  mieux 
connues?  La  traduction  n'est-elle  pas  souvent  plus  difficile  que  le 
texte  lui-même ,  je  veux  dire  que  la  considération  immédiate  des 
choses  que  l'on  veut  étudier?  L'illustre  auteur  qui  a  voulu  transfor- 
mer la  mécanique  en  une  question  de  calcul,  a  sans  doute  rempli 
son  objet  avec  toute  la  clarté  et  toute  l'élégance  qu'on  en  pouvait 
attendre.  Mais  si  la  véritable  analyse  brille  quelque  part  dans  la  Mé- 
canique analjliqtie ,  j'oserai  dire  que  c'est  bien  moins  dans  ces  calculs 
que  l'auteur  range  avec  tant  d'ordre  et  de  symétrie,  que  dans  ces 
lumineux  rapprochements  qu'il  indique  entre  les  méthodes,  et  surtout 
dans  ces  admirables  préfaces  qu'il  a  placées  à  la  tête  des  différents 
livres  de  son  ouvrage,  où  il  examine  et  discute  les  principes  fonda- 
mentaux de  la  science,  et  fait  l'histoire  instructive  du  mouvement  de 
l'esprit  humain  dans  cette  suite  délicate  d'idées  fines  et  de  solutions 
ingénieuses  qui  ont  peu  à  peu  formé  la  science  de  la  Mécanique.  C'est 
par  là  que  ce  bel  ouvrage  pourra  servir  aux  progrès  ultérieurs  de 
l'esprit,  en  lui  montrant  la  route  qu'il  a  suivie,  et  qui  est  encore  la 
route  où  il  doit  continuer  de  marcher.  Car,  encore  une  fois,  gardons- 
nous  de  croire  qu'une  science  soit  faite  quand  on  l'a  réduite  à  des 
formules  analytiques.  Rien  ne  nous  dispense  d'étudier  les  choses  en 
elles-mêmes,  et  de  nous  bien  rendre  compte  des  idées  qui  font  l'objet 
de  nos  spéculations.  N'oublions  point  que  les  résultats  de  nos  calculs 
ont  presque  toujours  besoin  d'être  vérifiés,  d'un  autre  côté,  par  quelque 
raisonnement  simple,  ou  par  l'expérience.  Que  si  le  calcul  seul  peut 
quelquefois  nous  offrir  une  vérité  nouvelle,  il  ne  faut  pas  croire 
que,  sur  ce  point  même,  l'esprit  n'ait  plus  rien  à  faire  :  mais,  au  con- 
traire, i!  faut  songer  que,  cette  vérité  étant  indépendante  des  mé- 
thodes ou  des  artifices  qui  ont  pu  nous  y  conduire,  il  existe  cer- 
tainement quelque  démonstration  simple  qui  pourrait  la  porter  à 
l'évidence;  ce  qui  doit  être  le  grand  objet  et  le  dernier  résultat  de  la 
science  mathématique. 

Qu'on  me  pardonne  ces  réflexions  que  je  fais,  j'ose  le  dire,  dans 
l'unique  intérêt  de  la  science.  Je  connais  le  caractère  propre  et  dis- 
linctif  de  l'analyse  algébrique,  et  je  pourrais  même  dire  avec  préci- 
sion en  quoi  cet  art  a  pu  |)crfectioinier  la  logique  ordinaire  du  dis- 
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cours  :  je  sais  tout  ce  que  les  bons  esprits  doivent  au  calcul;  mais  je 
tâche  d'éclairer  ceux  qui  se  trompent  sur  la  nature  de  cet  instrument , 
et  en  même  temps,  de  prévenir  l'abus  que  d'autres  en  peuvent  faire 
en  profitant  de  cette  illusion  même.  Car,  sitôt  qu'un  auteur  ingénieux 
a  su  parvenir  à  quelque  vérité  nouvelle,  n'est-il  pas  à  craindre  que  le 
calculateur  le  plus  stérile  ne  s'empresse  d'aller  vite  la  rechercher  dans 
ses  formules,  de  la  découvrir  une  seconde  fois,  et  à  sa  manière,  qu'il 
dit  être  la  bonne  et  la  véritable;  de  telle  sorte  qu'on  ne  s'en  croie  plus 
redevable  qu'à  son  analyse,  et  que  l'auteur  lui-même,  quelquefois 
peu  exercé,  ou  même  étranger  à  ce  langage  et  à  ces  symboles  sous 
lesquels  on  lui  dérobe  ses  idées,  ose  à  peine  réclamer  ce  qui  lui  ap- 
partient, et  se  retire  presque  confus,  comme  s'il  avait  mal  inventé  ce 
qu'il  a  si  bien  découvert?  Singulier  artifice,  que  je  n'ai  pas  besoin  de 
caractériser  davantage,  mais  qu'il  est  bon  de  signaler  comme  un  des 
plus  nuisibles  aux  progrès  des  sciences,  parce  qu'il  est  sans  contredit 
un  des  plus  propres  à  décourager  les  inventeurs! 

Mais  je  n'étendrai  pas  plus  loin  ces  réflexions  générales;  et  si  le  peu 
que  j'ai  dit  est  assez  sensible  par  les  exemples  qui  précèdent,  on  le 
verra  se  confirmer  encore  par  ceux  qui  pourront  suivre. 

CHAPITRE  IL 

DÉVELOPPEMENT    DE    LA   SOLUTION. 

Dans  cette  image  si  claire  que  nous  avons  donnée  de  la  rotation  des 
corps,  on  voit  sur-le-champ  toutes  les  circonstances  et  toutes  les  va- 
riétés que  ce  mouvement  peut  offrir,  et  l'on  est  conduit ,  comme  par 
la  main,  aux  opérations  et  aux  calculs  qu'il  faut  faire,  si  l'on  veut 
en  mesurer  toutes  les  différentes  affections. 

24.  Et  d'abord ,  celte  suite  de  points  par  lesquels  l'ellipsoïde  cen- 
tral du  corps  vient  se  mettre  en  contact  avec  le  plan  fixe  du  couple 
d'unpulsion,  étant  considérée  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde,  y  marque 
la  route  du  pôle  instantané  dans  l'intérieur  du  corps;  et  ces  mêmes 
points  étant  considérés  sur  le  plan  fixe,  y  marquent  sa  route  ilatis 
l'espace  absolu.   On    peut   donc   déterminer   sur-le-champ  ces   deux 

Tome  XVI    -  Mars  i85i.  '^ 


go  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

lignes  courbes;  et,  par  conséquent,  les  considérer  comme  les  bases 
de  deux  surfaces  coniques  de  même  sommet ,  dont  l'une ,  mobile  avec 
le  corps ,  roulant  sur  l'autre  qui  est  fixe  dans  l'espace  absolu ,  donne- 
rait à  ce  corps  le  mouvement  précis  qui  l'anime. 

T. 

De  la  courbe  décrite  par  le  pôle  instantané  sur  la  swjace  de 
V ellipsoïde  central. 

25.  Pour  trouver  cette  courbe,  qui  est  à  double  courbure,  et  que 
je  désignerai  par  s ,  il  n'y  a  donc  qu'à  chercher  la  suite  des  j)oints  par 
lesquels  un  ellipsoïde,  aux  rayons  principaux  a,  b,  c,  serait  touché 
par  un  plan  qui  resterait  toujours  à  une  même  distance  donnée  h 
du  centre  de  cet  ellipsoïde  :  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  la  suite  des 
points  de  contact  d'un  plan  qui  se  mouvrait  en  touchant  à  la  fois  cet 
ellipsoïde,  et  une  sphère  concentrique  au  rayon  donné  h.  Or  il  est 
clair  que  cette  courbe  s  est  un  orbe  fermé,  à  double  courbure  ,  espèce 
de  roue  elliptique,  dont  l'axe  ou  l'essieu  est ,  ou  le  rayon  majeur  a  de 
l'ellipsoïde  central ,  ou  le  rayon  mineur  c,  selon  que  le  rayon  h  de  la 
sphère  est  donné  plus  grand  ou  plus  petit  que  le  rayon  moyen  h  de 
cet  ellipsoïde. 

26.  C'est,  au  reste,  ce  qu'on  peut  voir  par  le  calcul  le  plus  simple  . 
car  l'équation  de  la  surface  de  l'ellipsoïde  étant 

^    '  à'         b-  c- 

la  distance  du  centre  au  plan  tangent  est  exprimée  par 


I  x*        Y'         z' 
y   n'         f>'  c' 

ar,  y,  z  désignant  les  coordonnées  du  point  de  contact.  Eu  égalant  donc 
cette  expression  à  la  distance  donnée  // ,  on  a  cette  seconde  équation 


[">■)  -i  +  TT 

*■     '  a'         h' 


«l'ou  ,  en  éliminant  tour  à  tour,  au  moyen  de  la  première,  chacune 
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des  trois  coordonnées  x,j,  z,  on  tire  les  équations  suivantes  : 
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qui  donnent  les  projections  de  la  courbe  sur  les  trois  plans  princi- 
paux. 

Or,  a,  h,  c  étant  toujours  supposés  rangés  dans  cet  ordre  de  gran- 
deur 

n  >  l>>  c, 

et  h  étant  une  ligne  toujours  intermédiaire  entre  les  deux  rayons  ex- 
trêmes rt  et  c,  il  est  visible  que  si  h  est  >  b,  la  courbe  s  donne  une 
ellipse  sur  le  plan  principal  perpendiculaire  au  rayon  majeur  a;  et 
que,  si  h  est  <  b,  elle  donne  une  ellipse  sur  le  plan  perpendiculaire 
au  rayon  mineur  c. 

27.  En  général,  on  voit  que  cet  orbe  à  double  courbure  se  pro- 
jette en  une  ellipse  entière  sur  l'un  des  deux  plaiis  perpendiculanes 
aux  axes  extrêmes  a  et  c  de  l'ellipsoïde  central ,  en  un  arc  d'ellipse 
sur  l'autre  plan;  et  toujours  en  un  arc  cP/ij'perhole  sur  le  plan  per- 
pendiculaire à  l'axe  moyen  h. 

28.  Dans  le  cas  singulier  de  /?  =  6,  la  courbe  devient  plane;  c'est 
une  ellipse  dont  le  demi-petit  axe  est  le  rayon  moyen  h  de  l'ellipsoïde, 

et  le  demi-grand  axe  une  ligne  p  dont  la  valeur  est  t /«^  _|_  ^.2  _  "''' 

29.  Et  enfin,  dans  les  deux  cas  particuliers  de  /?  ^  a  et  de  h  ^=  c . 
la  courbe  se  réduit  à  un  point  qui  est  ou  le  pôle  A  ou  le  pôle  C  de 
l'ellipsoïde  central. 

50.  On  pourrait  remarquer  que  la  courbe  s  est  en  quelque  sorte 
double;  car,  tandis  que  le  pôle  instantané  I  décrit  cette  courbe  s,  il 
est  évident  que  I*'  pôle  opposé  1'  en  décrit  une  autre  i^'  parfaitement 
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égale  dans  l'autre  partie  de  l'ellipsoïde;  mais  il  suffit  d'en  considérer 

une  seule. 

51.  On  voit  que  cette  courbe  à  double  courbure  a,  comme  une 
ellipse ,  quatre  sommets  principaux  où  elle  est  divisée  en  quatre  par- 
ties égales  et  symétriques  ,  et  il  est  évident  que  ces  sommets  sont  les 
quatre  points  où  la  courbe  traverse  les  deux  plans  principaux  conduits 
par  l'axe  qui  lui  sert  comme  d'essieu  :  c'est  en  ces  points  que  le  rayon 
vecteur  OI  atteint  ses  valeurs  maxiina  ou  ininima,  comme  il  est  facile 
de  le  voir  en  cherchant  le  maximum  de  l'expression 


\x-  +J'  + 


ou  les  variables  x.  j,  z  sont  liées  par  les  équations  précédentes  (r) 

et  (2). 


f)e  In  courbe  décrite  par  le  pôle  instantané  dans  l'espace  absolu. 

52.  La  courbe  s  que  le  pôle  instantané  1  de  la  rotation  trace  à  la 
surface  de  l'ellipsoïde  central,  étant  ainsi  déterminée,  il  est  facile  de 
trouver  la  courbe  <7  que  le  pôle  instantané  décrit  sur  le  plan  fixe.  Car, 
en  considérant  l'orbe  fermé  s  comme  la  base  d'une  surface  conique 
dont  le  sommet  est  au  centre  O  de  l'ellipsoïde,  il  est  clair  que,  pen- 
dant le  mouvement  du  corps,  ce  cône  tourne  sans  cesse  autour  de  sa 
génératrice  OI  en  appuyant  le  contour  de  sa  base  sur  le  plan  fixe,  et 
qu'ainsi  ce  contour  s  y  trace  en  roulant  la  courbe  plane  c  que  le  pôle 
instantané  décrit  dans  l'espace  absolu.  Les  arcs  infiniment  petits  de  de 
cette  courbe  plane  sont  donc  parfaitement  égaux  aux  arcs  succes- 
sifs ds  de  cette  roue  mobile  s  qui  les  produit  :  de  sorte  que  si  l'on  a 
l'équation  de  celle-ci  entre  la  longueur  s  de  son  arc  et  son  rayon  vec- 
teur M,  il  suffit  d'y  changer  s  en  (7  pour  avoir  l'équation  de  la  courbe  a 
entre  son  arc  c-  et  le  même  rayon  n  émané  du  centre  O  de  l'ellipsoïde. 

55.  Mais  comme  cette  courbe  g  est  plane,  si  l'on  aime  mieux  la 
rapporter  à  des  rayons  vecteurs  f  émanés  d'un  point  pris  dans  le  plan 
même  de  la  courbe,  on  peut  choisir,  pour  ce  nouveau  centre,  le 
pied  P  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  O  de  l'ellipsoïde  sur 
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le  plan  fixe  que  l'on  considère  ;   et  alors   il  suffit  de  changer  a  en 
\jh^  +  i^^  dans  l'équation  dont  il  s'agit. 

34.  Le  rayon  vecteur  v  de  la  courbe  plane  a  n'étant  autre  chose 
que  la  projection  continuelle  du  rayon  u  de  la  roue  s  dont  les  élé- 
ments ds  viennent  s'appliquer  l'un  après  l'autre  sur  le  pian  pour  for- 
mer les  éléments  égaux  da  de  la  courbe  plane  c ,  il  est  clair  que  le 
rayon  v  va,  comme  le  rayon  u,  d'un  maximum  à  un  minimum;  de  ce 
minimum  à  un  maximum  suivant,  parfaitement  égal  au  premier;  et 
ainsi  de  suite  à  l'infini  :  et  cela  par  des  intervalles  ou  longueurs 
d'arcs  a  parfaitement  égaux  entre  eux,  et  au  quart  de  la  génératrice  s. 

On  voit  donc  que  la  courbe  g  décrite  par  le  pôle  instantané  dans 
l'espace  absolu,  est  une  courbe  plane  régulièrement  ondidée  autour 
d'un  même  centre;  c'est-à-dire  une  courbe  formée  par  une  suite 
d'ondes  égales  et  régulières,  dont  les  sommets  sont  équidistants ,  et 
qid  serpente  à  l'infini  entre  deux  cercles  concentriques  dont  elle  va 
toucher  alternativement  Vune  et  l'autre  ci i conférence. 

33.  Si  l'angle  au  centre,  qui  lépoud  à  deux  sommets  consécutifs 
supérieurs  ou  inférieurs,  de  la  courbe  ondulée  a,  est  commensurable 
avec  quatre  angles  droits,  et  qu  on  désigne  par  «  le  plus  petit  nombre 
entier  de  cercles  cjue  cet  angle  ou  ce  secteur  mesure,  la  courbe  a  se 
fermera;  et  le  pôle  qui  la  décrit  reprendra  exactement  sa  première 
loute  après  avoir  fait  n  fois  le  tour  entier  de  1  espace  angulaire. 

Mais,  comme  l'intervalle  de  deux  sommets  consécutifs  de  même 
nom  ne  répond  qu'à  une  moitié  de  l'orbe  mobile  s,  il  est  clair  qu'il 
faut  doubler  ce  nombre  de  révolutions  si  l'on  veut  que  le  pôle  instan- 
tané se  retrouve,  non-seulement  au  même  lieu  dans  l'espace  absolu, 
mais  encore  au  même  lieu  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde  central. 

56.  Si  l'angle  dont  il  s'agit  n'est  pas  commensurable  avec  quatre 
angles  droits,  la  courbe  ondulée  a  ira  à  l'infini  sans  pouvoir  jamais  se 
fermer;  et  le  pôle  instantané,  qui  reviendra  toujours  périodiquement 
au  même  lieu  dans  le  corps,  ne  pourra  jamais  retomber  en  même 
temps  au  même  lieu  dans  l'espace. 

37.  Telles  sont,  en  général,  les  deux  courbes  décrites  par  le  pôle 
instantané,   l'une  dans  l'intérieur  du  corps,  et  l'autre  dans  l'espace 
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absolu.  Et  quoique  ces  courbes  soient  de  formes  si  différentes,  comme 
c'est  un  seul  et  même  point  qui  décrit  à  la  fois  l'une  et  l'autre,  leurs 
équations  prises  entre  le  rayon  vecteur  émané  du  centre  O,  et  la  lon- 
gueur de  l'arc  décrit ,  sont  exactement  une  seule  et  même  équation. 

Le  cône  roulant,  a  la  surface  duquel  la  première  courbe  s  sert  de 
base,  est  simplement  un  cône  droit  du  second  degré;  mais  le  cônejixe 
sur  lequel  il  roule  est  un  cône  transcendant  dont  la  surface  ondule  à 
l'infini  autour  de  l'axe  fixe  du  couple;  c'est  aussi  une  espèce  de  cône 
droit  et  circulaire,  mais  dont  la  surface  serait,  pour  ainsi  dire,  can- 
nelée suivant  le  contour  régulièrement  ondulé  de  la  courbe  g  qui  lui 
sert  de  base. 

m. 

Des  variëti-s  f/uc  les  deux  courhes  s  et  c  peuvent  ojjrir  dans  certains 
cas  particuliers. 

58.  Ces  deux  courbes  ne  dépendent,  comme  on  voit,  que  de  quatre 
données,  savoir  :  les  trois  demi-axes  ou  rayons  principaux  a,  b,  c  dt^ 
l'ellipsoïde  central,  lesquels  sont  toujours  donnés  par  la  nature  du 
corps;  et  ensuite  la  hauteur  h  du  centre  au-dessus  du  plan  tangent  du 
couple,  laquelle  est  donnée  par  la  direction  du  couple  d'impulsion. 

Les  variétés  que  ces  deux  courbes  peuvent  offrir,  pour  un  njème 
corps,  ne  dépendent  donc  que  des  valeurs  particulières  qu'on  peut 
donner  à  la  ligne  constante  h. 

Or  cette  ligne  étant  la  distance  du  centre  de  l'ellipsoïde  à  l'un  de 
:,es  plans  tangents,  est  nécessairement  intermédiaire  entre  le  plus 
grand  et  le  plus  petit  rayon  de  cet  ellipsoïde  ;  de  sorte  que  les  trois 
rayons  principaux  a,  b,  c  étant,  comme  on  l'a  dit,  rangés  dans  cet 
ordre  de  grandeur 

r/  >  /;  >  c , 

on  ne  peut  avoir  à  distinguer  que  deux  cas  généraux ,  savoir,  h  com- 
pris entre  a  et  b,  ei  //  entre  ^  et  c;  ensuite  deux  cas  particuliers, 
savoir,  h  ■=^  a ,  h  =c;  et  enfin,  un  cas  que  |e  nnniuierai  singulier  ti 
qui  est  celui  de  b  =  au  rayon  moyen  b. 
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Dans  les  deux  cas  généraux,  Jes  courbes  ^  et  o-  sont  celles  qu'on  vient 
fie  décrire. 

Dans  les  deux  cas  particuliers  de  h  =  a,  1i  =  c,  chacune  d'elles  se 
réduit  à  im  point  qui  est,  ou  le  pôle  A,  ou  le  pôle  C,  de  l'ellipsoïde; 
et  le  corps  tourne  imiformément  autour  de  l'un  ou  de  l'autre  des  deux 
axes  principaux  2n  ou  ac,  lequel  axe  demeure  immobile  dans  l'espace 
absolu,  aussi  bien  que  celui  du  couple  G  avec  lequel  il  se  confond 
dans  toute  la  suite  du  mouvement. 

59.  Mais  dans  le  cas  singulier  de  h  égal  au  rayon  moyen  h  de  l'el- 
lipsoïde central,  la  courbe  s  ne  se  réduit  pas  à  un  point;  car,  sur  la 
surface  de  l'ellipsoïde,  outre  le  pôle  moyen  B,  où  le  plan  tangent  est 
à  une  distance  li  =  b  du  centre  O,  il  y  a  une  infinité  d'autres  points 
où  le  plan  tangent  peut  se  trouver  à  cette  même  distance  b  du  centre 
de  cet  ellipsoïde,  et  la  suite  de  ces  points  forme  deux  ellipses  égales, 
dont  les  plans  se  croisent  suivant  Vaxe  moyen  ih,  et  sont  inclinés  au 

plan  principal  [ab)  d'un  angle  dont   la   tangente  est   ±.  —  \/"'  ~  '': 

"  a'  y    b''  —  c' 

de  sorte  que  ces  deux  ellipses,  qui  ont ,  pour  leur  commun  petit  axe, 
la  ligne  ai,  ont  pour  leur  grand  axe  une  ligne 


c'est  ce  qui  se  voit  sur-le-champ  par  les  équations  de  l'orbe  s,  en  y 
supposant  h^=  b. 

40.  Dans  ce  cas  singulier  de  h  =  b,  la  courbe  q  est  donc  produite 
par  le  mouvement  de  l'une  s  de  ces  deux  ellipses,  dont  on  retiendrait 
le  centre  immobile  en  O,  à  une  hauteur  b  au-dessus  du  plan  fixe,  et 
dont  on  ferait  rouler  la  circonférence  sur  ce  plan,  avec  lequel  on 
l'aurait  mise  en  contact.  Or  il  est  aisé  de  voir  que ,  dans  ce  cas ,  la 
courbe  tj  décrite  par  le  point  de  contact  est  une  ligne  spirale  qui  va 
en  tournant  autour  du  centre  P,  et  s'en  rapproche  sans  cesse,  de  plus 
presque  tout  ce  qu'on  voudra,  comme  d'un  point  asymptotique,  sans 
pouvoir  jamais  l'atteindre.  Cette  spirale,  considérée  dans  toute  son 
étendue,  est  une  courbe  symétrique  à  gauche  et  à  droite  d'un  certain 
pomt  qui  la  divise  en  deux  parties  parfaitement  égales.  Car,  en  rêve- 
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nant  sur  ses  pas,  en  faisant  rouler  l'ellipse  en  sens  contraire,  le  rayon 
vecteur  v  revient  en  augmentant  jusqu'à  une  certaine  valeur 


(jui  est  son  maximum  ;  après  quoi  il  diminue  par  les  mêmes  degrés, 
de  sorte  que  son  extrémité  I  décrit  de  l'autre  côté  une  spirale  parfaite- 
ment égale  à  la  première,  et  qui  fait  comme  la  moitié  de  la  courbe 
entière  et  continue  c  dont  il  s'agit.  Cette  courbe  a  donc  un  sommet, 
à  gauche  et  à  droite  duquel  elle  jette  deux  branches  égales  qui  vont 
en  sens  contraires  tourner  en  spirales  autour  d'un  seul  et  même 
centre  P-,  et  quoique  chacune  de  ses  branches  fasse  un  nombre  infini 
de  révolutions  autour  de  ce  centre  sans  jamais  l'atteindre,  la  longueur 
totale  de  la  courbe  est  Jinie  et  parfaitement  égale  à  la  demi-circonfé- 
rence de  l'ellipse  roulante  qui  la  produit. 

Le  pôle  I,  qui  décrit  cette  spuale  de  longueur  finie,  ne  peut  jamais 
la  parcourir  dans  toute  son  étendue  :  quelque  près  qu'on  le  suppose 
déjà  du  centre  P,  dont  il  s'approche,  il  lui  faut  encore  un  temps  infini 
pour  achever  le  petit  arc  qui  reste  à  décrire,  ou,  pour  parler  exacte- 
ment, il  ne  pourra  jamais  l'achever. 

Dans  ce  cas  singulier  du  mouvement  des  corps,  le  pôle  instantané 
de  la  rotation  est  donc  un  point  toujours  nouveau,  et  dans  le  corps, 
et  dans  l'espace  absolu;  je  veux  dire  que,  dans  le  cours  infini  de  la 
rotation  ,  le  pôle  ne  peut  jamais  revenir  au  même  lieu,  ni  dans  le  corps 
ni  dans  l'espace,  quoiqu'il  ne  décrive  qu'une  ligne  finie,  et  dont  la 
longueur  serait  tout  au  plus  égale  à  la  demi-circonférence  de  l'ellipse, 
en  supposant  le  temps  infini,  non-seulement  avant,  mais  encore  après 
l'époque  que  l'on  considère. 

Tel  est  donc  le  mouvement  du  pôle  quand  on  suppose  h  =  b,  c'est- 
à-dire  quand  le  plan  du  couple  appliqué  touche  l'ellipsoïde  central  en 
un  point  qui  appartient  à  l'une  ou  à  l'autre  de  ces  deux  ellipses  sin- 
gulières dont  nous  venons  de  parler. 

il.  Mais  s'il  arrivait  que  le  plan  touchât  précisément  au  pôle 
moyen  B  où  se  croisent  ces  deux  ellipses,  le  pôle  1,  qui  se  confon- 
drait alors  avec  B  et  le  centre  fixe  P,  resterait  parfaitement  immobile, 
et   le   corps  ne  cesserait   de    tournei-   uniformément   autour   de   l'axe 
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innyen  OB,  comme  il  ferait  autour  de  l'axe  majeur  OA,  ou  de  l'axe 
mineur  OC,  si  le  plan  du  couple  était  tangent  au  pôle  A,  ou  au  pôle  C 
de  rellipsoïde.  En  effet,  il  n'y  aurait  auciuie  raison  pour  que  le  pôle  I , 
qui  ne  peut  décrire  h  la  surface  que  l'une  des  deux  ellipses  dont  on 
vient  de  parler,  et  qui  tombe  en  ce  moment  à  l'extrémité  B  île  leiu' 
axe  commun,  décrivît  l'une  plutôt  que  l'autre  de  ces  deux  ellipses 
parfaitement  égales  et  symétriques;  d'où  l'on  voit  qu'à  la  rigueur 
l'axe  moyen  de  l'ellipsoïde  central  est,  comme  les  deux  autres,  im  axe 
permanent  de  rotation. 

i2.  Mais  il  y  a  cette  différence ,  c'est  que,  autour  de  cet  axe  moyen, 
la  rotation  n'a  point  de  stabilité  :  je  veux  dire  que,  pour  peu  que  le 
pôle  I ,  en  vertu  d'un  petit  couple  étranger  appliqué  au  corps ,  vienne 
à  s'écarter  du  pôle  moyen  B,  il  tendra  à  s'en  écarter  davantage;  s'en 
allant  alors  décrire,  à  la  surface,  un  orbe  elliptiques,  soit  autour  du 
grand  axe,  soit  autour  du  petit  axe,  selon  que  ce  déplacement  acci- 
dentel du  pôle  aura  fait  augmenter  ou  diminuer  la  distance  /i  du  plan 
tangent:  et  si  le  déplacement  est  tel,  que  h  n'ait  pas  varié  de  gran- 
deur, le  pôle  ira  décrire  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  ellipses  singulières 
que  nous  avons  considérées. 

45.  Il  n'y  a  qu'un  seul  cas  où  le  pôle  I,  étant  écarté  du  pôle  moyen 
B  de  l'ellipsoïde,  tendrait  à  y  revenir:  c'est  le  cas  où  le  pôle  I  serait 
porté  sur  la  circonférence  de  l'une  de  ces  deux  ellipses  du  côté  précis 
où  le  sens  de  la  rotation  tend  à  le  ramener  vers  B. 

S'il  est  porté  sur  la  même  ellipse,  mais  de  l'autre  côté  de  son  som- 
met B,  il  s'éloignera  indéfiniment  de  ce  pôle  moyen  B ,  et  il  ira  tomber 
après  un  teujps  infini  sur  le  p(  le  opposé  B'  de  l'ellipsoïde.  Ainsi  dans 
ce  cas,  qui  est  unique  comme  le  précédent,  l'ellipsoïde  ,  qui,  au  com- 
mencement, touchait  le  plan  fixe  par  son  pôle  moyen  B,  le  toucherait 
à  la  fin  par  le  pôle  moyen  opposé  B';  de  sorte  que  la  position  du  corps 
se  trouverait  entièrement  renversée  dans  l'espace.  C'est  le  plus  grand 
dérangement  que  l'impidsion  d'iui  petit  couple  étranger  puisse  amener 
dans  la  position  d'un  corps  qui  tourne  actuellement  sur  son  axe 
moyen.  Car,  si  le  pôle  est  déplacé  de  toute  autre  manière  sur  la  surface 
(le  l'ellipsoïde,  il  va  décrire,  comme  on  l'a  vu,  un  orbe  fermé  s,  soit 
autour  du  grand  axe,  soit  autour  (\i\  petit  axe;  et,  par  conséquent. 

ionw  \YI.  -  Map,^  ibSi.  l3 
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s  il  s'écarte  d'abord  du  pôle  moyen  B,  il  s'en  rapproche  ensuite,  et 
revient  périodiquement  passer  à  la  même  distance  de  B  stn-  la  surface, 
et  à  la  même  distance  du  centre  fixe  P,  dans  l'espace  absolu. 

*4.  Il  y  a  encore  une  autre  variété  de  la  courbe  a  que  le  pôle 
instantané  peut  décrire  dans  l'espace  ;  mais  elle  n'est  plus  relative  à  la 
position  du  couple  appliqué  sur  le  corps,  ou  à  la  valeiu'  particulière 
qu'on  suppose  à  la  ligne  donnée  h;  elle  déjiend  uniquement  de  l'es- 
pèce de  ce  corps ,  c'est-à-dire  de  la  proportion  des  axes  rt ,  /' ,  c  de 
l'eliipsoïde  central. 

4-0.  Si  le  corps  est  un  de  ceux  qui  ont  deux  de  leurs  trois  moments 
prmcipaux  d'inertie  égaux,  \\  est  alors  de  révolution,  ou  ce  qu'on 
appelle  un  spheroï/le  :  sphéroïde  alloii^é^  si  l'axe  de  révolution  est  plus 
grand  que  le  diamètre  de  l'équateur;  ou  aplati  vers  les  pôles,  si  cet 
axe  est  plus  petit.  Dans  l'un  et  l'autre  cas,  il  est  évident  que  la  route  s 
du  pôle,  à  la  surface  du  sphéroïde,  est  un  cercle  autour  de  l'axe  de 
ce  sphéroïde;  et,  par  conséquent,  la  route  q  du  pôle  sur  le  plan  fixe 
est  aussi  un  cercle  autour  de  l'axe  du  couple  qui  a  mis  le  corps  en 
mouvement.  C'est  un  des  cas  les  plus  simples  de  la  rotation  des  corps, 
parce  que  tout  y  est  circidaire  et  uniforme.  Cependant  il  faut  encore 
remarquer  que,  si  la  circonférence  du  cercle  roulant  s  n'est  pas  com- 
mensurable  avec  celle  du  cercle  fixe  a,  le  pôle  instantané  ne  peut 
jamais  revenir  au  même  lieu  dans  le  corps  et  dans  l'espace  tout  à  Ja 
fois. 

i6.  Enfin,  et  c'est  ici  le  cas  le  plus  simple  de  tous,  si  les  trois  mo- 
ments d'inertie  sont  égaux,  l'ellipsoïde  central  devient  une  sphère 
parfaite,  l'axe  instantané  de  rotation  se  confond  avec  l'axe  même  du 
couple  appliqué,  les  deux  courbes  s  et  a  se  réduisent  à  deux  points 
qui  n'en  font  qu'un  seul,  et  le  pôle  instantané  I  reste  inunobile,  et 
dans  le  corps,  et  dans  l'espace  absolu. 

IV. 

De  cr.  qui  jf lit  la  mesure  de  la  stabilité  pour  chacun  des  deux-  axes 
entrâmes  fie  l'ellipsoïde  central. 

i7.  Nous  avons  déjà  remarqué  (n°i2),  ce  qui  distingue  l'axe  moyen 
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des  deux  axes  extrêmes,  sous  le  peint  de  vue  de  la  stabilité  que  ces 
(\e\\x  axes  peuvent  offrir  dans  la  rotation  des  corps.  Mais  pour  nous 
faire  une  idée  nette  de  cette  stabilité,  et  de  ce  qui  en  fait  en  quelque 
sorte  la  mesure,  imaginons  la  surface  de  Tellipsoïde  central  connue 
coupée  en  quatre  parties  ou  fuseaux  elliptiques  par  les  deux  ellipses 
singulières  que  nous  avons  considérées,  et  dont  les  deux  plans,  con- 
duits par  l'axe  moyen  ih,  sont  également  inclinés  à  l'axe  majeur  ia 
(l'un  au-dessus,  l'autre  au-dessous)   d'un   angle  o  dont  la  tangente 

^^^  '^^y  b'  —  c'  ^"°  ^^^"  ^^  f^"^^^  mojen  B  de  l'ellipsoïde  est  donc  à  l'in- 
tersection de  ces  deux  ellipses;  le  j^ôle  majeur  A  est  au  centre  du 
fuseau  dont  l'ouverture  est  20  ,  et  le  pôle  iniueur  C  an  centre  du  fuseau 
supplémentaire. 

Or,  en  premier  lieu,  si  le  pôle  instantané  1  de  la  rotation  tombe  sur 
le  pôle  ?nojen  B  de  l'ellipsoïde,  il  est  clair  que,  pour  peu  qu'on  le 
déplace,  il  va  tomber  dans  l'un  ou  l'autre  des  deux  fuseaux  dont  il 
s  agit,  et  décrire  son  orbe  s  autour  de  l'un  ou  de  l'autre  pôle  prin- 
cipal de  l'ellipsoïde.  Ou  bien,  si  ou  le  déplaçait  sur  le  contour  même 
de  l'une  des  deux  ellipses,  i\  irait  décrire  la  moitié  de  cette  ellipse  pour 
retomber  sur  le  pôle  moyen  opposé;  ou,  s'il  était  porté  sur  l'autre 
moitié  de  la  même  ellipse,  il  reviendrait  aussitôt  au  pôle  moyen  même 
d'où  on  l'aurait  écarté:  d'où  il  résulte,  comme  on  l'a  dit  ci-dessus 
que,  hors  de  ce  cas  unique  de  déplacement,  l'axe  mojeti  du  corps  n'a 
aucune  stabilité. 

Mais  si  le  pôle  instantané  tombe  actuellement  au  pôle  majeur  A  de 
l'ellipsoïde,  il  peut  être  déplacé  comme  on  voudra,  dans  toute  l'étendue 
du  fuseau  environnant ,  sans  cesser  de  décrire  son  orbe  s  autoiu-  du 
même  pôle  majeur.  Et  si  c'est  en  cela  qu'on  fait  consister  la  stabilité 
de  la  rotation  autour  de  l'axe  majeur,  on  peut  dire  que  la  o^randeur 
de  ce  fuseau  en  est  en  quelque  sorte  la  mesure.  Et  l'on  voit  de  même 
que  l'étendue  du  fuseau  supplémentaire  est  la  mesure  de  la  stabilité  de 
la  rotation  autour  de  l'axe  mineur. 

i8.  Actuellement,  si  l'on  suppose  que  l'un  de  ces  deux  axes,  te! 
que  a,  diffère  peu  de  l'axe  moyen,  le  fuseau  qui  lui  répond  est  très- 
petit,  et  le  fuseau  supplémentaire  est  très-grand.  L'axe  peu  différent 

i3.. 
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de  l'axe  moyen  a  donc  très-peu  de  stabilité,  et  l'autre  axe  en  a  beau- 
coup. 

li  n'est  donc  point  exact  de  dire,  comme  on  le  fait  d'ordinaire, 
que  si  l'axe  instantané  est  un  peu  écarté  de  l'axe  principal  qui  répond, 
soit  au  plus  petit,  soit  au  plus  grand  moment  d'inertie  du  corps,  il 
s'en  éloignera  très-peu  et  ne  fera  que  de  petites  oscillations  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement:  car  si  le  moment  d'inertie  relatif  à  cet 
axe  diffère  peu  du  moment  moyen,  le  pôle  instantané,  par  un  petit 
dérangement ,  pourra  sortir  du  petit  fuseau  où  il  est  actuellement,  pour 
tomber  dans  le  fuseau  voisin  et  y  aller  décrire  son  orbe  s  autotn-  de 
l'autre  axe;  ou  même,  s'il  n'est  déplacé  que  dans  l'intérieur  du  petit 
fuseau  qui  lui  répond ,  il  peut  encore  y  décrire  un  orbe  s  étroit  et  fort 
allongé,  et,  par  conséquent,  faire  de  très-grandes  oscillations  départ 
et  d'autre  du  pôle  principal  d  où  on  l'a  écarté. 

Dans  les  corps  où  l'un  des  moments  extrêmes  d'inertie  diffère  peu 
(lu  moment  moyen,  et,  par  conséquent,  où  l'ellipsoïde  central  du 
corps  est  presque  de  révolution  autour  de  l'un  de  ses  axes,  la  stabilité 
de  la  rotation  n'est  donc  vraiment  assurée  que  poin-  cet  axe.  C'est  le 
cas  de  la  terre,  dont  la  rotation  est  très-stable  autour  de  son  axe  ac- 
tuel, et  le  serait  très-peu  autour  du  troisième  axe  qui,  comme  on  le 
sait,  diffère  très-peu  de  l'axe  moyen. 

Si  cette  différence  est  tout  à  fait  nulle,  en  sorte  que  Tellipsoide 
central  du  corps  soit  exactement  de  révolution,  il  n'y  aura  de  stable 
que  l'axe  de  ce  sphéroide ;  car  il  est  clair  qu'aucun  des  autres  axes 
|)rincipaux  (qui  sont  ici  tous  les  diamètres  de  l'équateur)  ne  peut  avoir 
de  stabilité.  Et  en  effet,  si  le  pôle  instantané  tombe  actuellement  sur 
l'équateur,  et  que,  par  une  cause  quelconque,  il  en  soit  un  peu  écarté 
à  gauche  ou  à  droite,  il  ne  restera  plus  immobile;  mais  il  ira  décrire 
sur  la  surface  de  l'ellipsoïde  lui  cercle  s,  parallèle  et  presque  égal  à 
l'équateur  :  d'où  l'on  voit  que  le  pôle  instantané  aura  dans  le  corps 
un  mouvement  très-considérable.  Mais,  d'iui  autre  côté,  il  est  bon  tie 
remarquer  (pi'il  n'en  aura  qu'un  trcs-petit  dans  res|);ice  absolu;  car 
le  cercle  fixe  o,  qu'il  décrira  dans  l'espace,  aura  pour  rayon  la  très- 
petite  distance  IP  de  ce  pôle  I  au  pied  P  de  la  perpendiculaire  abaissée 
(lu  centre  sur  le  plan  tangent  en  I.  Ainsi  l'axe  instantané  01,  qui,  dans 
le  cor[)s,  décrira  la  surface  d'un  cône  très-ouvert  et  pres([ue  plan,  ne 
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décrira  dans  l'espace  qu'un  cône  de  ba«e  très-petite,  et  paraîtra  ainsi 
comme  immobile  dans  l'espace  absolu. 

Il  n'y  a  qu'un  seul  cas  d'exception  à  cette  instabilité  d'un  axe  prin- 
cipal situé  dans  le  plan  de  l'équateur  :  c'est  celui  où  le  pôle  instan- 
tané serait  porté  du  point  de  l'équateur  où  il  est  actuellement,  en  un 
autre  point  du  même  équateur;  car  alors  il  y  resterait  immobile, 
comme  il  aurait  fait  dans  sa  première  position  si  on  ne  l'en  avait  point 
écarté .  > 

49.  Enfin,  si  les  trois  axes  principaux  du  corps  sont  égaux  entre 
eux,  et  que  l'ellipsoïde  central  devienne  ainsi  une  spbère  parfaite, 
tous  les  axes  sont  également  stables ,  ou  en  quelque  sorte  indifférents 
à  tout  déplacement  accidentel  qui  pourrait  survenir.  Car,  si  l'axe 
instantané  est  porté  du  lieu  où  il  est,  dans  un  autre,  il  y  reste, 
et  redevient  immobile  et  dans  le  corps  et  dans  l'espace  absolu. 

V. 

Des  noms  qu'on  pourrait  donner  aux  deux  courbes  s  et  a  r/écrites  par 
le  pôle  instantané  de  rotation. 

50.  Si  l'on  considère  un  corps  pesant,  de  telle  figure  qu  on  voudra, 
qui  ait  été  lancé  d'une  manière  quelconque  tlans  l'espace,  et  qu'on 
fasse  abstraction  du  mouvement  progressif  qui  l'emporte,  pour  ne 
plus  voir  que  la  rotation  de  ce  corps  sur  .son  centre  de  gravité,  il  est 
clair  que  cette  rotation  est  exactement  la  même  que  si  le  corps  était 
libre,  ou  dépourvu  de  toute  pesanteur:  car  les  forces  parallèles  de 
la  gravité,  qui  agissent  à  chaque  instant  sur  les  molécules  de  ce 
corps,  se  réduisant  toujours  à  une  force  unique  qui  passe  par  le 
centre,  il  n'en  résulte  aucun  couple  accélérateur  qui  puisse  altérer  la 
rotation  du  corps  autour  de  ce  point.  Il  ne  reste  donc,  pour  fiaire 
varier  l'axe  instantané,  que  le  seul  couple  g  dû  aux  forces  centrifuges 
qui  naissent  de  la  rotation  même,  comme  dans  le  cas  d'un  corps  en- 
tièrement libre  de  toute  action  étrangère. 

On  voit  donc  que  les  courbes  s  el  a  que  le  pôle  instantané  décrit , 
l'ime  sur  l'ellipsoïde  central  du  corps  ,  ou  dans  l'espace  relatif,  l'autre 
sur  le  plan  fixe  du  couple  ,  ou  dans  l'espace  absolu,  sont  deux  courbes 
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remarquables  que  la  nature  nous  offre  à  chaque  instant  dans  le  mou- 
vement des  projectiles;  et,  par  cette  raison  naturelle,  il  nous  semble 
que  chacune  d'elles  mériterait  d'avoir  un  nom ,  aussi  bien  que  la 
courbe  décrite  par  le  centre  de  gravité  du  corps,  et  qui  est ,  comme 
on  le  sait,  une  parabole. 

Je  proposerais  donc  de  donner  à  l'une  et  à  1  autre  le  nom  de 
polhodie\*'\,  en  appelant  la  première  s  la  polhodie  relative,  et  la  se- 
conde <7  la  polhodie  absolue  Ou  ,  si  Ton  voulait  distinguer  ces  deux 
courbes  par  leur  forme  particulière,  on  donnerait  à  l'orbe  elliptique 
et  fermé  s  le  simple  nom  de  polhodie;  et,  à  la  courbe  plane  et  on- 
dulée (7,  celui  de  herpolhodie[**],  afin  de  rappeler,  avec  l'idée  du 
pôle  qui  la  décrit,  cette  propriété  qu'elle  a  de  serpe/iter  eu  circulant 
autour  d'un  centre  fixe. 

VI. 

Équations  différentielles  de  ces  courbes. 

31.  L'équation  de  la  polhodie  est  facile  à  trouver  :  car  x ,  j\  z 
étant  les  coordonnées  du  pôle  qui  décrit  l'orbe  a-  à  la  surface  de 
l'ellipsoïde  central,  on  a  d'abord  (n"  281 

x'  Y'  Z' 

a-         b'        c' 

et,  par  hypothèse, 

.r'  -H  r^  -f-  z'  =  «% 

en  désignant  par  u  le  rayon  vecteur  émané  du  centre. 

Ou  bien ,  si  l'on  tire  de  ces  trois  équations  les  valeurs  séparées  de 


[*1  Route  du  pôle,  de  sroAsr  et  oiTof. 

[**]  Route  serpentante  du  pôle,  <lf  ipvai.  Suivant  Ips  règles  procises  de  l'ttvuio- 
logie,  il  faudrait  dire  pol/ur/m/iodic ;  mais  pour  plus  de  simplicité,  et  surtout  plus 
'l'fuphonic,  il  vaut  bien  mieux  s'en  tenir  à  la  première  dénomination. 
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jc^,  j-,  z*,  on  a  ces  transformées  équivalentes  : 

^__p  _(.... .--)], 


(a'—  f 


(      -  /      .  A-  'l'b-'W 


a'\{h 


Or,  qu'on  différentie  ces  équations,  et  qu'on  en  tire  les  valeurs  de 
rJx ,  dj,  (h  en  u  et  du,  pour  les  substituer  dans  l'expression 


ds  =  \jdx^  -+-  dy^  +  dz- , 

et  l'on  aura,  entre  les  variables  s  et  «,  l'équation  cherchée  de  la 
polhodie  s. 

Si,  dans  cette  équation,  on  change  simplement  ds  en  rfcr,  et  it^  en 
1'^  +  Z?^,  ce  qui  donne 

H  du  =  f  f/t'  , 

on  aura  l'équation  de  l'herpolhodie  entre  son  arc  a  et  le  rayon  vec- 
teur V,  émané  du  centre  P  de  cette  courbe  plane. 

Enfin  ,  si  l'on  nomme  y  l'angle  que  le  rayon  vecteur  v  fait  avec  une 
droite  fixe  quelconque  menée  dans  le  plan  de  cette  courbe,  on  aura 
évidemment  l'équation 

r/ff-  =  v-dip^  -h  dv^  ; 

de  sorte  qu'en  y  mettant,  au  lieu  de  de,  son  expression  en  v  et  di', 
tirée  de  la  précédente,  on  aura  l'équation  de  l'herpolhodie  entre  son 
rayon  vecteur  t»  et  l'angle  f  qu'il  décrit  autour  du  centre;  ou  ce  qu'on 
appelle  l'équation  polaire  de  la  courbe. 

Tous  ces  calculs  n'ont,  comme  on  voit,  aucune  difficulté;  mais 
avant  de  les  développer,  il  est  bon  d'employer  quelques  abréviations 
analytiques  que  j'indiquerai  tout  à  l'heure,  et  de  commencer  surtout 
par  une  remarque  essentielle  sur  les  premières  données  de  notre 
analyse. 
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Remarque  I. 
Sur  les  données  de  cette  analyse. 

32.  Les  trois  premières  sont  les  rayons  principaux  a,  b,  c  de 
l'ellipsoïde  central;  et  ces  lignes  sont  toujours  données  par  la  nature 
du  corps,  puisque  ce  sont  trois  lignes  réciproques  aux  bras  de  l'inertie 
de  ce  corps  autour  de  ses  trois  axes  principaux.  Nous  les  supposerons 
toujours  rangées  dans  cet  ordre  de  grandeur 

a>  h  >  c. 

Il  est  évident  que  a  est  le  plus  grand  de  tous  les  rayons  de  l'ellip- 
soïde, et  qu'il  est  unique;  que  c  est  le  plus  petit ,  et  qu'il  est  unique; 
qu'enfin  b,  perpendiculaire  au  plan  de  ces  deux -là,  est  un  rayon 
mojen  qui  est  aussi  unique,  mais  seulement  par  sa  position,  et  non 
point  par  sa  grandeur  :  car  il  est  aisé  de  voir  qu'il  y  a  dans  l'ellipsoïde 
une  infinité  de  rayons  de  même  grandeur  h,  et  que  ces  rayons  égaux 
forment  les  deux  plans  singuliers  qui  donnent  les  deux  sections  cir- 
culaires de  l'ellipsoïde;  sections  inclinées,  au  plan  {ah),  d'un  angle 

dont  la  tangente  est  ±:  \\/ jrïr^,  (i"  partie,  n"  74). 

Actuellement,  par  la  définition  même  de  l'ellipsoïde  central,  les 
trois  moments  principaux  tTinertie  du  corps  sont  entre  eux  comme  les 

trois  quantités   -^,    '  .  -^,»   et  sont  ainsi  rangés  dans  l'ordre 

Mais,  par  la  nature  des  moments  d'inertie  d'un  corps  autour  de  trois 
axes  rectangulaires,  il  est  clair  qu'un  quelconque  de  ces  moments  est 
toujOTUs  plus  petit  que  la  somme  des  deux  autres.  Or.  d'après  l'ordre 
qu'on  vient  d'établir,  cette  condition  d'inégalité  se  trouve  déjà  exprimée 
pour  chacun  des  deux  moments  ~,  j^:  mais  elle  ne  l'est  point  pour 
le  dernier  uiomeiil  ^  ipu  est  If  plus  grand  des  trois.  Il  faut  donc,  m- 
deperidamnifiil  de  la  douhli    mégalité 

a>  l>>  c. 
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poser  encore  celle-ci  : 

c'        a'         b 


qui  revieiU  à 


^        ab 


33.   On  voit  par  la  géométrie  que  -   est  la  longueur  de  la 

perpendiculaire  abaissée  de  l'angle  droit  sur  l'hypoténuse,  dans  un 
triangle  rectangle  dont  a  et  b  seraient  les  deux  côtés.  L'inégalité  pré- 
cédente revient  donc  à  dire  que  l'axe  mineur  c  d'un  ellipsoïde  central 
doit  toujours  être  plus  grand  que  cette  perpendiculaire  :  de  sorte  que 
cet  axe  mineur  ne  peut  s'étendre  que  depuis  la  longueur    ,  de 

\ja''-\-  6' 

cette  perpendiculaire  jusqu'à  celle  de  l'axe  moyen  h. 

Il  résulte  de  là  que  l'ellipsoïde  central  peut  être  un  ellipsoïde  plus 
ou  moins  allongé,  et  même  allongé  jusqu'à  Vinfini,  auquel  cas  les 
deux  petits  axes  h  et  c  deviennent  égaux;  mais  il  ne  peut  être  indéfini- 
ment aplati ,  puisque  l'axe  mineur  c  doit  toujours  surpasser 


ab  :  \/a^  -h  b^. 

Si  l'ellipsoïde  est  de  révolution  autour  de  son  petit  axe,  ou  si  l'on 
a  b=:a,  le  sphéroïde  central  ne  peut  donc  s'étendre  que  depuis  la 

sphère ,  jusqu'au    sphéroïde  aplati  dont  l'axe  est   la   fraction  — ^  du 

rayon  de  l'équateur. 

54.  Ainsi,  quoi  qu'il  y  ait  dans  la  nature,  ou  qu'on  puisse  y  conce- 
voir des  corps  de  toutes  les  constitutions  et  de  toutes  les  figures  pos- 
sibles; il  n'y  a  point  d'ellipsoïdes  centraux  de  toutes  les  formes  pos- 
sibles, c'est-à-dire  qn'il  ne  serait  pas  permis  de  se  donner  les  trois  axes 
d'un  ellipsoïde  central  dans  une  proportion  arbitraire.  On  peut  bien 
prendre  à  volonté  les  deux  premiers  a  ei  b;  mais,  une  fois  qu'ils  sont 
donnés,  il  faut  que  le  petit  axe  c  soit  pris  plus  grand  que 


^n-  -h  é' 

sans  quoi  l'ellipsoïde  central  qu'on  aurait  supposé  dans  l'analyse  ne 
pourrait  appartenir  à  aucun  corps  existant  ni  pouvant  exister  dans  la 
nature.  Cette  remarque  est  importante,  car  en  la  perdant  de  vue  dans 
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l'interprétation  des  formules  analytiques,  on  s'exposerait  à  regarder 
comme  réelles  des  propriétés  de  mouvement  qui  n'appartiendraient 
qu'à  des  corps  imaginaires. 

oa.  Après  les  trois  rayons  principaux  a ,  b ,  cde  l'ellipsoïde  cen- 
tral ,  vient  une  quatrième  donnée  h  :  c'est  la  perpendiculaire  abaissée 
du  centre  sur  le  plan  du  couple  impulsif,  supposé  tangent  à  la  sur- 
face de  cet  ellipsoïde;  et  la  seule  chose  à  remarquer  sur  cette  donnée  fi , 
c'est  qu'elle  est  toujours  comprise  entre  les  deux  rayons  extrêmes  a 
et  c.  Car,  étant  comparée  au  rayon  u  qui  va  du  centre  au  point  de 
contact,  elle  est  plus  courte  que  ce  rayon  oblique,  et  à  plus  forte 
raison ,  que  le  rayon  majeur  a  qui  est  le  plus  grand  de  tous  les  rayons 
possibles.  D'un  autre  côté,  comme  cette  perpendiculaire  h  a  son  pied 
hors  de  la  surface  de  l'ellipsoïde,  elle  est  plus  grande  que  le  rayon 
mineur  c  qui  est  le  plus  petit  de  tous  les  rayons.  Ainsi  l'on  a  toujours 
cette  double  inégalité 

a  >  h>  c. 

Abréviations  ana Ij  t iq ues . 
î>6.   Pour  abréger  les  calculs,  je  ferai 

b^  -h  c^ TT  =  «■, 

n' 


/5S 


2         , ..        a'b- 


où  je  remarquerai  d'abord  que  les  trois  quantités  désignées  par  a^, 
/5^,  7^  sont  toujours  positives. 

Car,   en   premier  lieu,  à  cause  de  Ir   toujours   >  c^ .  il  est  clair 
que  a*  et   ^^  sont  toujours  positijs.   Ensuite,   comme  on  doit  avoir 

1)11  a,  par  conséquent, 

//■'  >  a-b'  :  («■•'  +  h-), 

cl  il  en  résulte  que  la  troisième  quantité  /■  est  aussi  positive  ;  car,  en 
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donnant  à  /r  une  valeur  quelconque  qu'elle  puisse  avoir,  et  que  je 
représente  par 

il  vient 

toujours  positif. 

Ainsi  a,  jS,  y  seront  toujours  trois  lignes  réelles  comme  les  rayons 
a,  h,  c  de  l'ellipsoïde  central  :  la  dernière  seule  7  peut  devenir  nulle, 
et  le  devient  dans  le  cas  particulier  de  Ji  =  ab  :  y/a-  +  b^  ;  ce  qui  est 
au  fond  le  cas  de  h  =^c,  puisque  c  est  nécessairement  compris  entre  k 
et  ab  :  \n^  -{-  h'^. 

57.  Maintenant,  si  l'on  prend  les  différences  de  la  quantité  fi'^  à 
chacune  des  deux  autres  a"  et  y^,  on  trouve 

fi'  -    rjr~  =  '1-lS.   (rt^  _    ^2)    >    o, 

/î^-  f  =  'L=lJ^(^b'-c')>o; 
d'où  l'on  voit  que  |3  est  toujours  la  plus  grande  des  trots  lignes  cf.. 
Si  l'on  prend  ensuite  la  différence  entre  a*  et  y-,  on  trouve 

'/■  -  «■  =  —fiT-  («•  -<--). 

différence  qui  est  positive  ou  négative,  selon  que  h  est  plus  grand  ou 
plus  petit  que  b. 

Les  trois  lignes  a,  /S .  y  sont  donc  toujours  ra-ngées  ainsi  qu'il  suit  : 
r".   Pour  !}>  b,  dans  cet  ordre  :   /5  >  y  >  a  ; 
2".   Pour  h  <b,   dans   celui-ci  :    /S  >  a  >  y. 

Remarque  II. 

Maxima  et  minima  des  rayons  vecteurs  de  ta  polhodic. 

ii8.    I^es  trois  lignes  a,  /5,  y  ne  sont  pas  seulement  propres  à  sini  • 

.4.. 
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plifier  les  expressions  de  notre  analyse,  mais  elles  ont  encore  une 

signification  remarquable  clans  le  problème  qui  nous  occupe. 

Et  en  effet,  par  les  trois  équations  précédentes  de  l'orbe  s,  entre 
le  rayon  vecteur  u  et  chacune  des  trois  coordonnées  x,  j,  z,  il  est 
aisé  de  voir  que  |3  est  le  plus  grand  des  rayons  vecteurs  u  qui  vont  du 
centre  à  cet  orbe  ou  polliodie  s.  Car,  i°,  en  faisant  i^  =  |3,  ces  trois 
équations  sont  satisfaites,  et  ne  conduisent  qu'à  des  valeurs  positives 
de  o-^.  j-,  z^;  mais  i°,  toute  valeur  de  u  >  (i  rend  1'/^  négatif,  et. 
partant,  1'^  imaginaire,  et  ne  peut  ainsi  appartenir  comme  rayon  à 
l'orbe  s. 

Le  rayon  n  =  [i  est  donc  le  rayon  maximum;  et  connue  il  répond 
à  j-  !=  o,  on  voit  qu'il  tombe  toujours  dans  le  plan  principal  de  l'el- 
lipse moyenne  {ac). 

(^uant  au  rayon  minimum,  il  faut  distinguer  deux  cas  : 

i".  Si  h  y-  h ,  ce  rayon  minimum  est  la  ligne  y;  car  toute  valeur 
de  M  <  y  conduirait  à  z^  négatif,  et,  partant,  à  z  imaginaire.  La  ligne  7 
est  donc  alors  le  rayon  minimum,  et  comme  il  répond  à  z=  o,  on 
voit  qu'il  tombe  dans  le  plan  de  l'ellipse  majeure  [ab). 

Enfin,  dans  ce  même  cas  de  //  >  è ,  on  voit  que  la  troisième  ligne  a. 
ne  peut  appartenir  comme  rayon  à  aucun  des  points  de  l'orbe  i^  :  car, 
en  prenant  la  différence  entre  h^  et  a^,  on  trouve 

A' 

ilOii  il  résulte,  à  cause  de  h  >  h  par  hypothèse,  que  la  ligne  a.  est 
alors  <  h ,  et,  par  conséqiient,  ne  peut  être  un  des  rayons  de  l'orbe  s. 
2°.  Si  h  <ih ,  c'est  au  contraire  la  ligne  a  qui  est  le  rayon  minimum, 
lequel  répondant  à  j:  =  o,  tombe  dans  le  plan  de  l'ellipse  mineure  [hc) ; 
et  l'autre  ligne  y,  qu'on  trouve  alors  <  h ,  ne  peut  appartenir  comme 
rayon  vecteur  à  aucun  point  de  l'orbe  s. 

Suite  des  abréviations. 
.'iîJ.   Nous  emploierons  les  trois  lettres  e,  e' ,  e",  pour  désigner  les 
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excentricités  respectives  des  ellipses  principales  {ab),  {hc),  {ac),  de 
l'ellipsoïde  central. 

Mais,  comme  les  carrés  a",  b"^,  c'-  sont  rangés  dans  cet  ordre 
a"^  >  /'^  >  c-,  si  l'on  commence  par  poser  a^  —  h^  ^  e^,  et  puis 
h^  —  c^  =  e'^,  il  faut,  pour  avoir  de  la  symétrie  dans  les  calculs, 
suivre  encore  le  même  ordre,  et  prendre  ainsi,  non  pas  a*  —  c-,  mais 
c'  —  «^  =  e"*.  Seulement,  comme  on  a  6^^  <  n-,  il  faudra  se  rappeler 
que  ce  n'est  point  e"^,  mais  bien  —  e"^,  qui  représentera  !e  carré  dt- 
l'excentricité  de  l'ellipse  moyenne  {ac). 

Nous  poserons  donc,  pour  la  symétrie  des  expressions, 

rt^  -  A*  =  e% 

6^  —  c-  =  e'^. 

f=  -  rt*  =  e"\ 
et  nous  ferons  le  produit 

e^  e'^  e"-  =  —  e*^. 

Relations  entre  les  quantités  désignées  par 
a''',     /3-,     y-,     e-,     e'-,     e"'-. 

HO.  Par  les  abréviations  qui  précédent,  les  trois  équations  (  A) , 
(n"  51),  qui  ont  lieu  entre  u  et  chacune  dos  coordonnées  jc ,  y,  z  de 
l'orbe  s,  prennent  cette  forme  très-siuiple  : 

u,\. 

i£^  x^  =  a''  e'-  [lû  —  a-  ) , 
s"  z*  =  c"  e^  [11^  —  -f). 
Or  ces  équations,  étant  ajoutées  ensemble,  donnent 

=  (rt'e'^-f-  h'e"'  -+-  c''e^)it'  —  [a' e''' a'  -4-  h' e"'' fi'*  +  c'e^'f); 
donc,  à  cause  de 
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on  a  ces  deux  premières  relations, 

a*  e''  cf}  -t-  h*  p"^  ^^  ■+■  cV^Y^  =  o. 

Si  l'on  divise  respectivement  les  trois  mêmes  équations  (A),  la  pre- 
mière par  rt^,  la  seconde  par  h^,  la  troisième  par  c^,  et  qu'on  ajoute, 
on  trouvera 

'  a-         b-        c-  ! 
=  ( a^  p'^  -!-  b^  p "^  4-  c-  e-^  u^  —  («-  c'^  a'^  -t-  b'^  e"'^  {j^  +  c*  e*  'f  )  ; 

donc ,  à  cause  de 


le  premier  membre  se  réduit  à  s"  et,  par  conséquent,  le  second 
membre  devant  aussi  se  réduire  à  ;".  quel  que  soit  «,  il  faut  qu'on 
ait  ces  deux  nouvelles  relations, 

<7*<^'°  -!_  b^  e"^  -\-  c'^e^  ^  o, 
a-  p'-  y.-  -f-  A^  p'"^  fi-  -+-  c"  e-  y-  =  —  s"*. 

Les   mêmes  équations  étant   divisées  respectivement,   la  première 
par  a%  la  seconde  par  b',  la  troisième  par  c*,  donnent 

donc ,  à  cause  de 

x'         y-         j-  I 

h f-      -  =:  —  1 

rt'  h'         c'  h 

le  premier  membre  se  réduit  à  —  ;  et,  par  conséquent,  le  second  de- 
vant se  réduire  aussi  à  p,  quel  que  soit  u.  on  a  ces  deux  nouvelles 
relations, 

Amsi,  en  employant,  pour  abréger,  le   signe  somme  1,  on  a  les 
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six  relations  suivantes  : 

(i)                la'e'^  =  i\ 

(^) 

2  a*e'^  a''  =  o, 

(3)            1  a^ e'^- a^  ^  -  i.\ 

(4) 

là'e"'=:  o 

(5)                  ^cre-==jf. 

(«) 

le'''  =  o 

qui  serviront  à  réduire  les  expressions. 

Hl.  Nous  ferons  encore,  pour  la  facilité  de  l'analyse, 

ih-^  _  a^)  ^h'  -  fy']{¥  -  c')  =  h'  -  Ah'  -h  B/?^  -  C  =  D, 

ce  qui  donne 

A  =  a^  -\-  h-  -¥-  c-, 

B  =  à'h^+b^c^  +  c'a'. 

C  =  a-h''c\ 

P  =  a=  +  i3^  +  7% 

Q  =  a"-p='  +  |S^7^  + •/^a% 

R  =  a^/3=7^ 

Et,  si  Ion  veut  exprimer  P,  Q,  R  en  A,  B,  C,   on  trouvera  ces  re- 
lations 

2AA'  — B 

_  (  A'  +  B)  ^'  —  (  AB  +  3  c  )  /^^  +  AC  :.;   -  :. .  r.) 

Q—  ^,  "  V    ;•>!■. 

AB  —  C  )  A»  —  i  B=  +  AC  )  A'  -(-  2  BC  /r  —  C- 


R 


(>2.    Au  reste,  comme  on  a 


h    —  «■*  =  — 
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il  en  résulte  (en  faisant  le  produit)  qu'on  a  entre  les  deux  polynômes 
désignés  par  D  et  A,  la  relation  très-simple 

A  =  D=  :  h''. 

Tous  ces  préliminaires  étant  posés,  passons  au  développement  des 
calculs  indiqués  au  commencement  de  ce  paragraphe. 

•^    Equation  de  la  polhodie  entre  l'arc  s  cl  le  rayon  vecteur  u. 

65.   Les   trois  équations  (A)  du  n"  60,  étant   différentiées,   nous 
donnent 

,    j  a'e'^ ■ii'flir  ,   ^  b'e'"'  u-du^  ,  j  c' c' . u' du'' 

^ '«^    —  "T^ — ; rr  '        ai'     ^=  — ; — — :  î        az    —  —~y    I        TT  ' 

e{ir-—a})        -^         tHtû  —  ^')  t''{iv'—f) 

on  a  donc,  en  ajoutant, 

j  ,         u' du'  I    o'e"  b*e"'  c' c-     \ 

^^  =  —T- +  -1 — T,  + ;    "• 

OU  bien,   si   l'on   réduit  au   même  dénominateur  et  qu'on  ordonne  le 
numérateur  suivant  les  puissances  de  z/°,  on  aura 


P"7= 


OÙ  l'on  peut  reconnaître  à  priori  que  le  numérateur  doit  avoir  tous  ses 
termes  divisibles  par  £°  ;  car  il  est  facile  de  voir  que  chacun  des  coeffi- 
cients 2«V^,  2fl*e'*(P*  +  7*),  2  aV^p*  7^,  s'évanouit  en  y  faisant 

soit     e*  =  o     ou     «^  =  />', 
soit     e'^  =  o     ou     A'^  =  c', 
soit     e"^=  o     ou     c^  z=  a"^; 
et  que,  par  conséquent,  il  est  actuellement  divisible  par  le  produit 

Mais  il  s'agit  ici  de  trouver  le  quotient  sans  faire  la  division. 
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Or,  d'après  la  relation  (i),  on  a  d'abord 

1  a*  e'^  —  eV 
Ensuite,  le  coefficient 

(si  l'on  y  met,  au  lieu  de  /3^  +  -y^  sa  valeur  P  —  a^)  prend  la  forme 

quantité  qui,  d'après  les  relations  (i)  et  (4),  se  réduit  à  s"  P.   Ainsi 
l'on  a 

Enfin  ,  le  dernier  coefficient 

1  a'  e'-  jS^  f 

(  si  l'on  y  met  pour  j5^  -f  sa  valeur  Q  —  a^  (]3^  +  y-  ) )  se  change  d'abord 
en 

Q2rtV"  -  2fl*e''a'(j3--f-  ^2)=  £«Q  _  1  a' e'""  oi' [V  ~  a') , 

ou  ,  par  la  relation  (4), 

or,  si  l'on  met,  pour  [d'à-),  sa  valeur 

ce  coefficient  devient 

s'Q  +  (B  -  ^)  la^e'-a-"  -  Cla-e'-, 


h 
d'où,  par  les  relations  (3)  et  (  5),  on  conclut  enfin  ,  ,,  ,   ,„, 

On  aura  donc,  en  substituant  ces  valeurs,  et  supprimant  le  facteur 
coniiiuui  î", 

I    (H'-«')(«>-p>)(„>-y')J 
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ou,  en  tirant  la  racine  carrée,  et  mettant   le  dénominateur  sous   la 
forme  u^  —  Pu*  -h  Qtr  —  R, 


ds  =  udu\ — -— - 

y  u^  —  P  ;<' 


Q—  B+2C:A= 


'  +  Qm-— R 

ce  qui  est  l'équation  cherchée  de  la  polhodie  s. 
64.   Dans  le  cas  singulier  de  A  ^  è,  ce  qui  donne 
a  =  'j  =  h,     V  =  ih-+^'     et     Q  -  B  +  2  C  :  A^  =  i^' (>= 
l'équation  devient 


ds  =  M  du  \    — — ■  .  .  ,  ^  ' 


c'est,  en  effet,  entre  l'arc  et  li'  rayon  vecteur  émané  du  centre, 
l'équation  différentieilo  d'iuie  ellipse  aux  rayons  principaux  b  et  fi , 
ce  qui  s'accorde  entièrement  avec  ce  qu'on  a  vu.  et  confirme  ainsi 
notre  analyse. 

On  a  donc,  pour  l'intégrale  de  l'équation  précédente,  s  égal  à  la 
longueur  de  l'arc  correspondant  au  rayon  u  dans  une  ellipse  dont  les 
rayons  |)rincipaux  sont  A  et  jS  :  ce  qu'on  peut  indiquer  de  cette  ma- 
nière , 

i-  =  arc  (ray  =  u)         (ellipse  b,  (3). 

Équation  de  l'herpolhndie  a. 

(>.'».  Si  dans  l'équation  précédente  on  change  simplement  ds  eu  da. 
et  n'^  en  \>'  -\-  //",  ce  qui  donne 

udu  =  vdv , 
on  aura  sur-le  champ 


pour  l'équation  de  riieri)ollio(lie  entre  son  arc  a  et  le  rayon  vecteur  v 
émané  du  centre  de  cette  courbe  plane. 
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Equation  polaire  de  la  même  courbe. 

6(>.  En  nommant  (p  l'inclinaison  du  ra^'on  vecteur  v  sur  luie  droite 
fixe  quelconque  menée  dans  le  plan  de  la  courbe ,  on  a  évidemment 

do-  =  v^d'ii"^  +  ds>- , 

d'où  l'on  tire 

,            vda"-  —  dv' 
ddf  =r-. 

Il  ne  s'agit  donc  que  de  mettre  clans  cette  équation,  au  lieu  de  do, 
son  expression  précédente  en  v,  pour  avoir  l'équation  de  l'her- 
polhodie  entre  son  rayon  vecteur  v  et  l'angle  ©  qu'il  décrit  autoin-  du 
centre  de  cette  courbe 

Or,  si  l'on  fait  cette  substitutioji ,  qu'on  réduise  au  même  dénomi- 
nateur, et  qu'on  ordonne  le  numérateur  par  rapport  aux  puissances 
de  i'^,  on  trouve,  en  changeant  à  la  fois  les  signes  des  deux  termes  de 
la  fraction  , 

,     _d^'      /Fp' -I- (  2 //' —  PA'— B  +  lC:  /?-W'=-f-f^«  — P/j'-t-QA=—  R) 

'  ®  —  7  V  R  -  Q(-'-H  /'=)  -H  p(,.  -f- A')'-  (.■'+  h-y 

Or  je  remarque  que  le  mmiérateur  de  la  traction  soumise  au  radical 
est  un  carré  parfait:  car,  en  y  mettant,  au  lieu  de  Vîi\  sa  valeur 
2  A  .^^  —  B,  ce  numérateur  devient 

h-v'  4-  2  ( =7 -j  hv""  +  [h^  —  ?/;"+  QÂ-  _  R), 

ou  (d'aprts  les  abréviations  précédentes  (n"  61)  et  la  relation  A=  —  )  i 

ir  v^  -^  1  —   hv^  +  —  ; 

trinôme  où  l'on  voit  le  carré  parfait  du  binôme  hv'^  -h  — •  On  a  donc 
cette  expression  plus  simple 

' '^  ~  "     v/R-Q(«''-l-A'}  +  P(<.=  -t-A^)=-(.'+/i>;^ 
j)()ur  l'équation  polaire  cherchée. 
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67.   Au  reste,  on  peut  encore  présenter  l'équation  sous  cette  autre 

forme,  où  i'on  ne  verrait  que  le  polynôme  désigné  par  A,  avec  ses 

dérivés  A',  A",  pris  relativement  à  A*. 
Car,  comme  on  a  fait ,  pour  abréger, 

A  =  ^''-  P^*  +  QA^-R, 

si  i'on  fait  de  même 

A'  =  3A*-  2PA^  +  Q 
et 

2A"=  a.  3  A*  -  2P, 

l'expression  précédente  de  da  ,  en  y  mettant  encore,  au  lieu  de  D  :  A^, 
sa  valeur  y  A,  prendra  la  forme 

rfc  hv''  -\-  y/û 


d(f  = 


•\l —  I      y'p^  -f-  A"  c'  -f-  ù'  r'  - 


expression  où  il  faut  remarquer  qu'il  n'y  a,  au  fond,  rien  f l'imagi- 
naire, parce  que  le  polynôme  i'*  +  A"!»*  -t-  A't»-  +  A ,  qui  est  sous  le 
radical,  est  essentiellement  négatif,  comme  le  produit 


auquel  il  est  équivalent  :  de  sorte  que  \J —  i  .  yt'"  +  A"f*  +  A'i'^  +  A 
est  toujours  réel,  tant  qu'on  ne  donne  à  v,  comme  cela  doit  être,  que 
des  valeurs  prises  dans  les  limites  où  elles  sont  naturellement  ren- 
fermées. 

.Si  l'on  fait  v^  =  p,  l'équation  précédente  prend  la  forme 

9.  p  v^ —  I  \/f>'  ■+-  à"  p'  -+■  A'|«/  ■+■  A 

dont  l'intégrale  se  rapporte  évidemment  aux  transcendantes  ellip- 
tiques. 

Cas  sirif^ulier  de  h^=  b,  où  l'herpolhodie  devient  une  spirale. 

(î8.   Quand  on  suppose  h  ^=  h.,  la  polhodie  s  devient,  comme  on 
l'a  vu,  une  ellipse  aux  rayons  principaux  /;  et  |3,  et  dont  l'équation 
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différentielle  est  

ds  =  u  au  .         ,  , ,  ,     ,,,i' 

Si  l'on  fait 

(Is=:da     et     u^'^^'  +  h^, 

on  a  donc,  pour  l'herpolhodie  <7 , 

équation  en  apparence  plus  simple  que  la  première,  mais  dont  l'in- 
tégrale exige  également  la  rectification  d'un  arc  d'ellipse,  car  il  est 
clair  qu'on  a  

CT  =  arc  (ray  =  V^"  +  ^')         (ellipse  b,  ^). 

69.   Mais,  en  v  faisant 


de  =  v^'' <-/?"+  ^'^% 
pour  avoir  l'équation  polaire  de  la  même  courbe ,  on  trouve  l'équa- 
tion différentielle 

dcp  =  o     I  ,  ^       -v 

qui  s'intègre  par  les  logarithmes  :  car,  en  faisant,  pour  abréger, 

c'est-à-dire  en  nommant  n  l'excentricité   de  l'ellipse   roulante  s  qui 
produit  la  courbe  o-,  on  a,  pour  l'intégrale, 

b  . 


^n  -h  sj-'t-  —  I 

OÙ  l'on  suppose  que  l'angle  y  soit  nul  ou  commence  quand  le  rayon 
vecteur  v  est  égal  à  n  ou  Vp'  -  b'  qui  est  sa  valeur  maximum  :  ce  qui 
place  l'origine  au  sommet  de  la  courbe. 

On  a  donc,  en  passant  des  logarithmes  aux  pombres,   • 


e  désignant  ici,  suivant  l'usage,  la  base  des  logarithmes  naturels. 
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Ou  bien,  si  l'on  vent  tirer  t»  en  çi,  on  a 


in 


_  b 


ce  qui  est  la  forme  la  pins  simple  de  Téquation  polaire  de  la  courbe  a 
dan>  le  cas  singulier  dont  il  s'agit. 

70.  Par  cette  expression  de  v  en  y.  on  voit  que  le  rayon  vecteur  i' 
ne  change  point  de  grandeur  quand  on  change  le  signe  de  l'angle  ç  : 
de  sorte  que  la  courbe  jette,  à  gauche  et  à  droite  de  son  sommet, 
deux  branches  parfaitement  égales.  On  voit  encore  que  v  diminue 
lorsque  ç  augmente,  et  que  ce  ra3on  v  ne  peut  toutefois  devenir  nul 
qu'en  supposant  çr  =  \::::  oc  :  d'où  il  résulte  que  la  courbe  est  une  spi- 
rale double  dont  les  deux  branches  continues  font,  en  sens  contraires, 
une  infinité  de  révolutions  autour  du  même  centre,  se  rapprochant 
sins  cesse  de  ce  point,  et  de  plus  près  que  tout  ce  qu'on  voudra ,  sans 
pouvoir  jamais  l'atteindre  :  ce  qui  confirme  tout  ce  qu'on  a  dit  précé- 
demment sur  la  nature  de  cette  spirale. 

Au  reste,  pour  une  précision  parfaite  dans  les  termes,  il  faut  bien 
remarquer  que  le  centre  n'est  pas  à  la  rigueur  un  point  asjmptotique ; 
je  veux  diie,  ne  pourrait  être  regardé  comme  un  cercle  infiniment 
petit  que  la  spirale  tend  sans  cesse  à  venir  toucher.  Car  en  nonunant  y 
l'inclinaison  de  la  courbe  a  au  rayon  vecteur  v  qui  la  décrit,  on 
trouve  aisément,  par  le  triangle  rectangle  formé  sur  les  trois  côtés  du, 
fh>.  i> do,  l'équation 


.     .  b 

SHiy  = 


d'où  l'on  voit  que  si  la  spirale  est  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  i* 

lorsque 

v'  =  fi^  ~  h-, 

c'est-à-dire  au  sommet  de  la  courbe,  elle  y  est  inclinée  partout  ail- 
leurs, et  même  jusqu'au  centre,  puisque,  en  faisant  v=  o,  on  trouve 

.       .         h 
smy=-: 

ce  qui  repond  à  un  angle/  diUérent  d'un  droit,  a  cause  de  b  <  ^. 
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71 .   Je  ne  parle  point  de  ces  cas  particuliers  de  a  =  b,  h  =  c,  où 
l'ellipsoïde  central  du  corps  est  un  ellipsoïde  de  révolution;   car  si 

l'on  a,  par  exemple, 

b  =  c , 

il  s'ensuit  que 

«  =:  ^  :=  Y  =  constante  : 

et  alors  il  est  clair  que  la  polhodie  est  un  cercle  décrit  autour  de 
l'axe  a,  d'un  rayon  —  \/",~  L'i  ^^  l'herpolhodie  est  un  autre  cercle 
décrit  autour  de  l'axe  fixe  du  couple,  d'un  rayon 


y/p^  -  h'  = 


A 


Vil. 

Idée  de  la  détermination  du  lieu  du  corps  au  bout  d'un  temps  donné. 

72.  Après  avoir  reconnu  la  nature  des  deux  courbes  .y  et  cr,  il  est 
naturel  de  chercher  la  vitesse  -y  ou  ^  avec  laquelle  le  pôle  instan- 
tané décrit  en  même  temps  l'une  et  l'autre  :  et  cette  recherche,  qui 
mène  à  celle  du  lieu  du  corps  au  bout  d'un  temps  donné,  n'a  pas  plus 
de  difficulté  que  les  précédentes. 

Pour  nous  en  faire  une  idée,  considérons  les  variables  ^' ,  J ,  z  et  « 
comme  des  fonctions  du  temps  t.  Si  aux  trois  équations  précédentes 
(n°  31)  déjà  posées  entre  les  variables,  on  joint  l'équation  qui  ex- 
prime la  quantité  du  couple  accélérateur  dîi  aux  forces  centrifuges, 

I  / clj:\'i         T7ïy\^  I dz\  ^  ds 

il  sera  facile  d'en  tirer  la  valeur  "-l^  \/  (  7"  )  +  (  7^  )  +  (  7  )    ou  de  — 

en  fonction  du  rayon  vecteur  u  :  de  sorte  qu'on  aura  d'abord  l'équa- 
tion 

(Is  r  /     \  • 

/  désignant  une  certaine  fonction  déterminée  de  u. 

Mais,  par  les  mêmes  équations,  on  trouvera  aussi  d'une  manière 
facile  la  valeur  de  -j-  c"  fonction  du  même  rayon  u  ;  et  de  cette  équa- 
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tion,  qui  ne  sera  qu'entre  les  variables  u  et  t,  on  pourra  passer,  par 
une  simple  quadrature,  à  l'expression  de  u  en  t.  Si  donc  on  met  cette 
valeur  à  la  place  de  u,  dans  l'équation  précédente 

on  aura ,  entre  s  et  t.  une  équation  différentielle  de  la  forme 

le  qui  donnera  la  vitesse  du  pôle  sur  l'arc  s ,  en  fonction  du  temps  t: 
vitesse  parfaitement  égale  à  la  vitesse—  avec  laquelle  le  pôle  décrit 

en  même  temps  l'arc  a  dans  l'espace  absolu. 
De  cette  dernière  équation 

ds         da         -,      . 

où  F(/)  sera  évidemment  une  fonction  périodique,  il  ne  restera  donc 
plus  qu'à  remonter  par  une  seconde  intégration  à  la  longueur  même 
des  t\e\\\  arcs  s  et  a  en  fonction  du  temps  t  employé  à  les  décrire  :  car 
sitôt  qu'on  aura  cette  intégrale,  que  je  représenterai  par 

on  pourra  dire  que  le  problème  de  la  rotation  des  corps  est  entière- 
ment résolu;  c'est-à-dire  qu'on  est  actuellement  en  état  d'assigner  le 
lieu  précis  de  l'espace  où  se  trouvera  le  corps  au  bout  d'un  temps 
quelconque  donné. 

Et,  en  effet,  on  saura  qu'au  bout  de  ce  temps  le  pôle  instantané 
doit  être,  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde  central,  à  l'extrémité  S  de 
l'arc  s  qui  répond  à  ce  temps  donné  l;  et  que  ce  même  pôle  doit  être, 
sur  le  plan  fixe,  à  l'extrémité  1  de  l'arc  g  de  même  longueur  qui  ré- 
pond au  même  temps  donné.  Or,  le  centre  de  l'ellipsoïde  étant  retenu 
iiiunobile  en  O  à  la  hauteur  donnée  h  au-dessus  du  plan  fixe,  on 
n'aura  qu'à  mettre  cet  ellipsoïde  en  contact  avec  ce  plan  de  manière 
qu'il  touche  par  le  |)oint  déterminé  S  de  sa  surface,  et  au  point  dêter- 
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miné  2  du  plan  dont  il  s'agit  :  et  de  cette  manière  l'ellipsoïde  central 
se  trouvera  posé  dans  le  lieu  précis  de  l'espace  où  il  arrive  par  son 
mouvement  naturel  au  bout  du  temps  donné  t. 

On  voit  combien  cette  analyse  est  claire  et  naturelle  :  on  peut  en- 
core la  simplifier  et  la  varier  de  plusieurs  manières  en  considérant 
d'autres  quantités  relatives  à  la  position  du  corps;  il  ne  nous  reste 
donc  qu'à  la  développer,  et  c'est  ce  qu'on  va  faire  dans  la  troisième 
partie  de  ce  Mémoire.  Mais  auparavant,  je  crois  bon  de  rapprocher 
notre  méthode  de  l'analyse  ordinaire;  de  montrer,  par  exemple,  com- 
ment le  seul  théorème  (n"*  15)  relatif  aux  forces  centrifuges,  étant 
traduit  en  analyse  ,  donne  sur-le-champ  les  trois  équations  fondamen- 
tales que  l'on  doit  à  Eider;  et  comment,  de  ces  équations,  qui  étaient 
connues,  on  aurait  pu  tirer  notre  solution  nouvelle,  à  l'aide  de  quel- 
ques simples  transformations  analytiques  :  rapprochement  toujours 
instructif  en  ce  qu'il  éclaire  à  la  fois  les  deux  méthodes. 


CHAPITRE  III. 

ou    L  ON    RAPPROCHE    l'aNALYSE  PRÉCe'dENTE   DE  CELLE  d'eULER. 

Toute  notre  analyse  est  renfermée,  comme  je  l'ai  dit,  dans  le 
théorème  rappelé  ci-dessus,  par  lequel  on  connaît  à  chaque  instant 
l'axe  et  la  grandeur  du  couple  accélérateur  ^  qui  vient  des  forces 
centrifuges,  et  fait  ainsi  varier  l'axe  et  la  grandeur  du  couple  acquis  G 
dont  le  corps  est  actuellement  animé. 

Il  n'y  a  donc  qu'à  traduire  ce  théorème  en  analyse,  pour  avoir  ce 
qu'on  appelle  les  équations  du  mouvement  du  corps;  et  cette  traduc- 
tion, comme  on  va  le  voir,  est  extrêmement  facile. 

Equations  du   mouvement  de  rotation. 

75.  Toutes  les  dénominations  précédentes  étant  conservées,  qu'on 
reprenne  un  instant  les  simples  lettres  A,  B,  C,  pour  désigner  les  trois 
moments  principaux  d'inertie  du  corps. 

Les  trois  quantités  Xp,  Eq,  Cr  seront  les  trois  composants  L,  M ,  N 
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du  couple  G  dont  le  corps  est  animé  :  et  les  rotations  />,'/,  '"  étant 
regardées  comme  des  fonctions  du  temps  t,  les  trois  fonctions  diffé- 
rentielles ou  fluxions  A-r7  B  -^-t  C  ^i  que  ie  dénoterai  plus  simple- 

dt  Ut  ttt     ^        *  •  ^ 

ment  par  A/»,  Biy,  Cr,  seront  les  trois  composants  du  couple  accé- 
lérateur qui  peut  faire  varier  l'axe  et  la  grandeur  du  couple  acquis  G. 
Or  il  n'y  a  ici  d'autre  couple  accélérateur  que  celui  qui  naît  des 
forces  centrifuges  dues  à  la  rotation  même  du  corps,  et  notre  théo- 
rème dit  : 

1°.  Que  l'axe  du  cou{)le  g  est  perpendiculaire  à  l'axe  du  couple 
acquis  G,  ou,  en  d'autres  termes,  que  le  cosinus  de  leur  inclinaison 
mutuelle  est  nul.  On  a  donc,  en  prenant  l'expression  de  ce  cosinus, 
qui  est  évidemment 

A/y.  A/>  4- B<7.Bf/ -H  Cr.Cr 

__  , 

et.  l'égalant  à  zéro, 

(r)  A^/J/;  H-  B^^fy  +  C^rr  =  o. 

ce  qui  est  la  fiieinière  éiiudtion  du  mouvement. 

■i." .  Le  même  théorème  dit  ([ue  l'axe  de  ce  couple  g  est  aussi  perpen- 
diculaire à  l'axe  instantané  de  la  rotation  actuelle  S  dont  les  trois  pro- 
jections sur  les  axes  principaux  sont  respectivement  p ,  </,  r.  On  a 
donc,  comme  ci-dessus,  en  prenant  le  cosinus  de  l'inclinaison  mu- 
tuelle et  l'égalant  à  zéro  , 

(2)  A/;/7  +  B^f/  -)-  G/v  —  o, 

seconde  équation  du  mouvement. 

')".  Enfin,  le  même  théorème  dit  que  l'on  a,  pour  la  grandeur  du 
couple^',  le  produit  (îe  G  |)ar  6  sin  /  ;  ce  qui  donne  l'équation 

l^2  =  (i^e'(l  -  co%'i). 

i  étant  rinclinaison  de  G  à  5.  Donc,  en  mettant  au  lieu  de  G-,  6'^ 
cos''  /,  leurs  valeurs  en  p ,  (]  ,  i\  et  pour  g-  son  expression  générale 
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on  aura 

i3)  ...AV'+B'7'  +  C^''  =  (A-H)y^/^-l-(B-C)^(/^^  +  lC-A)V^;% 

troisième  et  dernière  équation  du  mouvement. 

Corollaire. 

7i.   Si,    (le   ces  trois   équations,   on   tire  les  valeurs  séparées   de 
\p,  Bç,  Cr,  on  trouve  sur-le-champ  ces  transformées  équivalentes  : 

A^  =  (B-C)7r, 
^q  =  {C-\)pr, 
Cr={\-B)pq; 

ce  sont  les  équations  à'Euler,  et  qui  se  trouvent  ainsi  démontrées 
de  la  manière  la  plus  simple.  Nous  pourrions  en  donner  encore 
d'autres  démonstrations  aussi  rapides;  mais  celle-ci  me  paraît  la  plus 
lumineuse,  parce  qu'on  y  voit  parfaitement  ce  que  ces  équations  ex- 
priment en  dynamique. 

Et  en  effet,  dans  la  première,  par  exemple,  le  premier  membre 

Ap  ou  A -^7  est  l'expression  générale  du  couple  accélérateur  estimé 

autour  de  l'axe  principal  O.r;  et  le  second  membre  (B  —  C)  qr  est  la 
valeur  du  couple  provenant  des  forces  centrifuges,  estimé  autour  du 
même  axe,  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer  en  cherchant  ce  couple 
d'une  manière  directe.  Or,  puisque  le  corps  est  ici  abandonné  à  lui- 
même,  c'est-à-dire  ne  reçoit  l'action  d'aucun  couple  étranger,  il  est 
clair  que  la  quantité  (B  —  C.)  qr  est  ici   la  seule  à  laquelle  il   faille 

égaler  l'expression  générale  A -y-   Et  la  même  chose  se  voit  pour  les 

deux  autres  équations  toutes  semblables,  qui  se  rapportent  aux  deuv 
autres  axes  principaux  O^  et  Or;. 

Remarque . 

7d.  On  peut  encore  remarquer  que  cette  démonstration  nous  mène 
(le  suite  aux  équations  du  mouvement,  dans  le  cas  général  où  le  corps 

i6.. 


124  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

est  soumis  à  l'action  de  forces  accélératrices  étrangères  ;  car  il  est 
évident  qu'il  faudrait  alors  ajouter  au  second  membre  le  couple  qui 
provient  de  ces  forces  accélératrices  autour  de  l'axe  que  l'on  considère. 
Ainsi ,  en  désignant  par  X ,  Y,  Z  les  forces  accélératrices  qui  agissent 
sur  chaque  molécule  dm  du  corps  parallèlement  aux  trois  axes  prin- 
cipaux,   on  aurait  J{2.y  —  Yz)t1m  pour  le  couple  Au  à  ces  forces 

autour  de  l'axe  principal  Ox  :  et  le  premier  membre  A  ^5  qui  est 

l'expression  générale  du  couple  accélérateur  dont  le  corps  est  animé, 
devrait  être  égalé  à  la  somme  des  deux  couples  (B  —  C)  qr  et 
§  [T-J  —  Y  z)  dm,  l'un  dû  aux  forces  centrifuges  et  l'autre  aux  forces 
accélératrices  étrangères.  D'où  l'on  voit  avec  évidence  que  les  équa 
fions  générales  du  mouvement  de  rotation  d'un  corps  sollicité  par  des 
forces  quelconques,  sont 

A  f  =  (B  -  C)  (,r  +  fiZjr  -  Yz)  dm, 

B  J-  {C-\)pr^  f  {Xz-Zx)  dm, 

C~=[\-  BV7  +  /(Yx  -  \j)dm, 

X,  Y,  Z  étant  les  forces  qui  sollicitent  chaque  molécule  du   corps, 
suivant  les  directions  des  trois  axes  principaux. 

Quand  ces  forces  sont  de  nature  à  se  réduire  à  une  force  unique 
passant  toujours  par  le  centre  de  la  rotation,  les  trois  couples 
f(Zj—Yz)dm,  f{Xz  —  Zx)dm,  f{Yx  —  Xy)dm  sont  nuls,  et 
les  équations  reviennent  aux  trois  précédentes,  comme  si  le  corps 
était  libre  de  toute  action  étrangère;  c'est  ce  premier  cas  simple  et 
naturel  qui  fait  le  principal  objet  de  notre  analyse. 


Comment  on  aurait  /jii  dcc/uiie  notre  théorie  des  trois  équations 
(/ni  précèdent. 

76.   Considérons  les  trois  équations  (i),   (a),  (3),  el   voyons   les 
lircmicrs  corollaires  qui  en  découlent. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  tîS 

Corollaire  I. 

On  voit  d'abord  que  l'équation  différentielle  (i)  sintègre  inunédia- 
tement  et  donne 

A^p^  _^  32  ^2  _^  ^2  ,,2  _  constante  —  G% 

où  je  fais  la  constante  égale  à  G^,  parce  qu'il  est  évident  que  le  pre- 
mier membre  exprime  le  carré  du  couple  G  dont  le  corps  est  animé. 
Ainsi  cette  intégrale  répond  au  théorème  de  la  conservation  de  la 
grandeur  du  couple  d' impulsion. 

Corollaire   II, 

Inéquation  (2)  s'intègre  de  même  et  tlonne 

Ap^  -h  Hq'^  -h  Cr^  :=  constante  =  t". 

Pour  savoir  à  quoi  répond  la  constante  F,  j'observe  que  le  premier 
membre  étant  divisé  par  9^,  exprime  le  moment  d'inertie  1  du  corps 
autour  de  l'axe  de  la  rotation  6  (n°  1  ).  On  a  donc  la  constante  F  égale 
a  16^  qui  est  évidemment  l'expression  des  forces  vives  de  toutes  les 
molécules  du  corps  :  d'où  résulte  le  théorème  de  la  conservation  des 
forces  vives  dans  tout  le  cours  de  la  rotation. 

Corollaire   III. 

Si,  au  lieu  de  diviser  le  premier  membre  par  0^,  on  le  divisait 
par  le  produit  G0,  il  est  clair  que  ce  premier  membre  exprimerait  le 
cosinus  de  l'inclinaison  /  de  l'axe  G  à  l'axe  0.  D'où  l'on  voit  que 
Gôcosi  est  encore  l'expression  de  la  constante  F;  et  comme  G  est 
constant    corollaire  Ij,  il    en   résulte 

$  cos  /  =  constante  ; 

ce  qui  donne  le  théorème  de  la  conservation  de  la  vitesse  angulaire  du 
corps  estimée  autour  de  l'axe  du  couple  d'impulsion  G. 
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Corollaire  IY. 

On  peut  encore   remarquer  que  l'équation  (2)   qtii,   vue  sous   la 
forme 


A;?Xp+B<7X?-t-CrX 
^X6 


o, 


exprime  l'égalité  à  zéro  du  cosinus  de  l'inclinaison  de  g  à  6,  et  par 
conséquent,  la  perpendicularité  de  ces  deux  axes,  exprime  encore,  si 
on  la  regarde  sous  la  forme 

= =  O, 


la  perpendicu'arité  de  l'axe  G  à  celui  de  la  rotation  \/p^  -+-  9*  -t-  r  = 
qui  serait  due  au  couple  g.  D'où  l'on  voit  que  cet  axe,  sur  lequel  les 
forces  centrifuges  tendent  à  faire  tr.urner,  est  toujours  situé  dans  le 
pln?i  même  du  couple  d'impulsion. 

Corollaire  V. 
F.nfui ,  l'équation  f3  .  qu'il  est  facile  de  ramener  à  la  forme 
2__  ^  9  sm  ?  m. 

montre,  comnie  on  l'a  déjà  vu  (première  partie  que  si,  au  bout  d  un 
instant  dt,  l'axe  OG  du  couple  a  passé  de  sa  position  actuelle  à  celle  de 
la  diagonale  OG'  du  rectangle  construit  sur  les  deux  lignes  G  et  gdt, 

et  de  cette  manière  a  décrit  dans  le  corps  un  angle  ^-rr--  d'un  autre 

côté,  par  la  rotation  du  corps,  cette  droite  OG'  a  tourné  en  sens 
contraire  d'un  angle  ôsmidt  égal  an  premier,  et  se  trouve  ainsi 
revenue  au  même  lieu  OG  dans  l'espace  absolu;  ce  qui  répond  au 
théorème  de  Y  invariabilité  du  plan  du  couple  G  dans  toute  la  suite  du 
mouvement. 


PURES  ET  APPLIQUEES.  fiwjt 

Corollaire  VI. 

Si,  dans  les  deux  équations  intégrales  précédentes,  que  je  mets 
sous  la  forme 

A'     „  B'     „         C-      , 

A     ,         B      ,  C       , 

-p  /''  +    F    <-/    +    F   '  '  =  '  ' 

on  regarde  yy,  (/ >  ''  comme  les  trois  coordonnées  d'un  point,  on  voit 
que  ce  point,  qui  fait  le  pôle  instantané  de  la  rotation  9,  est  toujours 
situé  sur  les  deux  ellipsoïdes  représentés  par  ces  équations  :  ellip- 
soïdes dont  le  premier  a  ses  trois  axes  de  longueurs  réciproques  aux 
trois  moments  d'inertie  A ,  B ,  C  du  corps  ;  et  le  second  ,  aux  racines 
carrées  de  ces  mêmes  moments.  C'est  ce  dernier  que  nous  avons  liéjà 
considéré  et  nommé  l'ellipsoïde  central. 

Le  pôle  instantané  décrit  donc  sans  cesse  dans  l'uitérieur  du  niobde 
l'orbe  ou  la  courbe  fermée  qui  résulte  de  l'intersection  de  ces  deux 
surfaces 

Si  l'on  retranche  les  deux  équations  l'iuie  de  lautre ,  on  a 
A  -  G''  -  AF)p'  +  B  (  G^  -  BF  )  7^  -h  C  f  G^  -  CF)  r' =  o, 

équation  d'une  surface  conique  du  second  degré,  rapportée  au  même 
centre  et  aux  mêmes  axes  que  les  précédentes.  Le  pôle  instantané 
étant  donc  toujours  sur  cette  surface  conique,  l'axe  instantané  lui- 
même  y  est  aussi,  et,  par  conséquent,  cet  axe  décrit  dans  l'intérieur 
du  corps  la  surface  conique  du  secorid  degré  dont  il  s'agit. 

CoROLLAir.K    VIL  )         ,,         j 

Si  l'on  regarde  maintenant  les  trois  quantités  A^,  Biy,  C/ou  L, 
M,  N  comme  les  trois  coordonnées  d'un  point,  ce  point  sera  l'extré- 
mité de  la  ligne  G  qui  marque  la  grandeur  du  couple  d'impulsion ,  ou 
ce  qu'on  peut  nommer  le  pôle  de  ce  couple.    On  voit  donc  par  les 


128  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

mêmes  équations,  qui  deviennent, 


h^        W        N^  _ 
AF  "^  BF  "^  CF  ~  '  ' 


que  le  pôle  du  couple  est  toujours  sur  la  sphère  au  ra\on  G.  et  sur 
l'ellipsoïde  aux  rayons  principaux  y  AF,  s  BF,  y  CF,  directement  pro- 
portionnels aux  racines  carrées  des  trois  moments  d'inertie  A,  B,  G. 
Le  pôle  du  couple  décrit  donc,  dans  l'intérieur  du  corps,  l'orbe 
fermé  qui  résulte  de  l'intersection  de  ces  deux  surfaces;  et  l'axe  lui- 
même  OG  trace  le  cône  du  second  degré  représenté  par  l'équation 


qu'on  trouve  en  retranchant  les  deux  premières  l'une  de  l'autre. 

GOROLLAIRE    VIH. 

Si,    à    la   surface   de   l'ellipsoïde  central,    qui   est   représentée   par 
l'équation 

kp^-h  Bg^  -h  Cr=  =  F, 

on  conçoit  un  plan  tangent  au  point  dont  les  coordonnées  soient  dé- 
signées par  p,  q,  r,  et  si  l'on  nomme  p',  </',  r'  les  coordonnées  cou- 
rantes de  ce  plan  ,  on  aura  .  pour  son  équation , 
A.pp'  -h  B<jq'  -h  Cri'  —  F . 

ou  bien 

L//-4-  M</'+  N/''=  F. 

Or  il  est  clair  que  cette  équation  est  celle  d'un  plan  perpendicidairt-  à 
la  ligne  G  dont  les  trois  projections  sur  les  axes  sont  respectivement 
L  M  N.  Donc,  le  plan  qui  touche  l'ellipsoïde  contrai  au  pôle  instan- 
tané, est  toujours  parallèle  au  plan  du  couple  d'impulsion.  Et  comme 
sa  distance  au  centre  est  mesurée  par  ôcos/,  et  que  6  ces/  est  con- 
stante (corollaire  111  i,  on  voit  que  ce  plan  parallèle  au  plan  du 
couple  reste  toujours  à  la  même  distance  du  centre  de  l'ellipsoïde. 
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Mais  ce  centre  est  immobile,  et  le  plan  dn  conpie  toujours  parallèle 
à  lui-même  dans  l'espace  absolu  ;  donc  ce  p-lan  tangent  au  pôle  est  tou- 
jours un  seul  et  même  plan  fixe,  et  tout  le  mouvement  de  l'ellipsoïde 
central  consiste  à  rouler,  sans  glisser,  sur  ce  plan  fixe,  en  tournant 
sur  le  rayon  mené  du  centre  au  point  de  contact  avec  une  vitesse  an- 
gulaire 9  mesurée  par  ce  rayon;  etc.,  etc. 

77.  On  voit  avec  quelle  facilité  on  pourrait  tirer  toute  notre  théo- 
rie des  trois  équations  précédentes,  à  l'aide  de  quelques  simples  trans- 
formations. Mais  ce  n'est  qu'une  apparente  fécondité  de  cette  méthode 
de  pur  calcul  qu'on  appelle  assez  improprement  Vaiiafyse.  Car  si  les 
théorèmes  sont  déjà  connus,  on  découvre  bien  vite  les  transforma- 
tions à  faire  pour  que  les  équations  y  répondent;  mais  quand  on  n'a 
aucune  idée  de  ces  théorèmes,  on  ne  transforme  guère  qu'au  hasard  , 
<t  le  plus  souvent  on  n'arrive  à  rien.  La  vraie  analyse  est  dans  l'exa- 
iiien  attentif  du  problème  à  résoudre,  et  dans  ces  premiers  raisonne- 
ments qu'on  fait  pour  le  mettre  en  équations.  Transformer  ensuite  ces 
équations,  c'est-à-dire  les  combiner  ensemble,  ou  en  poser  d'autres  évi- 
dentes que  l'on  combine  avec  elles,  n'est  au  fond  que  de  la  synthèse; 
a  moins  que  l'idée  de  chaque  transformation  ne  nous  soit  donnée  par 
quelque  vue  nouvelle  de  l'esprit,  ou  quelque  nouveau  raisonnement, 
ce  qui  nous  fait  rentier  dans  la  véritable  analyse.  Hors  de  cette  voie 
lumineuse,  il  n'y  a  donc  plus  d'analyse,  mais  une  obscure  synthèse 
de  formules  algébriques  que  l'on  pose,  pour  ainsi  dire,  l'une  sur 
l'autre,  et  sans  trop  prévoir  ce  que  pourra  donner  cette  combinaison. 
Voilà  les  idées  nettes  qu'il  faut  attacher  aux  mots  :  et  c'est  au  fond  ce 
que  tout  le  monde  paraît  sentir,  puisqu'on  dit  très  bien  une  heureuse 
transformation,  et  qu'on  ne  dit  point  un  heureux  raisonnement,  ni 
une  heureuse  analyse. 

f  La  troisième  partie  paraîtra  dans  un  prochain  cahier.  ) 
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SUR  LA  THEORIE  GENERALE  DES  SURFACES; 
Par  J.  LIOUVILLE. 

(Exlrailcles  Comptes  rendus  de  VAcadémic  des  Sciences,  tome  XXXll  ,  séancedii  lij  avril   18&1. 


Les  leçons  que  j'ai  faites  au  Collège  de  France  dans  le  semestre  qui 
vient  de  s'écouler,  ont  eu  pour  objet  la  théorie  des  formules  diffé- 
rentielles entières  et  homogènes,  et  en  particulier  la  théorie  des  for- 
mules quadratiques  à  deux  variables,  E</m^  -i-  2  ¥  dudv  +  Gdv^.  C'est 
par  une  telle  formule  que  s'exprime  le  carré  ds^  de  l'élément  d'une 
ligne  quelconque  tracée  sur  une  surface;  el  M.  Gauss  a  fait  voir  que 
le  produit  RR,  des  rayons  de  courbure  principaux  de  la  surface  en 
chaque  point,  ne  dépend  que  des  coefficients  E,  F,  G  et  de  leurs  dé- 
rivées premières  et  secondes,  en  sorte  qu'il  est  le  même  pour  deux 
surfaces  composées  des  mêmes  éléments  linéaires  ds.  1^' égalité  des  va- 
leurs correspondantes  du  produit  RR,  poiu'  deux  surfaces  ainsi  liées 
entre  elles,  a,  du  reste,  été  établie  ou  plutôt  vérifiée  depuis  par  des 
méthodes  plus  faciles,  et  j'ai  moi-même,  dans  ces  leçons  récentes, 
donné  pour  cet  objet  un  procédé  nouveau,  qui  me  paraît  le  plus 
simple  de  tous.  Mais  les  méthodes  dont  je  parle  ne  donnent  pas  la 
valeur  générale  de  HR,,  et  ce  n'est  pas  sur  le  point  A(^  détail  auquel 
elles  conviennent  que  je  désire  appeler  l'attention  de  l'Académie.  La 
question  vraiment  importante  que  Ton  devait  ici  se  proposer,  était 
d'arriver,  avec  beaucoup  moins  de  calcul,  à  la  formule  que  M.  Gauss 
a  trouvée  pour  exprimer  le  produit  RR,,  quelles  que  soient  les  va- 
riables //,  i';  on  devait  aussi  chercher  à  écrire  le  résultat  sous  une 
forme  nette  et  concise;  enfin,  on  avait  à  rattacher  l'expression  obtenue 
à  d'autres  quantités  géométriques. 

Je  crois  avoir  atteint  le  but  proposé.  A  l'aide  d'un  calcul  assez  fa- 
cile, et  qui  fournit  d'ailleurs  d'autres  résultats  importants,  je  troiive 


qu'en  posaiU 


1 i_  _£_ 

RRI  ~~  ~  aU    du 
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D  =  vEG-F, 

I    /rfG        F^_      f!L\ L.     lif^-^-^V 

D  \du  "•"  G    rf<'  ^    rf.'  /         ?,  D  ■  rf^-  D  \  rf.-        G    du  ) 

Dès  à  présent,  et  sans  avoir  besoin  de  connaître  ma  méthode,  les 
géomètres  peuvent  vérifier  cette  formule.  Il  n'ont  qu'à  développer 
les  différentiations  indiquées ,  et  ils  retrouveront  la  longue  formule  de 
M.  Gauss,  dont  je  donne  ainsi  l'expression  concise. 

Maintenant,  soit  p„  le  rayon  de  courbure  géodésique  de  la  ligne  (m), 
je  veux  dire  de  la  ligne  tracée  sur  la  surface ,  en  vertu  de  cette  condi- 
tion u  —  constante;  soit  de  même  p^  le  rayon  de  courbure  géodé- 
sique de  la  ligne  (i^);  enfin,  soit  w  l'angle  sous  lequel  les  deux  lignes 
(m)  et  {v)  se  coupent.  Je  démontre  que  l'équation  ci-dessus  revient  à 
celle-ci  : 

D    _  d^  <[  /  v/e\   _  _^  /^  VG  ' 

RRJ  ~  du  dv         dv\^,)         du 

On  a  encore 

RR,  ~  df  \  p^,   /         du  \  p„ 

p,^,  désignant  le  rayon  de  courbure  géodésique  d'une  ligne  qui  d'abord 
tangente  à  la  ligne  [v]  s'en  écarterait  ensuite,  du  moins  si  l'angle  w 
est  variable,  pour  couper  toutes  les  courbes  {u)  sous  un  même  angle. 
Cela  rappelle  une  foruude  du  même  genre  que  j'ai  donnée  dans  les 
Notes  de  la  cinquième  édition  de  Y  Analyse  appliquée  de  Monge  ;  mais 
je  supposais  alors  l'angle  cj  droit,  tandis  qu'à  présent  il  est  quel- 
conque. 

Peut-être  est-il  bon  de  rappeler  le  sens  que  j'attache  à  ces  mots 
rayon  de  courbure  géodésique,  et  en  même  temps  de  fixer  le  signe  que 
les  rayons  p„,  p^,,  pc,  doivent  prendre  dans  nos  formules.  Soient  / 
l'angle  sous  lequel  une  courbe  donnée  coupe  les  courbes  (//  ,  /  -l-  <ti 
ce  que  cet  angle  devient  quand  on  passe  d'un  élément  ds  de  cette 
courbe  à  l'élément  suivant,  /  +  ai  ce  qu'il  deviendrait  pour  une  ligne 
géodésique  tangente.  La  différence  $i  —  di  est  ce  que  j'appelle  V angle 

'.7.. 
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de  contingence  ge'ode'sique ;  et  l'équation 


I   _Si  —  di 
p  rf.f 


définit,  quant  à  la  grandeur  et  quant  au  signe,  le  rayon  de  courbure 
géodésique  p. 

Je  transcris  ici  la  valeur  développée  de  p  à  laquelle  cette  définition 
conduit  : 


P  ds        2D'  \ 

s/Ë   l'dG        F   rfG 


VG   /F  rfG         dE\ 

'  p-z -T-  1  SHl  i 

(j   du  dp 


2.T)-  \  du  G    dv 


d¥\ 
dv  ) 


sin    M  —  o. 


De  nombreuses  conséquences   des   formules  précédentes  ont    été 
indiquées  dans  mer  leçons. 


^SfcJ?  ,ah^^.^ 
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i>'W\'wr'W\A\**\.W\.\wvvv%'v\'\.\ 


Sur  des  classes  très-étendues  de  quantités  dont  la  'valeur  n'est 
ni  algébrique,  ni  même  réductible  à  des  irrationnelles 
algébriques  ; 

Pau  J.   LIOL VILLE. 


1  J'ai  présenté,  .1  y  a  longtemps,  sur  ce  sujet,  à  l'Académie  des 
Sciences,  et  fait  insérer  dans  le  tome  XVIII  des  Comptes  rendus 
(pages  883  et  910;  séances  des  1 3  et  20  mai  i844)  àenx  Notes  que 
je  crois  devoir  reproduire  ici  en  les  complétant.  La  première  est  ainsi 
conçue  : 

a  Pour  donner  des  exemples  de  fractions  continues  dont  on  puisse 
démontrer  en  toute  rigueur  que  leur  valeur  n'est  racine  d'aucvuie 
équation  algébrique 

f{x)  =  ax"  +  bx"-'  -h...-^  gx  +  h-o, 

a,b,..  ,  g,  h  étant  des  entiers,  il  suffit  de  se  rappeler  que  ^  et  ^ 
étant  deux  réduites  successives  de  la  fraction  continue  qui  exprime 
le  développement  d'une  racine  incommensurable  x  de  cette  équation  , 
le  quotient  incomplet  fx,  qui  vient  après  la  réduite  ^,  et  sert  à  former 
la  réduite  suivante,  finira  (cela  résulte  d'une  formul-.  de  Lagrange, 
vojez  les  Mémoires  de  Berlin,  année  1768)  par  être ,  pour  des  valeurs 
de  q  très-grandes ,  constamment  inférieur  à 

^    d/[p,q) 
"  q/{p,  9)dp' 

expression  essentiellement  positive  où  l'on  suppose 

f{p^  7)  =  7"./'('^  )  =  V  +  ¥'-'  7  +  ■•■  +  '^7"- 
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»  Abstraction   faite  des  signes,    on    aura  des   lors,    à   plus   forte 


raison , 

df[p,'l) 


^< 


qd/. 


puisquey(/7,  q)  est  un  entier  égal  ;tu  moins  à  l'unité  si  l'on  admet 
(ce  qui  est  permis)  qr,e  l'équation 

a  été  débarrassée  de  tout  facteur  comniensuiable  ;  /  >  yy,  </)  =o  donne 
rait,  en  effet, 


D  Maintenant  représentons  par  f  [oc)  la  dérivée  i\v  J  [x]:  l'iné- 
galité ci-dessus  deviendra 

Or,  /'(^-)   PSt    une    quantité   finie   qui    tend    vers    la    limite  y    j:-i, 

comme  -  vers  la  limite  x.  En  désignant  par  A  un  ci-rtain  nombre  fixe 
supérieur  à  cette  limite,  on  sera  donc  certain  ffavoir- 
i).  <  A  (/"--. 

»  Ainsi,  les  (junlients  hicompleis  d  une  fraction  continue  repré- 
sentant la  racine  œ  d'une  équation  algébrique  de  degré  n,  à  coeffi- 
cients rationnels ,  sont  assujettis  à  ne  jamais  dépasser  le  produit  d'un 
certain  nombre  constant  par  la  puissance  {n  —  9. )"*'"«  du  dénomina- 
teur de  la  réduite  précédente. 

»  Il  suffira  de  donner  aux  quotients  incomplets  p.  un  mode  de  for- 
mation qui  les  fasse  grandir  au  delà  du  terme  indiqué,  pour  obtenir 
des  fractions  continues  dont  la  valeur  ne  pourra  satisfaire  à  aucune 
équation  algébrique  proprement  dite;  cela  arrivera,  par  exemple,  si, 
partant  d'un  piemier  quotient  incomplet  quelconipie,  on  forme  cha- 
cun des  suivants  a  a  l'aide  de  la  réduite   -  qui   le  précède,  il  après  la 
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loi  f/.  =  (y^,  ou  l)ien  encore  d'après  la  loi  /j.  =  </'",  m  étant  l'indice  du 
rang  de  fL. 

»  Au  reste,  la  méthode  précédente,  qui  s  est  offerte  la  première, 
n'est  ni  la  seule  ni  mèuie  la  plus  simple  qu'on  puisse  employer.  Ajou- 
tons qu'il  y  a  aussi  des  théorèmes  analogues  pour  les  séries  ordinaires. 
Nous  citerons  en  particulier  la  série 


/  étant  lui  nondire  entier.    » 

2.  I^a  seconde  Note  contient  ime  démonstration  nouvelle  et  plus 
simple  du  théorème  auquel  j'avais  été  conduit  par  la  formule  citée  de 
Lagrange.  La  vraie  force  de  notre  méthode  est.  comme  on  va  le  voir, 
indépendante  de  cette  formule. 

«  Soient  .r,  jc,,  x^,.--,  ■X'„-i  les  n  racines  (la  première  réelle,  les 
iuitres  réelles  ou  imaginaires)  de  l'équation  algébrique 

/  [ûc)  =  ax"  +  bx"~*  -h  ...  +  gx  +  A  =  o , 

que  l'on  peut  supposer  irréductible,  et  où  a,  h,..  ,  g,  h  sont  des  en- 
tiers positifs,  nuls  ou  négatifs  ,  comme  on  voudra.  Désignons  par  —,  - 

deux  réduites  consécutives  de  la  fraction  contimie  dans  laquelle  jc  se 
développe;  et  par  z  le  quotient  complet  qui  vient  après,  en  sorte  que 
l'on  ait 

/^ |_ I 

<i  q[qz'-\-q,) 

Enfin ,  posons  ■■        .      r 

»  Par  la  décomposition  de  /  (-)  en  facteurs,  opérée  à  l'aide  des 
racines  x ,  x,,...,  .r„_,,  on  trouve  s  , 

/*   _^.  _  -H       ' ._f{p_,_n 


1  "     ''7(72+7.)        ^„   „{P__A...{P_ 


'-(^'■)■■■('^ 
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»   Or.  à  mesure  que  la  réduite  -  converge  vers  x,  la  quantité 

converge  aussi  vers  une  limite  finie,  savoir, 

a[x  —  .r,  ) . . .  {x  —  j:'„_,  ')  ; 

il  v  a  donc  lui  certain  maximum  A  au-dessous  duquel  elle  restera 
toujours.  D'un  autre  côté,/  (yy,  q)  est  un  nombre  entier,  au  moins 
égal  à  1  "unité,  abstraction  faite  du  signe.  On  a  donc 

q{ç/z-hq,)         A<7" 

d'où 

^  1 

inégalité  qui  subsiste,  à  plus  forte  raison,  quand  on  substitue  au  quo- 
tient complet  z  la  partie  entière  qu'il  contient,  c'est-à-dire  le  cjuolienl 
incomplet  a.  Le  théorème  que  nous  avions  en  vue  est  ainsi  démontré 
d'une  manière  simple ,  sans  qu'on  ait  eu  besoin  de  recourir  à  la  for- 
mule de  Lagrange  dont  nous  avions  d'abord  fait  usage.  On  peut,  du 
reste,  appliquer  une  méthode  semblable  aux  divers  genres  de  déve- 
loppements dont  les  quantités  irrationnelles  sont  susceptibles ,  et 
obtenir  par  là  des  résultats  intéressants.    » 

5.  Ajoutons  à  ce  qui  précède  quelques  développeuients.  Consi- 
dérons toujours  une  racine  réelle  x  de  l'écpiatiou  ,  iiréductible  et  a 
coefficients  entiers. 

f{x)  =  ax"  -+-  hx"~^  -+-...+  ga:  -4-  h  —  o. 

qui,  si  «  est  >  I,  aura  aussi  ces  autres  racines  .r,,.,.,  .î„_,,  essen- 
tiellement irrationnelles  ou  imaginaires  et  différentes  de  x.  Mais  cessons 
de  nous  assujettir  à  ein|)lùyer,  pour  approcher  de  plus  en  plus  de  x, 

des   réduites   de   fraction    contuiue.    cl    servons-nous  de   fractions 
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quelconques.  En  faisant,  comme  ci-dessus.  ,>•    1 

/{P^  7)  =  (tp"  -h  bp"-'  (/  +...-h  hq", 

nous  serons  certains ,  si  n  est  >  1 ,  que  la  valeur  absolue  de  l'entier 
J{p,(])  est  au  moins  égale  à  l'unité,  et  nous  tirerons  encore  de 
l'équation 

'"■"(f-)■■•(^-) 

cette  conséquence,  qu'en  désignant  par  A  un  certain  nombre  fixe,  ou 
doit  avoir  (abstraction  faite  du  signe)  pour  toutes  les  fractions  -  dont 
nous  nous  servons  actuellement, 


Mais  le  cas  de  «  =  i  doit  être  à  son  tour  examiné  de  près.  Ce  cas 
ne  pouvait  pas  se  présenter  tout  à  l'heure;  car  par  cela  même  qu'on 
supposait  la  fraction  continue,  dans  laquelle  on  développait  jc-, 
composée  d'un  nombre  infini  de  termes,  on  avait  x  irrationnelle  et 
n  >  t.  Mais  ici,  tout  en  continuant  à  supposer  en  nombre  infini  les 

fractions  successives  -  dont  jc  est  la  limite,  on  doit  regarder  comme 

possible  le  cas  de  «  =  i . 

Pour  traiter  ce  cas,  soit  donc 

y  i  jc)  =  a.T  -h  h  =  o, 

(fou 

^  _  ^  —  "IL±Il.  ■' 

V  "1 

.S'il  pouvait  arriver  que  le  numérateur  ap  ~h  bq  fût  nul,  nous  ne 
pourrions  tirer  de  là  aucune  conclusion.  Mais  si  nous  nous  sonunes 
assurés  par  un  moyen  quelconque  que  l'on  n'a  jamais 

ap  -t-  ^(y  =  o, 

Tomi^XVl    -  Aviui.  i8")i.  l8 
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c'est-à-dire 


X  =  —, 


nous  pourrons  affirmer  dès  lors  que  l'on  a 


ou  bien 


^  -  ^  >  -, 

q  aq 


q  Kq 


en  écrivant  A  au  lieu  de  a.  La  formule  générale 

q  Kq" 

subsistera  donc  même  dans  le  cas  de  //  =;  i . 

Cela  posé,  admettons  qu'une  quantité  .r  soit  telle,  qu'en  formant 

des  fractions  -  en  nombre  indéfini  et  tendantes  vers  x ,  mais  dont  au- 

1 
cune  ne  soit  précisément  égale  à  .r,  on  finisse  par  reconnaître  que 

l'inégalité 

-  -  -^^  >  T^ 

q  Kq" 

n'a  pas  toujours  lieu.  Il  faudra  en  conclure  que  x  ne  peut  être  racine 
d'une  équation  de  degré  n.  Ajoutons  que  x  ne  sera  racine  d'aucune 
équation  de  degré  inférieur  /;  car  ayant 


on  aura,  a  fortiori, 


q  Aq" 


q  Kq' 


pour  tout  exposant  ;  moindre  qut;  n.  Ainsi,  ayant  constaté  que  liné- 
galité 


q  "   -^     Kq 


X> 
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est  en  défaut,  on  en  conclura  que  la  valeur  de  a  n'est  pas  rationnelle. 
Si  l'inégalité  d'ordre  plus  élevé 


P 


x  > 


est  uiadmissible,  on  en  conclura  que  x  n'est  ni  lationnelle,  ni  même 
racine  d'une  équation  du  second  degré;  et  ainsi  de  suite.  Enfin,  s'il 
arrive  que  l'inégalité 

q  ^  Aq" 

se  trouve  généralement  en  défaut  quelque  nombre  fini  qu'on  prenne 
pour  «,  on  pourra  affirmer  que  x  n'est  pas  même  une  irrationnelle 
algébrique. 


4.  Soit,  par  exemple, 


l  étant  un  nombre  entier.  En  ramenant  à  la  forme  -  la  valeur  appro- 
chée, mais  essentiellement  trop  petite  de  x,  que  donnent  les  ni  pre- 
miers termes  de  la  série ,  on  aura 


9  =  /<-^-'"  »^' 

et 

P  1  ^       a 

Quand  l'exposant  m  grandit  indéfiniment,  cette  dernière  quantité  dé- 
croît plus  rapidement  que  toute  fraction  ayant  un  numérateur  con- 
stant et  un  dénominateur  proportionnel  à  une  puissance  donnée  de  (j, 
en  sorte  que  l'inégalité 

■\<itn3:'->  !*'/iiiiu  ■-iiuiii'.-' 
P  ^     '  ' 

finit  toujours  par  être  en  défaut.  Jeu  conclus  que  .r  n'est  ni  ration- 
nelle, ni  même  exprimable  par  des  irrationnelles  algébriques. 
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On  arrivera  facilement  à  une  conclusion  semblable  pour  la  série 
beaucoup  plus  généi-aie 

k,         k,  k,  /„ 


X,,  A:,,  A-3,...,  A,„,...  désignant  des  nombres  entiers,  positifs  ou  négatifs, 
dont  la  valeur  absolue  ne  dépasse  pas  un  certain  maximum  k.  En 
prenant  donc  Z  =  10,  et  A-,,  k^,... ,  k  volonté,  de  o  à  9,  on  formera 
des  fractions  décimales  indéfinies  dont  la  valeur  ne  pourra  jamais 
s'exprimer  algébriquement.  Je  crois  me  souvenir  qu'on  trouve  un 
théorème  de  ce  genre,  énoncé  dans  une  lettre  de  Goldbach  à 
Euler  ;  mais  je  ne  sache  pas  que  la  démonstration  en  ait  jamais  été 
donnée. 


Maintenant  posons 


En  prenant  toujours  pour  valeur  approchée  de  x  la  somme  des  m 
premiers  termes  de  la  série,  nous  aurons 

et 


< 


Cette  dernière  quantité,  renfermant  au  dénominateur  le  produit  de  </ 
par  /*'"+'  qui  grandit  avec  /«,  finira  par  décroître  plus  rapidement 

que  "-•  Mais  tout  ce  qu'on  peut  conclure  de  là,  c'est  que  x  n'est  pa^ 

rationnelle. 

9 
Conune  nouvel  exemple,  soit 


/  étant    un   entier,   et   chaque   terme  ayant    pour    dénominateur   la 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  i4i 

(«  -I-  i)'""'  puissance  du  dénominateur  précédent,  de  sorte  que 

Il  est  clair  que  /;„_,  sera  une  puissance  de  l  :  par  suite,  on  pourra 
prendre 

9  =  L-< 
et 

cl  ^2 

X  —  -  = !-...< 

Donc  .r  ne  sera  racine  d'aucune  équation  algébrique  de  degré  égal 
ou  inférieur  à  n. 

On  aurait  encore  d'autres  exemples,  en  considérant  la  série 


llj.,...l„ 


où  Z,  /,,  hi'-i  Im^ij---  désignent  des  nombres  entiers  de  plus  en  plus 
grands.  Cette  circonstance  que  /;„  croît  au  delà  de  toute  limite  suffit 
d'abord  pour  que  x  ne  puisse  être  rationnelle.  Et  si  /„,  croît  assez 
rapidement  avec  l'indice  m,  on  sera  certain  que  x  n'est  pas  même 
une  irrationnelle  algébrique. 

5.  Observons  en  terminant  que,  si  l'on  voulait  supposer  a,  h,..., 
g,  h  imaginaires  et  entiers  complexes,  c'est-à-dire  de  la  forme 
a  +  j3v/—  I,  a  et  j3  étant  des  entiers  réels,  puis  tendre  vers  une 
racine  imaginaire  x  de  l'équation 

ax"  -+-  hx"~'  -h  ...~h  gx  -h  h  =z  o, 

à  l'aide  de  fractions  -  dont  les  deux  termes  seraient  aussi  des  entiers 
q 

complexes,  on  retrouverait  encore  l'équation 

'       '-(?-')-('ï— ) 

et  en  substituant  aux  imaginaires  leurs  modules,   on  en   déduirait 
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facilement 

mod.  {-  —  Jc]  > j — -■> 

ce  qui  permet  d'étendre  aux  imaginaires  les  résultats  que  nous  venons 
de  développer  pour  des  quantités  réelles  On  reconnaît  ainsi,  par 
exemple,  que,  quel  que  soit  l'entier  complexe  /,  la  somme  de  la  série 


nest  jamais  exprimable  algébriquement. 
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NOTE    SUR    UNE    FORMULE    D'ABEL; 
Par  m.  WiLLiA»!  ROBERTS. 


Dans   un    chapitre  [*J    intitulé  :    Sur  quelques   intégrales   déjinies, 

Abel  a  rassemblé  un  grand  nombre  de  formules  qui  sont  extrêmement 

remarquables,    tant  pour  leur   généralité   que    pour  leur   élégance. 

Parmi  les  résultats  qui  s'y  trouvent,  il  y  en  a  un  qui  contient  comme 

cas  très-particulier  le  beau  théorème  de  Legendre  sur  les  fonctions 

elliptiques  des  deux  premières  espèces  à  modules  complémentaires.  Le 

voici  : 

r(i  — a)r(i  —  |B)r(a4-6  +7  —  ') 
r(7-(-i; 

~      Jo       {\  +  x)y  {\  +  axf     Jo        {i-hx)-''-^'[i-h{i—a)xY 

.  .    r»  x-^dx  r' 

-4-     I  —  <•/  )  / / 

Jo        (i-\-x)y  [i-h{i  —  a]xY     Jo 

Je  ne  sais  pas  si  l'on  a  remarqué  encore  que  cette  lornnile  peut  se 
déduire  immédiatement  du  théorème  célèbre  de  M.  Dirichlet.  En 
effet,  rappelons-nous  qu'on  a,  en  vertu  de  ce  théorème, 

ri  H 1 1 — 

\  2  2  2  / 

ou  les  limites  des  variables  se  déternnnent  par  l'inégalité 

jc^  -\-  y'  -h  z-  ~  1 . 


i^  dx  /*"  x-'^dx 


[']  Tome  1"'  des   OEuvres  d'Abel,  page  gS. 
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Eii  intégrant  par  rapport  à  z  et  en  transformant  l'intégrale  double  qui 
en  résulte  par  la  substitution  des  coordonnées  elliptico-sphériques , 
savoir. 


on  parviendra  tout  de  suite  à  une  formule  où  les  variables  se  séparent 
d'elles-mêmes,  et  qui  n'est  autre  chose  que  le  théorème  d'Abel.  Il  est 
évident  qu'en  généralisant  cette  marche,  ce  qui  peut  se  faire  sans  la 
moindre  difficulté,  on  arrivera  à  une  formule  analogue,  relativement 
au  cas  de  sommes  de  produits  de  n  intégrales  définies.  Cette  générali- 
sation ne  me  semble  pas  être  indiquée  par  la  méthode  suivie  par 
Abel. 

Je  crois  devoir  rappeler  l'attention  des  géomètres  sur  le  rap[)roche- 
ment  que  je  viens  de  faire ,  et  qui  me  paraît  ouvrir  une  application 
tres-étendue  et  tres-féconde  du  système  des  coordonnées  elliptiques. 
On  parviendra  ainsi  d'iui  manière  simple  à  une  foule  de  propriétés 
des  intégrales  à  différentielles  algébriques  et  à  indices  quelconques. 
Je  me  propose  de  revenir  sur  ce  sujet  important  a  une  autre  occasion. 

Dublin,  le  24  février  |85| 
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UNE    QUESTION    RELATIVE    AUX    DÉTERMINANTS: 


Par  m.  BAZEV, 

Élève  Ingénieur  des  Pools  et  Chaussées. 


On  demande  n  séries  de  m  quantités  : 

a,         /3,         7,         &,... 
a',        |3',        7',        cf',... 

(0  {«",    r^",    7%    ■^">--- 


^(«-.)^  |3f"-",  7<"-",  (?<"-",... 


telles,  que  tous  les  déterminants  à  rî^  lettres  que  l'on  peut  former  en 
combinant  n  quantités  quelconques  de  la  première  série,  a,  /3 ,  y,..., 
9 ,  avec  les  n  (n  —  i)  quantités  a.',  p',  7',...,  a",  |3",  y",.-.,  a'"~",  /3"'"", 
7<"~' ,...,  S'"~"  qui  leur  correspondent  dans  les  autres  séries,  soient 
égaux  à  des  valeurs  données. 

Il  est  clair,  d'après  l'énoncé  de  Ja  question,  (jue  le  nombre  des 
équations  est  plus  grand  que  le  nombre  des  inconnues  ;  il  doit  donc  j- 
avoir  entre  les  valeurs  assignées  aux  déterminants  des  équations  de 
condition.  Établissons  avant  tout  ces  relations. 

Nous  désignerons,  en  général,  par  {a^y...6)  le  déterminant  d'un 
système  de  n^  quantités  : 

,         /3,  7,...,  Q 

',        fi',        y',...,        Q' 
(2)  (  ^y-",       /5",       7",...,        Q" 


a'"-",   /3'"-'),   y'"-",...,   0'"- 
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Nous  pouvons  faire  dériver  tous  les  déterminants  qui  résultent  des 
combinaisons  des  mn  inconnues,  de  l'un  d'eux  pris  arbitrairement, 
[a.^y...O)  par  exemple,  en  changeant  dans  le  symbole  (aiS'/...  6)  une 
ou  plusieurs  des  n  lettres  a,  j3,  7,...,  0  en  d'autres  lettres  quelconques 
de  la  première  ligne  du  tableau  (i). 

Posons,  pour  abréger, 

{(/.P.y...S)  =  A; 

nous  appellerons  déterminants  dérivés  du  premier  ordre  ceux  qui  se 
déduisent  de  A  par  le  changement  d'une  seule  lettre;  et  nous  les  repré- 
senterons, en  général,  par  le  symbole  A  |  - )>  dans  lequel  la  lettre  du 

dénominateur  est  la  lettre  efïacée  dans  l'expression  (apy...  ô),  et  la 
lettre  du  numérateur  celle  qui  lui  est  substituée,  de  telle  sorte  que 

A  ('-^  est  égal  à  (X/37...  5). 

Nous  appellerons,  de  même,  déterminants  dérivés  du  deuxième,  du 
troisième,...,  du  n'^'""  ordre,  ceux  qui  se  déduisent  de  A  par  le  chan- 
gement de  deux,  trois....,  n  lettres;  et  nous  les  représenterons  par  les 

notations  A  ( -r  1'  A  (  -x^  Iv»  A  (    „"'  '  -|  )  en  inscrivant  au  déno- 

minateur  les  lettres  effacées  dans  A ,  et  au  numérateur  dans  un  ordre 
correspondant  celles  qui  les  remplacent;  ces  expressions  ne  sont 
ainsi  que  les  abréviations  des  expressions  (X,a7...6),  (Xfxv...  6),..., 
(Xfiv...(p). 

Ceci  posé,  on  a,  quel  que  soit  X, 


(3) 


^^=-^{^-^^^{^)^y^{^-^- 

—6) 

AX'=«'aQ)+|3'a(^)-.7'a(J)+. 

-^-G) 

^^"=-"M^)-^/5"n^)-^^"n^)-^- 

■-^-M^) 

,  on  a 

f/ù            ,  dA 

da              da              ' 
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d'où  l'on  déduit 


de  même 


=  X 


rfA 


(t<x' 


Mj: 


dp 


Substùuant  ces  valeurs  dans  les  équations  (3),  on  voit   sans   peine 
qu'elles  deviennent  identiques. 

Nous  allono  maintenant  faire  voir  comment  les  déterminants  dérivés 
de  tous  les  ordres  supérieurs  au  premier  peuvent  s'exprimer  simple- 
ment en  (onction  de  ceux  du  premier. 

Considérons  d'abord  ceux  du  second  ordre,  par  exemple  A  ( -^  ) 

ou  (XjLi-y ...  Q). 

Si  l'on  se  reporte  aux  équations  (3),  on  voit  que  le  système 

X,         p.,         7,.--,  0 

X',        fA',        /,...,         5' 
).",        /x",       7",...,        ô" 


X'"~"    u.'"~''    7'"-')  ....  d'"-' 
résulte  de  la  composition  du  système  (2)  avec  le  suivant 

i       \aj        A       yj./ 

H'      o,      o,      o,....      o 


(4) 


'      i>     O)      o, 


?      o,       I,      o,... 


l^(^,    ;a(J-).    „,    „,    „,..., 


'9- 


i48  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

Eu  appelant  K  le  déterminant  du  système  (4),  on  a  donc 

A  C-l]  =  KA. 


Mais  il  est  évident,  d'après  la  forme  du  système  (4).  que  R  est  égal 
au  déterminant 

On  a  donc 


]|)=i[.Q)..©-.(-:).G)} 


On  verrait  de  même  que  A  (  -^  \  est  égal  à  —,  K',  K'  étant  le  détermi 
nant  du  système 

.i^A.  w^).  .(-:) 


A  m.     A  (5).     A 
A(;i,     Al"?),     A 


Q) 


En  général,  le  déterminant  dérivé  de  l'ordre  //,  A 
exprimé  par  la  formule 


<p7    .. 


Al'i 


il  résidte  de  ce  (pii  précède  que  tous  les  déterminants  sont  connus 
si  l'on  donne  simplement  la  valeur  de  l'un  d'eux,  A,  el  de  ses  n{m  —  n) 
dérivés  du  premier  ordre;  en  sorte  que  les  équations  du  problème 
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seront  contradictoires  ou  se  réduiront  simplement  à  n{in  —  n)  -+-i, 
équations  distinctes  dont  les  autres  ne  sont  que  des  conséquences. 

Ces  équations,  qui  s'obtiennent  en  égalant  les  déterminants  aux 
valeurs  assignées  par  l'énoncé,  peuvent  être  remplacées  par  d'autres 
plus  simples.  Représentons  les  valeurs  numériques  des  déterminants 
en  changeant  simplement  les  parenthèses  en  crochets,  de  telle  sorte 
que 

représentent    les   valeurs  que   doivent   avoir 

'^        •  ^^'^^  etc. 


Soit,  en  outre,  [A]  celle  de  à.  On  a,  quel  que  soit  X,  les  n  équa- 
tions du  premier  degré  : 

[â)X  =  «A[i]  +  ^aQ]  +  -,4[J-]+..., 

En  remplaçant  successivement  dans  ces  équations  la  lettie  >.  par 
chacune  des  m  —  n  lettres  qui  ne  figurent  pas  dans  l'expression 
(«jS-y...  6),  nous  obtiendrons  n  {m  —  n)  équations  du  premier  degré. 
Tout  système  de  valeurs  qui  les  rendra  identiques  jouit  de  la  pro- 
priété suivante  :  les  déterminants  formés  avec  ces  valeurs  des  incon- 
nues sont  proportionnels  aux  valeurs  numériques  qu'ils  devraient 
avoir  d'après  l'énoncé  de  la  question. 

En  effet,  d'après  les  équations  (6),  le  système 

X,      iS,     7,...,      e 

X',        /3',       Y,...,       Q' 
X"'-'>,  /3<"-',  7'«-<',...,  Q^' 
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résulte    évidemment    de    la    composition    du    système     2)    avec    le 


(7) 


On  a  dont 


A 


[:] 


[A] 

G] 


1      o ,      o,...,      o 


[Âr'  ''  *''•••'  ° 


4^] 


[^] 


o,       I,....       o 


5       o,       o ,...,       I 


A  {^\  =  AxM, 
M  étant  le  déterminant  du  système  (7).  Mais 


M 


_4= 


d'où  résulte 


A        -       [A]     ■ 


On  voit  de  même  que  le  système 


i   ).,         IJ.,         7,         (J,..-,         ^ 
!  y,       fJL',       y',       ^',.--,      6' 
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étant  composé  du  système  (2)  et  du  suivant  : 


[A] 


il] 

[A]  ■ 


^m-' 


-m 


I  ,       o ,. 


0,      0,. 


[A]  [A] 


Mais,  d'après  les  équations  de  condition  qui  lient  les  valeurs  nu- 
mériques des  déterminants 

[A]      ■       [A]  [A]  [A]  [A]       ' 

on  a  donc 


Le  même  raisonnement  peut  s'appliquer  aux  déterminants  d'ordre 
quelconque;  par  conséquent ,  nous  pouvons  prendre  pour  équations 
du  problème  les  n{m  —  n)  équations  (6),  en  y  ajoutant  la  suivante  : 

{a^y...9)=:[A]. 

Supposons  maintenant  que  nous  ayons  obtenu  un  système  de  valeurs 
pour  nos  inn  inconnues  et  voyons  comment  tous  les  autres  peuvent 
s'en  déduire. 


Soient 


(8) 
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M,         N,         P,...,         S 
M',        N',         P',...,        S' 


I  M'"-",  N'"-'',  pc'-'),  ..,  S'"-'' 

n-  quantités  quelconques  liées  seulement  par  la  relation 

(MNP...S)=  K 

et  a,  b,  c,...,  a',  b',  c',...,  a'"-",  b^"~'\  c'"-*',.-  ""  système  rie  va- 
leurs pour  les  ?nn  inconnues  de  la  question.  Si  l'on  pose 

/  «,  =  M  a  +  N  a'  +  P  a"  + . . .  +  S  a"-'-, 

b,  =  M  h  +  ia  b'-hP  b"  -h...-hS  b"'-*\ 

c,  =  M  c  -)-  N  c'  +  P  f"  +...+  S  c'"-", 


(9) 


a\  =M'  a+  N'  a'  +  P'  a"  + . . .  +  S' a'"-", 
b\  =  M'  ^>  +  N'  è'  +  P'  //'+...  +  S'  //'"-*), 

c',  =  M' c  +  N'  c'  +  P'  c"  + . . .  +  S'  c  "-", 

a",  =  M" a  +  Wa'  -^-V"a" -h...-h  S" a'"-", 
i",  =  M"  6  +  N"  6'  4-  P"  *"  -^ . . .  +  S"  è'"-", 
c"  =  M"  c  -H  N"c'  -^  P"  r"  -H  ...  -H  S"  c'"-*', 


les  w/<  quantités  a, >  Z^,,  c,,.--,  «n  /^<  c',,...,  a'"  ",  6'"  ",  c'"  ",.••  se- 
ront un  nouveau  système  de  valeurs  satisfaisant  à  la  question.  En 
effet ,  un  déterminant  quelconque  formé  avec  ces  quantités  est  évi- 
demment égal  au  déterminant  formé  avec  celles  qui  leur  correspon- 
dent dans  la  série  a,  b,  c,...,  a',  h',  c%...,  a'""",  Z?"^",  c'"-*',...,  multi- 
plié par  (MNP. ..S),  qui  est  l'unité. 

Réciproquement,  si  l'on  connaît  deux  systèmes  de  valeurs  a,  b,  c,..., 
n',  //,  c',...,  fl".  h",  c",...;  «,,  b,,  c,,...,  «',,  b\,c\,...,  a",,  b\,  c'\,...,  etc., 
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on  peut  toujours  en  déduire  ri^  quantités  M,  N,  P,...,  M',  N',  P',... 
satisfaisant  aux  équations  (9)  et  à  la  condition  (MNP..  S)  =  1.  En 
effet,  considérons  spécialement  celles  des  quantités  a,  b,  f,...  qui 
entrent  dans  la  composition  du  déterminant  (ajSy....  Q),  c'est-à-dire 
a,  h,  c,...,  t\  a' ,  h\  c',..,  t' ;  a",  h'\  c" ,...,  t",...,  etc.;  on  peut 
toujours  trouver  «^  nombres  M,  N,  P,.-.?  M',  N',  P',..  ,  tels  que  : 
I  a,  =  M  rz  -4-  N  a'  4-  P  rt"  + . . . , 

^,  =  M/7  +  N  />'  +  P  6"  +  ..., 

c,  =  M  c  +  N  c'  +  V  c"  +  .... 


ti 


N^' 


(10) 


M^ 

à^  =  M'  «  -4-  N'  a' 
b\=Wb  +  Wb' 


Vf 


P'a"-h  .., 
P'^>"-t-..., 

c\  =  M' c  +  "N'  c'  -f-  P'  c"  + . . . , 

t\r=  w t  +  W  l'  +  V' l"  +  ..., 
d.\  =  M"a  H-  N"a'  +  P"fl"  -f- . . . , 


Soit  maintenant  /  une  lettre  non  comprise  dans  les  n  lettres  a,  b, 
c,...,  t. 
On  a 

Remplaçons  a^,  b,,  c,,...  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  a,  h,  c,... 
tirées  des  équations  (io~)  ;  il  vient,  en  divisant  par  [  A] , 

[y..4p],,.4:]. 


/,  =  M   rt 


W 


[^] 


[i]  [A]  [A] 


p  )a"  -^^  b"    ,    , 


7, 
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Mais  on  a  vu  plus  haut  que 


.01..  41] 


[^1  W 

./[=] ,  .4-;] 


+...  =  /', 


D  ou  résulte  enfin 

/,  =  M/-h  N/'+  P/'-)-.... 

Les  équations   9)  sont  donc  satisfaites,  et,  par  suite,  l'équation 

(MNP.. .8)  =  I, 

qui  n'en  est  qu'une  conséquence. 

On  voit,  par  ce  qui  précède  ,  que  toutes  les  solutions  de  la  question 
peuvent  s'obtenir  sans  peine  dès  que  l'on  en  connaît  une  seule ,  puis- 
qu'il suffit  de  la  combiner  avec  tous  les  systèmes  de  n^  quantités 
satisfaisant  à  l'équation  indéterminée 

(MNP...S)=  I. 

Or  il  est  facile  de  trouver  une  solution;  nous  avons  ramené  le  pro- 
blème à  rendre  identiques  les  équations  du  premier  degré  (6)  et 
l'équation 

(a^7...0)  =  [A]; 

considérons  d'abord  cette  dernière,  elle  peut  s'écrire 


^+/3-+...+  9^  =  [A|. 


.Si  l'on  attribue  à  a',  /3',  7',...,  a",  /3",  7",...,  a'"-",  /3"'-",  7'""",...  des 

1  1  .         dà    d&  .  ^  , 

valeurs  quelconques,   les  expressions  -j-,  ^'••*  qi»   "f   renlermenf 

que  ces  quantités  prendront  des  valeurs  déterminées,  et  l'on  pourra 
toujours  trouver  pour  a,  ft ,  7,...,  0  des  valeurs  qui  satislassenl  â 
1  équation  précédente. 
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En  substituant  dans  les  équations  (6j  les  valeurs  des  n-  inconnues 
a,  jS,  7,.-5  a»  /3',  7',...,  on  obtiendra  immédiatement  celles  de  toutes 
les  autres  inconnues. 

On  obtient  ainsi  pour  les  inconnues  un  système  de  valeurs  n,  b,  c,..., 
a',  b',  c',...,  a",  b",  c",...\  ensuite  les  formules  (10)  donneront  toutes 
les  solutions  si  l'on  y  remplace  successivement  M,  N,  P,...,  M',  N',  P',.- 
par  tous  les  systèmes  qui  satisfont  à  l'équation  ,,,  , 

^MNP...S)  =  I. 

Nous  avons  de  cette  uianière  les  expressions  générales  des  inconnues 
en  fonction  de  n"  arbitraires  liées  pai'  une  seule  équation  de  condi- 
tion. 

Ces  expressions  peuvent  être  écrites  sous  une  autre  forme  moins 
simple,  mais  plus  symétrique.  Établissons  d'abord  certaines  équations 
de  condition  qui  existent  entre  les  déterminants,  et  qui  sont  une 
simple  conséquence  des  précédentes. 

Supposons  qu'au  lieu  de  faire  dériver  tous  les  déterminants  de  A 
ou  [aliy.-.d),  nous  les  fassions  dériver  d'tm  autre  déterminant 
quelconque 

A.  =  (a,/3.7,...9.); 

à  chaque  lettre  X  répondent,  dans  chaque  hypothèse,  n  dérivés  du 
jiremier  ordre, 

dans  le  premier  cas  , 

dans  le  second;  les  déterminants  de  la  preniiere  de  ces  deux  sénés 
peuvent  s'exprimer  en  fonction  de  ceux  de  la  seconde  et  de  n^  quan- 
tités qui  resteront  les  mêmes,  quelle  que  soit  la  lettre  )  que  l'on 
considère. 
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Dans  l'équation 

remplaçons  /  par 

il».^'fâ  +  M,(i)  +  ...  +  M,(^)j. 

il  vient 


Mais  on  a 


Av.=aA(^)  +  /SA(^)+..., 


Substituons   ces  valeurs  dans  l'équation  précédente,   et  égalons    les 
coefficients  de  a,  |3,  y,...  dans  les  deux  membres;  nous  avons 


Ces   loiiuult's   loDl    \oir  que    le   passajje   îles  déterminants   A,   (  — )' 

A,  (ë')'""   *""  déterminanis  ^  (  -),  Al  v;)'-?  s'opérera  comme  une 
simple  transformation  de  coordonnées,  quel  que  soit  \,  au  moyeu  de 
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la  substitution  linéaire 


Revenons  maintenant  à  la  solution  du  problème  principal. 
Soit 

A.  =  (a,/3,7,...0,)> 

l'un  quelconque  des  déterminants  A,  B,  C,...,  T,  n  constantes  arbi 
traires;  formons  les  m  quantités 


répétons  cette  même  opération  sur  tous  les  déterminants  en  nitrodin- 
sant  pour  chacun  d'eux  n  constantes  arbitraires  nouvelles,  formons  la 
somme  de  toutes  les  quantités  analogues  à  la  première  des  expres- 
sions (i3),  ce  que  nous  indiquerons  en  plaçant  devant  cette  expression 

le  signe  V;  faisons  de  même  celle  de  toutes  les  quantités  analogues 

à  la  seconde  de  ces  expressions,  et  ainsi  de  suite. 


Et  posons 


J4) 
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Soient  de  même 


A'   B',  C',...,  A",  B",  C",...  étant  de  nouvelles  arbitraires. 

Il  est  facile  de  s'assurer,  en  ayant  égard  aux  équations  de  condi- 
tion II),  que  ces  expressions  satisfont  bien  aux  équations  (6);  mais, 
pour  (ju' elles  rendent  aussi  identique  l'équation 

[a[iy...Q)  =  [A], 

il  faut  établir  une  relation  entre  les  indéterminées  A,  B,  C,...,  A'. 
B'.  C',...,  A".  B",  C",....  Cette  équation  s'obtient  en  formant  le  déter- 
minant (a^Y...  6)  à  l'aide  des  valeurs  précédentes  des  inconnues  cl 
l'égalant  à  [A],  son  premier  membre  sera  évidemment  une  fonction 


(i5) 
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linéaire  des  déterminants  que  l'on  peut  former  par  les  combinaisons 
des  indéterminées  A,  B,  C,...;  nous  le  désignerons  par 

2;M,  (ABG...T), 

et  nous  écrirons  l'équation  de  condition  ainsi , 

2M,  (ABC...T)  =  [A1. 

On  pourra  toujours  y  satisfaire:  en  effet,  donnons-nous  arbitrairement 
A',  B',  G',...,  A",  B",  G",...;  le  premier  membre  de  cette  équation  se 
réduira  à  une  fonction  linéaire  de  A,  B,  G,....  Nous  obtenons  donc 
ainsi  une  solution  du  problème;  en  l'introduisant  dans  les  for- 
mules (lo),  nous  aurons  les  expressions  les  plus  générales  des  in- 
connues. Gette  substitution  nous  donne 

a  =2|  (M  A  -H  NA'  +  PA"  +...)  A,|^  j]  +  (MB  +  NB'  +  PB"  +  ...)  A,[^^J  - 
P=2J(MA  +  NA'4-PAM-...)A,r|-1  +(MB  ^  NB'h-  PB" +...)  A,[  ^]  - 

a'^2|  (  M'A  +  N'A'-f-  P'A"  +  ...)  A.r^]  -+-(M'B+N'B'+  P'B"  +  ...)  ^,\r\  ' 

Si  l'on  pose  maintenant 

MA  +  NA'+  PA"-h...  =  A,, 
MB  4-NB'-t-  PB" -h...  =  B,  , 


M'A  +  N'A'  +  P'A"  + . . .  =  A , , 
M'B  +  N'B'  +  P'B"  + . . .  =  B',  , 


on  voit  que  les  expressions  (i5)  ne  diffèrent  plus  des  expressions  [i^] 
que  par  le  changement  de  A,  B,  G,...,  A',  B',  G',...,  en  A,,  B, ,  G,,..., 
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A',,  B', ,  C, ,....  Il  résulte  d'ailleurs  des  équations  (i6)  que  les  quan- 
tités A,,  B,,  C,,...,  etc..  satisfont  aussi  à  l'équation 

2m,(a.b,c,...t,)  =  [a]. 

Les  expressions  (i5)  ne  sont  donc  pas  plus  générales  que  les  expres- 
sions (i4);  d'où  il  résulte  enfin  que  ces  dernières  donneront  toutes 
les  solutions  de  la  question,  si  l'on  y  substitue  pour  A,  B,  C,..., 
A',  B',  C',...,  tous  les  systèmes  de  valeurs  satisfaisant  à  l'équation 
de  condition 

2;M,  (ABC...T)  =  [A]. 
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LA  THÉORIE 

DE  LA  COMPOSITION  DES  FORMES  QUADRATIQUES; 

Pah    31.    BAZIN, 

Elève  Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 


Nous  nous  proposons  de  présenter  ici  d'une  manière  qui  nous 
parait  plus  simple  la  théorie  de  la  composition  des  formes  quadra- 
tiques dont  M.  Gauss  s'est  occupé  aux  n°*  233  et  suivants  des 
Disquisitiones  arithmeticœ. 

Soient 

f={a,  b,  c),    /'=  (a',  h',  c') 

deux  formes  quadratiques,  et  ' 

F=(A,B,C) 

une  troisième  forme  qui  puisse  être  transformée  en/J'  par  la  substi- 
tution 

j  X  =  x'{a,x-h  |3,jr)  +  7'(a,  JT  +  |3,  j), 
1 Y  =  x'{cc,x  -+-  /B',/)  +  j'(a;.r  +  ^^j,. 

Si  l'on  peut  trouver  pour  les  huit  coefficients  a,,  |3,,  etc.,  des  valeurs 
entières  telles,  que  les  six  déterminants 

«I  P'i  —  ^<  '^'i  '      «2  P'a  —  ^2  a'a ,      «1  «2  —  «2  a\  , 

/3,  p;  -  ^o  ^', ,     a,  /s;  -  fi^  a\  ,     a^  f3',  -  fi ,  a^ , 

n'aient  aucun  diviseur  commun,  F  sera  dite  la  forme  composée  de  / 
et  de/'. 

Tome  XVI .  —  Avkil  i85 i  2  1 
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Supposons  /  et  /'  données  et  proposons-nous  de  déterminer  une 
forme  F  qui  remplisse  les  conditions  précédentes. 

Le  problème  n'est  possible  que  si  les  deux  formes  données  satisfont 
à  inie  condition  qu'il  est  facile  d'établir  à  priori.  Soient  D,  D',  D,  les 
déterminants  de  f,  f,  F;  si  dans  la  formule  (s)  on  fait 

x'—i,     y'  =  o, 

on  voit  que  la  substitution 

X  =  a,  Jf  H-  /3,  j-,     Y  =  a,  jr  +  /5',  j 
doit  transformer  F  en  a'f;  on  a  donc 

D,(a,p',-/3,a',f  =  Da'=. 

I  .         D      ,  ,  ,  ,  ,  ,  .  D'      ■ 

Le  quotient  —  doit  donc  être  un  carre,   par  la  même  raison  —  doit 

être  aussi  un  carré;  par  suite,  il  en  est  de  même  de  —, 


Faisons 


D  ,       D' 


D,  '      D, 

et  représentons  ,  jjour  abréger,  par 

(a,  ^,),     (a,/3,),     [o.,r^.2),     {^,(^2),     («.  ^.->),     («-../S.), 
les  six  déterminants  dont  il  a  été  question  plus  haut;  nous  avons 

(a.,  ^t)  ^  a'n,     [ol^^^]  =^  (^' ^i     {a,  a.^)  =  an' ,     [fi,  ^2)=  (■'''•' '• 

chacune  des  deux  quantités  //  et  n'  est  censée  précédée  du  signe  rt. 

Ceci  posé,  formons  les  neuf  équations  d'où  dépend  la  solution  du 

problème;    elles   s'obtiennent   simplement   en    effectuant  dans  F    la 

substitution  [s)  et  identifiant  le  résultat  avec  JJ';  si  nous  désignons 

par  -j-f  ~j-r  les  dérivées  par  rapport  a  a,  et  a,  de  1  expression 

A  a^  +  .2  B  a,  a',  +  C  a',  '•' , 
par  -TT-»  yrr  des  expressions  analogues  en  /3,,  etc — ,  ces  neuf  équa- 


a. 

rfF 

+  a, 

=  .iaa'. 

^. 

rfF 

+  ^'. 

rfF 

rfp', 

=  ica', 

«2 

+  cc'a 

rfF 

=  lac', 

^ 

1^. 

+  /5; 

rfF 

=:  2  Cf', 

PURES  ET  APPLIQUÉES, 
tions  pourront  s'écrire  : 


(3) 
(4) 

,'s  r     à¥  fj     dV  ,     , 

(.)  p,_  +  |3,  ^  =  ..ft«', 

^^\  rfF  ,    dF  ,, 

"   rfa,  -  r/a, 

,      \  /D      '^F  ^,     <^F  7      , 

(7)  ^.,_   +  P^_:=,^C'. 

(«)  /3.4I  +  /3',^  =  2è'., 

,     X  '^F  ,     r/F  ^     afF  a,     dF  ,  ,  ,  , 

Remarquons  que  l'expression 


peut  aussi  s  écriie 


„     dF  „     dF 


dF  ,    dF 


il  en  est  de  même  de  toutes  les  expressions  analogues. 

Des  équations  (i)  et  (5)  on  tire,  en  se  rappelant  que  [a.,  fi^)  ^=  a'n, 

,      .  ^  —  2(«p',  —  ^g',)         dF  _  2{bc^,  -  «p,  ) 

dui  n  r/a'i  n 

Mais,  en  combmant  les  équations  (i)  et  (6),  on  a  aussi 

/       >  dF  lia!  ri.  —  é'a,  )         dF  l[h' a.,  —  a' a,) 

(il)  -—=      "-         '    L.,  —  Jl -1. 

(I  rx^  n  da..  n 
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Égalons  ces  deux  systèmes  de  valeurs,  il  vient 

an' ^f  —  a' nccj-h  ib' n  —  bn')  a,  =  o, 


(12) 

'  an' ^\  —  a'na.T~i-  [b'n  —  bn')cfl^  —  o. 

Le  calcul  que  nous  venons  de  faire  pour  a,  peut  se  répéter  pour  j3,, 
a,  et  Sj,  et  Ton  obtient  ainsi  par  de  simples  permutations  de  lettres 
les  six  relations  : 

cm' a,  +  a' H ^2 —  [b'n  -+-  bn')  /3,  =  o, 
c'na,  +  an' (i^ —  [b'n  +  bn')a2  =  o, 
c'/?|'3,  —  en' 7..,-h  [bn'  —  b'n)  /3o  =  o, 
en'  a',  +  a'n  fi'.-,  —  [b' n  +  bn')  fi\  =  o, 
c' nv!^  +  an!^^—  {b'n  +  bn')  â^^=  o, 
c'n^\  —  cn'cc\+  {bn'  —  b'n)  /B'2=  o. 


(i3) 


Il  est  clair  en  même  temps  que  les  équations  (10)  et  (1 1)  et  les  équa- 
tions analogues  en  |3, ,  a^  et  jSa  sont  bien  équivalentes  aux  équa- 
tions (i),  (2),  (3),  (4),  (5),  (6),  (7),  (8).  On  déduit  de  ces  relations 
une  conséquence  remarquable.  Multiplions  par  /3',  le  prennère  des 
équations  (12),  par  (i,  la  seconde,  et  retranchons,  il  vient 

(a,  p,)_       («,,|3,) 


a'  n  b'  H  —  bn' 

Les  équations  (  1 3)  donneront  de  même 

*■   ^  '  a'  n  c'  n  an'  en'  bn'  H-  b'  n 

par  consérpient, 

(«2  /5,y  =  b' n  —  /'«',     (a,  |3.j)  =  bn'  -h  bn' . 

Ces  six  déterminants  doivent  du  reste  satisfaire  à  l'équation  identique 

(a,  ^,)  («j  |3,)  -  («,  ,3,  )  {rx,  /3,)  -  (a,  a,)  (^,  ^j)  =  o  ; 

et  ils  y  satisfont  en  effet,  pourvu  cpie  chacune  des  deux  lettres  n  et  //' 
garde  le  même  signe  dans  toutes  les  expi'essions  où  elle  se  trouve  :  ce 
signe  peut  d'ailleurs  être  indiliércnin)ent  -h  ou  — . 
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La  valeur  absolue  de  ces  deux  quantités  s'obtient  au  moyen  des 
considérations  suivantes,  empruntées  aux  Disq.  aiith.  Soient  m  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  a,  ai,  c,  m'  le  plus  grand  commun  divi- 
seur de  a',  a//,  c',  A  le  plus  grand  comnuui  diviseur  des  six  détermi- 
nanls  (a,  /3,),  etc.  ;  A  divise  inn'  et  in'?i,  qui  doivent  être  des  entiers; 
par  conséquent  D,  A^  divise  Hin'^  et  D'w^  Réciproquement,  tout  di- 
viseur commun  de  mu'  et  in'n  divise  A.  Donc  D,  A^  est  le  plus  grand 
commun  diviseur  deD/w'^et  D'/?^^.  Pour  la  forme  composée  D,  A*=^D,, 
on  connaît  donc  D,,  et,  par  suite,  n  et  «';  et  cette  valeur  de  D,  rend 
bien  nm'  eX  m'n  entiers.  On  satisfait  aux  équations  (i5),  en  posant 

a,  =  Wan'  +  Wa'n  +  W"  [b'n  +  bn'), 

/3,  =  —  Man'  +  M" {b'n  —  bn')  -+-  M"'c'n, 

«2  =  —  Ma'n  —  M' {b'n  —  bn')  -h  M'" en', 

,^2  =  —  M  {bn'  +  b'n)  —  M'c'n  —  M"m', 

a',  =  N'rt«'  +  Wa'n  -(-  N'"  {b'n  +  bn') , 

j3',  =  —  Nrt«'  +  W{b'n  —  bn')  -+-  W c'n, 

a'2=  —  Nn'w  —  W{b'n  —  bn')  -h  W'cn',  i-i 

^'^—  —  N(i«'  4-  b'n)  —  Wc'n  —  Wcn', 

M,  M',  M",  etc.,  ôtant  des  nombres  entiers;  on  satisfera  de  plus  aux 
six  équations  -  . 

pourvu  que  l'on  satisfasse  à  l'une  quelconque  d'enire  elles  :  il  suffit, 
pour  cela,  d'assujettir  les  huit  nombres  M,  M',  etc.,  à  une  condition 
facile  à  trouver.  Prenons  les  quatre  nombres  N,  'N\  N",  N ',  arbi- 
trairement, et  faisons 

TN'a«'  +  Wa'n  -+-  W"{b'?i  -+-  bn')  =  ij.h, , 

—  Nrt«'  +  W  {b'n—  bn')  +  W  c'  n  —  p./»,  , 

—  l^a'n  —  W  [b'n  —  bn')  +  N"'c/i'  =  p.//,, 

—  ^{bn'  -\-  b'n)  —  Wc'n  —  N"c«'  =  fxA.,, 

IX  étant  le  plus  grand  conunun  diviseur  des  premiers  membres. 
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On  s'assurera  par  une  simple  substitution,  en  ayant  égard  aux 
équations  (i3),  que  la  condition  («ip,)  =^a'n,  et,  par  suite,  les  cinq 
conditions  analogues,  sont  satisfaites  en  prenant 

a',  =  A,,     ^^  =  A-,,     a'.,  =  h^,     ^^  =  A% 
'x.,=zW an' -\- M" a' n  +  M" {h'n-\- bn'),      |3,  =  —  Ma«' -i- . .  . ,     etc., 

pourvu  que  les  quatre  nombres  M,  M',  M",  M"  satisfassent  à  l'équa- 
tion 

MA,  -h  M'/t,  +  M'h^  -t-  M'/tj  =^  I . 

Il  ne  reste  plus,  pour  achever  la  solution  du  problème,  qu'à  dé- 
terminer A,  B,  C;  or  nous  avons 


(i5) 


(i6) 


('7) 


(18; 


-; —  =  il  A  a,  -(-  Bol  ,), 

rfa,  " 

^=.a(A|5,  +  Bp;;, 

(  -r-r  =  i  f  B  a ,  +  Ca.) , 

J^=:a(Bi3.  +  Cp-), 

-; —  =  2  (  Aa,  -H  B  a'„) , 
a  a,. 

j^=.(A|3.-i-B|3',), 

i'^F  /T.  r-     '  \ 

-p-r  =  2fBa,  •+•  Ca,). 
;^=.(BP^    +    CP-). 


Des  deux  équations  (i5  i,  on  tire 

,    r/F  ,   d¥  dV  <IV 

^-  2(a,p,)         '       "-  7(a,p,)         ' 

I  .  'IV  d¥  , 

expressions  qui  deviennent .  en   remplaçant  - —  el  -jâ'  P^''  '♦'»"''>  ^•' 
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,  2(a'a',  —  è'a',)       2(a'8;  — i'8') 

leurs     ^         -^    — — ' — -, ^-^5 

n  n  .   .     ,   - 

A  =  P'.  ''  -  ^'-  P'' ,     B  =  ^-'l^'-+<^-f-'«'3-^>'^ 
««'  «»' 

Les  équations  (16)  donnent  de  même 

Enfin  le  même  calcul,  appliqué  aux  équations  (17)  et  (18),  reproduit 
encore  les  mêmes  valeurs  de  A,  B,  C;  ces  valeurs  seront  entières,  car 
en  substituant  pour  a,,  fi,,  etc.,  les  expressions  écrites  plus  haut,  on 
trouve 

A  =  H  -H  K  -, ■> 

nn 


C  =  H,  +  K,^^^^±-^ 


H,,  R^,  etc.,  étant  des  fonctions  entières  des  huit  indéterminées  M, 
M',  etc.,  et  des  coefficients  a  ,b,  c,  a',  b',  c'.  Or 

^^, ^^  9  D,  nn'^^  -2  yDD'  =  un  entier. 

Soit  M  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A .  2B,  C,  la  forme  des 
fonctions  H,  R,  etc.,  fait  voir  que  M  est  divisible  par  m.  m':  réci- 
proquement, les  équations  (i),  (2),...,  (g),  montrent  que  mm'  est  di- 
visible par  M ,  donc 

M  =  m.  m'. 

Nous  n'avons  pas  eu  égard  à  l'équation  (9),  parce  qu'en  effet  elle 
n'est  qu'une  conséquence  des  huit  autres  ;  si  Ton  y  substitue  les  valeurs 
trouvées  pour  les  inconnues ,  elle  devient  identique. 

Les  coefficients  de  la  forme  composée  étant  exprimés  en  fonction 
de  huit  indéterminées  M  ,  M',  etc.,  prendront  diverses  valeui's  suivant 
celles  que  l'on  donnera  à  ces  indéterminées;  mais  toutes  les  formes 
composées  que  l'on  obtiendra  ainsi  sont  équivalentes.  En  effet,  soit 
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F,  une  autre  forme  composée  qui  se  transforme  en  Jj'  par  la  sub- 
stitution 

Y  =  x'{i,  jc  -h  &\  j)  -^J'iio  Jc  +  â',  j) , 

on  aura 

(7,  â,  !  —  a'n, 

et,  par  conséquent, 

(a, /5,)=  ±{y,â,;, 

suivant  que  n  aura  été  pris  avec  le  même  signe  ou  avec  des  signes 
différents;  dans  les  deux  cas,  on  pourra  donc  trouver  quatre  nombres 
P,  Q,  P',  Q' tels,  que 

y,  =  Pa, +  Qa,,     y,  =  P'a,  +  Q'a',,      PQ'-P'g==ti, 

c?,  =  P/5,  +  Q/3',,     c?,  =P'/3,  +  Q'|3',. 

Ceci  posé,  puisque  la  substitution 

(a.    p.  I 

transforme  F  en  n'J,  on  pourra  déduire  F  de  a'J  en  faisant  dans 
cette  dernière  forme  la  sidîstilution   inverse 

(a.P.)      {«.p.)    . 
I  —  ce,  «1       ( 

Mais  a'y  se  déduit  de  F,   par  la  substitution 

7.   ^, 

y.  ^. 

laquelle,  en  vertu  des  équations  précédentes,  équivaut  aux  deux 
substitutions  successives 

|P'  Q')  la,    r^.  I 
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F  peut  donc  se  déduire  de  F,  par  trois  substitutions  successives 

/  r,     -p.  1 

p  Q  i    {'''  f^'  \  et  r"'!^'^  ^"'^'M 
p'  Q'I'  ^«',  r^'.  1      L^  _^ 
i(«.p.)  («,p,)/ 

Les  deux  dernières  se  détruisent  réciproquement,  de  sorte  qu  iJ 
ne  reste  que  la  première;  PQ' —  P'Q  étant  égal  à  ±:  i  ,  F,   et  F  sont 

cuuîvalontec 

Supposons  maintenant  que  I  on  ait  trois  formes  /,  / ',  /  ". 

Soient  m,  m',  m"  les  plus  grands  communs  diviseurs  de  a,  aè,  c, 
a',  ib',  c' ;  a",  ib",  c";  D,  D',  D"  les  déterminants  de  y,  J',  f"; 
calculons  la  forme  composée  y  de  f  et  f'\  son  déterminant  A  est 
égal  au  plus  grand  commun  diviseur  de  D/«'^  et  D'^w^,  et  le  plus 
grand  commun  diviseur  M'  de  ses  trois  coefficients  égal  à  mm' .  Com- 
posons maintenant  9  et  f"\  nous  obtiendrons  une  nouvelle  forme  F 
qui  sera  transformable  en  ff'f"  par  une  substitution,  telle  que 

X  =  x"[x' (a,x  +  pj^j)  +  j'{a..^x  -f-  /S^j)] 
-H  j"[j:'(7,  x+  (?,  7)+ j'(7o.r  +  c?^/)], 

Y  =  x"[x'(à^  X  +  p'ij)  +  K'(a'.2  J^  +  Pç  j)] 

Son  déterminant  D,  sera  le  plus  grand  commun  diviseur  de  DM'-  et 
de  ùkm"'^,  c'est-à-dire  le  pins  grand  commun  diviseur  de  Y)m'^m"^, 
D'in-m"^,  D"  m^m'^.  Cette  forme  sera  une  forme  composée  deJ,J\ 
f".  Quel  que  soit  l'ordre  dans  lequel  on  compose  / ,  f,  _/",  on  re- 
tombera toujours  sur  des  formes  équivalentes.  En  effet,  si  dans  la 
lormule  de  substitution  précédente ,  on  pose 

x"  =:  \,     J-"  =  o,      J?'=I,     j'=zo, 

on  voit  sans  peine  que  l'on  a 

(a,  /5,)'  D,  =  Drt'-  a"'^. 

Si  une  autre  forme  F,   est  également  transibrmable  en  j  J'f  '  par 
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une  substitution 

X  =  x"[a-'(£,  x-f-Ç,jr)-f-j'(e,J:--+-  Cij)] 

Y  =x-"[jc'l £,  X  +  Ç',  j)  -hj'ii'.x  -h  Ç'.,j  i] 
-hj"[x'{ri\x  -+-  &^j)-{-j'{yi',,x  -h  Ô'^j)], 
on  aura  aussi 

par  conséquent , 

et  l'on  prouvera,  comme  plus  haut,  que  F  et  F,   sont  équivalentes. 
On  pourra  ainsi  composer  successivement  un  nombre  quelconque 
de  formes,  et  les  formes  composées  que  l'on  obtiendra  seront  toujours 
équivalentes,  quel  que  soit  l'ordre  de  composition  employé. 
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MÉMOIRE 

SUR 

LES  VARIATIONS  DES  COORDONNÉES  CURVILIGNES; 
l»AH    M.    G.    LAIWÉ. 


Lorsqu'on  cherche  à  faciliter  l'intégration  des  équations  qui  ex- 
priment l'équilibre  et  le  mouvement  de  la  chaleur,  ou  de  l'élasticité, 
dans  des  corps  solides  homogènes  de  toutes  formes,  on  est  conduit  à 
plusieurs  questions  générales,  dont  les  solutions  intéressent  à  la  fois 
l'analyse  des  différences  partielles,  la  géométrie,  et  la  physique  ma- 
thématique. De  là  sont  venues  la  théorie  des  surfaces  isothermes, 
celle  des  coordonnées  curvilignes,  et  la  théorie  des  surfaces  isosta- 
tiques. C'est  une  autre  question  de  même  origine  que  je  me  propose 
de  traiter  aujourd'hui. 

On  sait  que,  dans  la  théorie  analytique  de  la  chaleur,  l'équation 
aux  différences  partielles  du  premier  ordre,  appelée  écjiiation  à  la 
surface,  contient  généralement  deux  paramètres  ou  coordonnées  va- 
riables. Les  cas,  très-particuliers,  du  parallélipipède  rectangle,  Ay\ 
prisme  triangulaire  régulier,  de  la  sphère  et  du  cylindre  droit,  sont  les 
seuls  où  cette  équation  puisse  se  réduire  à  une  relation  entre  des 
constantes;  lesquelles  constantes  sont  introduites  par  l'intégration  de 
l'équation  aux  différences  partielles  du  second  ordre,  qui  régit  la 
température  de  tous  les  points  du  solide.  Ce  sont  aussi  les  seuls  cas 
que  l'on  puisse  traiter  d'une  manière  complète,  si  le  corps  perd  ou 
gagne  sa  chaleur  par  le  rayonnement. 

Deux  propriétés  du  système  de  coordonnées  que  Ton  emploie  ex- 
pliquent cette  circonstance.  D'abord  la  surface  qui  limite  le  corps 
s  exprime  analytiquement  en  égalant  à  une  constante  l'une  des  coor- 
données, c'est-à-dire  que  cette  surface  fait  partie  d'un  système  ortlio- 

aa.. 
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gonal.  Ensuite  le  paramètre  différentiel  du  premier  ordre  est  aussi 
constant  sur  cette  surface ,  c'est-à-dire  qu'elle  est  partout  également 
distante  de  la  surface  infiniment  voisine  de  la  même  famille.  On  com- 
prendra maintenant  le  but  que  je  me  suis  proposé,  en  essayant  de  ré- 
soudre le  problème  suivant,  dont  la  solution  aiderait  au  progrès  des 
théories  de  physique  mathématique  : 

Une  surface  donnée  fait  partie  d'un  système  orthogonal,  mais  dans 
lequel  le  paramètre  différentiel  du  premier  ordre  do  octtc  surjace  est 
variable;  il  s'agit  de  trouver  tous  les  systèmes  orthogonaux  dont  cette 
même  sniface  fait  partie ,  et  dans  lesquels  le  paramètre  différentiel 
dont  il  s'agit  est  constant;  ou,  en  d'autres  termes,  de  trouver  tous 
les  systèmes,  tels  que  la  surface  proposée  y  soit  partout  également 
distante  de  la  swjace  infiniment  voisine  appartenant  à  la  même 
famille. 

Ou  a  de  suite  un  système  qui  jouit  de  cette  propriété,  en  prenant  les 
surfaces  parallèles  à  la  surface  proposée,  et  les  deux  groupes  de  sur- 
faces développables  formées  par  ses  normales.  Mais  cet  unique  sys- 
tème est  insuffisant.  Il  faut  que  les  formules,  qui  donneront  le  système 
orthogonal  cherché,  contiennent  toutes  les  fonctions  arbitraires  que 
comporte  la  solution  ,  afin  qu'on  puisse  en  disposer  pour  simplifier 
d'autres  intégrations,  dans  la  question  de  physique  mathématique 
qu'on  a  en  vue;  ou  bien,  pour  faire  en  sorte  que  la  famille  de  sin- 
faces,  à  laquelle  appartiendra  la  surface  proposée,  soit  une  i'amille  de 
surfaces  isothermes  par  exemj)le,  ou  qu'elle  jouisse  d'une  certaine 
propriété. 

Considéré  sous  un  point  de  vue  aussi  étendu,  le  pro!)leme  dont  il 
s'agit  n'est  pas  sans  difficidté.  La  solution  que  j'ai  trouvée  a  tonte  la 
généralité  désirée  ;  mais  je  ne  suis  pas  encore  parvenu  à  lui  donner  une 
forme  commode  pour  les  applications.  Le  système  orthogonal  primitif 
étant  donné  par  les  valeurs  de  trois  coordonnées  lectilignes.  en  fonc- 
tion des  trois  anciens  paramètres,  j'obtiens  les  valeurs  de  ces  mêmes 
coordonnées,  dans  le  système  cherché,  par  des  séries  développées 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  celui  des  trois  nouveaux  para- 
mètres, dont  la  valeur  zéro  donne  la  surface  proposée.  Les  termes 
successifs  de  ces  séries  contieinient  des  foiirtions  arbitraires,  nssujetties 
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à  vérifier  une  équation  aux  différences  partielles,  à  ileux  variables, 
fournie  par  la  théorie  des  surfaces  orthogonales.  Chaque  terme  nifro- 
duit  une  fonction  de  cette  nature,  qui  entre  dans  tons  les  termes  sui- 
vants, soit  directement,  soit  par  ses  dérivées  partielles,  soit  par 
d'autres  fonctions  qui  s'en  déduisent  à  l'aide  de  l'intégration.  On 
voit  combien  cette  solution  est  générale;  mais  on  comprend  aussi  que, 
pour  l'utiliser,  il  faudrait  sommer  les  trois  séries,  ou  les  présenter 
suiia  forme  finie.  Je  ne  suis  parvenu  à  effectuer  cette  sommation, 
que  dans  le  cas  où  l'on  se  borne  à  la  première  fonction  introduite. 
Ce  succès  fait  espérer  que  l'on  parviendra  à  sommer  le  cas  général. 

En  résumé,  au  premier  système  orthogonal,  où  la  surface  donnée 
se  trouve  conjuguée  aux  deux  groupes  de  surfaces  développables  for- 
mées par  ses  normales,  j'en  joins  d'autres  dans  lesquels  aucune  sur- 
face n'est  développable  ;  et  je  fais  voir  qu'il  existe  une  infinité  de 
systèmes  semblables,  remplissant  tous  la  condition  posée,  c'est-à-dire 
tels  que  la  surface  fixe  forme,  avec  celle  qui  l'avoisine,  une  couche 
d'égale  épaisseur.  Cette  couche  infiniment  mince  est  commune  à 
tous  les  systèmes  trouvés,  lesquels  sont  en  quelque  sorte  tangents 
entre  eux,  et  c'est  un  genre  de  contact  qui  me  semble  se  présenter 
ici  pour  la  première  fois.  Ces  résultats  sont  obtenus  sans  rien  spéci- 
fier sur  la  nature  de  la  surface  donnée,  et  à  l'aide  des  formules  rela- 
tives aux  coordonnées  curvilignes.  Us  donnent  un  nouvel  exemple 
de  l'utilité  de  ces  formules,  et  des  ressources  qu'elles  peuvent  offrir 
aux  géomètres. 

On  reconnait  aisément,  dans  beaucoup  de  travaux  mathématicpies 
de  notre  époque,  une  tendance  à  se  débarrasser  des  coordonnées  rec- 
tilignes  et  polaires ,  à  leur  substituer  des  paramètres,  constants  sur 
certains  lieux  géométriques,  variables  d'un  de  ces  lieux  à  un  autre 
de  la  même  famille.  C'est  par  des  substitutions  de  cette  nature  qu'on 
est  parvenu  à  étudier  de  plus  près,  et  avec  une  simplicité  merveilleuse, 
les  propriétés  des  surfaces  courbes ,  et  celles  des  diverses  lignes  qu'elles 
peuvent  contenir;  à  voyager,  pour  ainsi  dire,  sur  toutes  ces  surfaces, 
avec  la  même  facilité  qu'autrefois  sur  le  plan  et  sur  la  sphère.  Le 
Mémoire  actuel  me  paraît  indiquer  un  nouveau  pas  à  faire  dans  la 
même  direction  :  car  il  ne  s'agit  plus  seulement  d'étudier  tel  système 
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de  coordonnées  curvilignes,  de  l'utiliser  pour  en  déduire  les  propriétés 
des  surfaces  et  des  lignes  qui  le  composent  ;  il  s'agit  de  modifier  ce 
système  lui-même,  de  le  transformer  de  telle  manière,  que,  conservant 
certains  éléments,  il  puisse  jouir,  en  outre,  de  telle  propriété  qu'il 
n'avait  pas  d'abord.  C'est  une  application,  sous  un  point  de  vue  nou- 
veau, de  l'idée  fondamentale  des  variations,  qui  justifie  le  titre  que 
je  donne  à  ce  Mémoire. 

Nota.  Pour  abréger,  je  désigne  à  la  fois,  et  sépaiément,  les  trois 
coordonnées  x,  j,  z,  par  la  seule  lettre  u.  Ainsi ,  toute  équation  en  u 
représentera  un  groupe  de  trois  équations  analogues,  l'une  en  x. 
l'autre  en  j',  la  troisième  en  z.  En  outre,  U  étant  une  certaine  expres- 
sion par  rapport  à  z/,  je  désigne  par  SU  la  somme  des  trois  formes  que 
prend  U,  lorsqu'on  y  retnplace  successivement  u  par  x,  j,  z.  De 
même,  u'  désigne  à  la  fois,  et  séparément,  des  coordonnées  x' , y' ,  z' . 
La  lettre  [M]  sert  de  renvoi  pour  indiquer  la  première  partie  de  mon 
Mémoire  sur  les  coordonnées  curvilignes,  inséré  au  tome  V  de  ce 
Journal.  Enfin,  dans  les  formules  [M]  citées,  il  faut,  le  plus  souvent, 
remplacer  les  p,,  //,,  par  les  lettres  /•,,  »5,,  que  j'adopte  pour  le  Mé- 
moire actuel. 

1.  Un  système  orthogonal,  doimé  par  les  trois  équations  du  groupe 

i)  u  —  \}[(j,  r,,  /-j), 

contient  une  surface  A,  au  paramètre  p  =  f,  les  ileux  iamilles  de 
surfaces  aux  paramètres  r,,  r^,  traçant  sur  A  ses  lignes  de  courbure. 
/■, ,  /%,  sont  aussi  les  paramètres  de  ces  lignes  elles-mêmes.  D'après  cela, 
un  second  système  orthogonal,  qui  devra  contenir  la  même  surface  A. 
sera  représenté  par  un  groupe  de  la  lornie 

■>.;  u'  —  U'(R,  r,,  /-j), 

où  la  surface  A  correspond  au  paramètre  R  =^  o;  /•,,  /„  étant  les  para- 
mètres de  ses  lignes  de  courbure. 

2.  Si  l'on  désigne  par  r?,  »;,,  xy^  les  parau\ètres  différentiels  du  pre- 
mier ordre  du  système  (i),  par  h,  h,,  h.,  ceux  du  système  {■?.),  on 
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aura,  eu  reinpiaraut  p  par  /',  pour  plus  d'tniiiorniité.  [M,  i^a),  [-i  his  ] 

et  (5)], 

I  _    du    du 


rfr,  dr^ 


„   du   du  j,  du  du 

dr,  dr  dr  dr. 


»'MÈV=>';-M,^y 


■//9   s 


du'^ 


et  il  faudra  cpie  l'on  ait 


(41 


ctr,   Ur, 


du'   du' 
7/7,  ~dR 


_  du'   du' 

S =  o. 

dK  dr,  ' 


/  du' 


«=si^r=/-;s(|-'y=/,.s(j;)' 


Quand  on  déduit,  du  groupe  «,  le  groupe  m',  le  paramètre  (j  ou  r.  qui 
était  variable  dans  «,  devient,  dans  u' ,  la  constante  /',  valeur  parti- 
culière du  paramètre  p  ,  pour  la  surface  A. 

3.  Chacune  des  trois  coordonnées  rectilignes  m,  considérée  comme 
une  fonction  des  trois  paramètres  r,  r,,  i\,  vérifie  les  six  équations 
suivantes,  qui  servent  de  base  à  notre  analyse  : 


:5) 


d'u 
drdr, 

«   dr. 

du           1 

—  +  - 
dr          n 

dn,     du 
T/7  ■  d?', 

=  0, 

d~u 
dr.dr 

n,   dr 

du           1 

dir.^n 

dn      du 

dF,  ■  d? 

=  0, 

d'u 
dr,  dr. 

I   dn, 
n,  dr. 

du           I 

dr,          rj. 

dn,     du 

d?i'  dF, 

=  0, 

d'u 
-dP-^ 

1    dn  du 
ri    dr   dr 

n\  dn 
n'   dr, 

du          ni 
dr,          n 

dn  du 
117,  17, 

d'u 

I    dn,  du 

n]  dn. 

du           n" 

dn ,    du 

57y  + 

»,  dr,   dr, 

1?  dr. 

dr,         n 

~d?   d? 

d'u 

I    dm  du 
Ti,  dr-,  dr. 

n'   dn, 
n',    dr 

du         n', 
Tr^i 

dm  du 

17,  17 

Les  trois  premières  de  ces  six  équations  se  déduisent  du  §  V  [M] ,  par 
les  formules  (10  bis)  ;  les  trois  autres  du  §  VIII  [M] ,  par  la  dernière  du 
premier  groupe  de  formules  qu'il  contient,   laquelle  donne   la  qua- 
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trième  (5),  lorsqu'on  remplace  —  j^  '  ~  J^'  P^''  ^'  J~'  ^^^  7-  [M,  (5)], 
71   du  dr  I       d-  u         dr,  du\  ,  ,.    . 

aussi  — - —  par  — — 1  ou  par  (  y;  -rr  "•"  j~  77  )  '  ^t  q^'  o"  divise  par  y;. 
4.   La  normale  à  la  surface  A  fait  avec  l'axe  des  u  un  angle  dont 

t    dr  du 

>î    du  dr 

distance  R  de  A,  aura  donc  pour  coordonnée 


(6)  u'  =  u  -i-  Hyi 


Ce  groupe  (6)  représente  le  système  composé  des  surfaces  parallèles 
à  A,  et  des  surfaces  développables  formées  par  ses  normales.  On  trou- 
vera facilement,  soit  par  la  différentiation,  à  l'aide  des  trois  der- 
nières (4)  et  des  formules  (5),  soit  directement  par  des  considérations 
géométriques, 

,  I  I  I    /'  r.    dr„       \  1  1    /  n    dn-,      \ 

'  Il  h,  Tn  \  r,,    dr        1         h,  ri,  \  n,    dr       j 

On  s'assurera  de  même  que  les  trois  premières  équations  (4)  sont  vé- 
rifiées. Ainsi  le  groupe  (6)  représente  un  système  orthogonal,  qui  com- 
prend la  surface  A  pour  R  =  o ,  et  tel  que  le  paramètre  différentiel  h 
est  partout  égal  à  l'unité.  Mais  il  s'agit  de  trouver  tous  les  systèmes 
orthogonaux  (a)  comprenant  A  ,  et  tels  que  h  soit  constant  sur  la 
surface  A  seulement. 

o.  La  solution  particulière,  donnée  par  le  groupe  (6),  indique  une 
marche  à  suivre  pour  obtenir  la  solution  générale  du  problème  pro- 
posé. Si,  dans  le  groupe  (i),  on  change  p  en  r  -t-  X,  X  étant  une  fonc- 
tion de  (R,  /•,,  Tj),  chaque  coordonnée  u  deviendra,  par  la  formule 
de  Taylor, 

,  .,  du  ^  d' u     ').'■  d' Il       '>. 

(81  u' =  U -\- -r  ^ -^ -r- '^  T- 5+.... 

^     I  dr  dr'    \  .2  dr      1.2.3 

Or  les  équations  (5)  donnent  les  six  dérivées  partielles  du  second 
ordre  de  m,  en  fonction  linéaire  des  dérivées  du  premier;  des  diffé- 
rentiations  successives,  et  des  substitutions  faites  a  l'aide  des  for- 
mules (5),  conduiraient  aux  valeurs  des  dérivées  d'ordres  supérieurs, 
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toujours  en  fonction  linéaire  des  mêmes  dérivées  du  premier  ordre; 
enfin  ,  ces  valeurs  étant  substituées  dans  (8) ,  u'  pourra  se  mettre  sous 
la  forme 

.  ,  tlu  du  du 

(9)  «  ^  «  +  /»  .  7,  -  +  « .  /î,  ^  +  /> .  yj,  ^^, 

m,  n,  p  étant  des  fonctions  de  R,  r,,  i^.  Si  l'on  parvient  à  déterminer 
généralement  ces  fonctions  m,  n,  p,  de  telle  sorte  qu'elles  s'évanouis- 
sent pour  K  =0,  et  que  u'  (9),  vérifiant  les  trois  premières  (4),  donne 
h  =  I  poiu'  R  =0,  le  groupe  (9)  représentera  évidemment  le  système 
cherché. 

6.  Supposons  les  fonctions  m,  ti,  p  développées  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  R  ;  il  suffira  que  ces  séries  ne  contiennent  pas 
de  terme  indépendant  de  R  pour  que  le  système  (9)  comprenne  A.  Si 
l'on  différentie  «'(9)  par  rapport  à  R,  on  aura 


du' 

dm 

du           dri 

du            dp            du 

TTr  " 

'  7r 

'  '^  ^  "^  TTr 

"'''d7,^^[K'^'dF: 

d'où  l'on  conclut,  par  les  formules  (3) ,  et  l'une  des  équations  (4). 
I    /  dm  \-         /  dn  \-         /  dp  v  = 


D'après  cette  valeur,  pour  que  h  devienne  l'unité  quand  R  =  o,  il  faut 
et  il  suffit  que  la  série  m  ait  pour  premier  terme  R ,  sans  autre  coeffi- 
cient que  l'unité,  et  qu'en  même  temps  les  séries  «  et  p  n'aient  pas  de 
terme  en  R'.  On  va  voir  que  ces  dernières  séries  ne  peuvent  non  plus 
contenir  de  terme  en  R^,  c'est-à-dire  qu'elles  doivent  être  divisibles 
parR'. 

7.  Si  l'on  différentie  u'  (9)  par  rapport  à  /■,,  qu'on  remplace  les  dé- 
rivées partielles  du  second  ordre  de  u,  par  leurs  valeurs  déduites  des 
formules  (5),  et  qu'on  pose,  pour  simplifier, 

/  dm  r,   dn, 

dr,  vi;    dr  •,-,.•.,•• 

d/l  r,    dr,,  r,,    dn, 

+ -, .  ^m- 4 --^  »  =  N,,       '■<■■■■•    1 11 

rlr,  r,  ;     dr  r,  ;   dr.  I  ' 

dp         n-,  dn, 
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on  aura 

I      \  '^"  HIT  du         -.  du  ^  du 

(")  d;r  =  ^i'-^d7-^^'-^'dF,-^^-'^^d7;- 

Pareillement,  si  l'on  différentie  u'  par  rapport  à  /-j ,  et  qu'on  pose 
dm         n    d-n, 

.  .  dn         ri.    dn, 

dp  n    dn.,  n,    dn,  „ 

-h  -j- --Y  m 5-  —  A^  =  P,, 

dr,         yjj     dr  n     dr, 


„,  du'  -.  du         T.,  du  ^  du 

ii3)  -  =  M, .  y,  ;^  +  N, .  »,,  -  +  P, .  /!,  ^^- • 

Enfin,  pour  la  symétrie,  posons 

on  aura,  comme  plus  haut, 

,     f.  du'  T.,         du  -,  du  _  c/h 

8.  Les  groupes  (iij,  (i3),  (i5)  étant  substitués  dans  les  trois  pre- 
mières équations  (4),  celles-ci  deviennent,  en  ayant  égard  aux  for- 
mules (3), 

/  M  M,  H-  IN  N,  +  P  P,  =  o, 

fie)  j  M  Mj+ NN.,  +  P  Pj=  o, 

'  M,M,+  N,N,-hP,P5=  o. 

Ces  équations  sont  aux  différentielles  partielles  du  premier  ordre,  mais 
non  linéaires,  et  simultanées;  elles  doivent  être  vérifiées  par  les  trois 
fonctions,  ou  par  les  trois  séries  m,  n,  p,  pour  que  le  groupe  (y)  re- 
présente un  système  orthogonal.   La  sul)^lilution  des  mêmes  valeurs 
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II),  (i3),  (t5),  dans  les  trois  dernières  (4),  donne  aussi 

.  =  M"  +  TS^  +  P% 
(17)  i,f,  =M;-i-NÎ  +  PÎ, 

Si  l'on  réduit  m  à  ^on  premier  terme ,  et  qu'on  suppose  nuls  tous  les 
termes  de  n  et  p ,  le  groupe  (9)  devient  (6)  ;  on  a 

M  =  I  ,     N  —  o,      P  =  o, 

M,=  0,      N,=.0,       P,=  l(i-^^^'R);        .ni     ;.:•.■ 

les  équations  (16)  sont  satisfaites,  et  les  valeurs  (17)  deviennent  (7). 
On  retrouve  ainsi  le  cas  du  n"  4. 

9.  Soient  9,  v,  sr  les  coefficients  des  termes  en  K'  dans  les  séries 
m,  n,  p.  Les  expressions  (10)  et  (r/i),  ordonnées  par  rapport  à  R, 
auront  respectivement  pour  premiers  termes, 

M 1,  N.....2vR,     P 2stR, 

M. ('-1  +  1/J^.]r^     n. 1,        P. (^4-'^^v)r% 

\  rfr,  n]    dr       '  ri,  ^  dr,         n\   nr-,      / 

et,  pour  que  le  terme  en  R'  soit  nul  de  lui-même  dans  la  première  (16), 
\\  faut  que  v  =0.  De  même,  il  faut  que  sr  =  0,  pour  que  le  terme  en  R' 
disparaisse  dans  la  seconde  (î6).  Soient  alors  «,,  p^  les  coefficients  de  R^ 
dans  n  et  p;  le  produit  PP,  sera  divisible  par  R*  ;  celui  NN,  le  sera 

par  R*,  et  son  premier  terme  — '■ —  devra  détruire  le  premier  terme 
j-  R'  du  produit  MM,  ;  on  doit  donc  avoir 


du 
>7.  ,77- 


23. 
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et  pareillement 

I         tla 

En  outre,  on  verra  facilement  que  le  premier  terme,  dans  la  troi- 
sième (i6) ,  sera  (  4  —j—-  +  -^  "j  )  R'  ;  et  son  annulation  exige  que 
l'on  ait,  en  substituant  à  «,,  p,  leurs  valeurs  trouvées, 

an    — —  (in    — - 

ou,  en  développant, 

,    ,  .     .  ^/'q>  I    dri,  do  l    drii  do 

"S  bis.)  -7-V  +-:?-  T^  +  -  T-    ;      =  °' 

^  '  dri  dr^         »,  dr-^  dr,         n,  dr,   dr, 

c'est-à-dire  que  la  fonction  9,  coefficient  du  terme  en  R-  dans  la 
série  AH,  doit  vérifier  la  troisième  des  équations  (5). 

10.  11  suit  de  là  que  les  séries  m,  n,  p  seront  de  la  forme 

lm=R-h  moR^-t-'«,R^  +  '«^R'  +  '"3R'  H--.., 
(19)        ]«=  «,R'+ «oR'-h  «3R'+ «4R"-4----, 

{p=  p,  R'+ /5,R*4-/J3RM   /J,R'  +  ..., 

irio  —  f  devant  vérilier  l'équation  (18),  et  «,,  p,  étant  respectivement 
éeaux  à  —  -ïji  —  '  —  5^2-7^-  Pour  déterminer  les  formes  des  autres 

^  3         dr,  3        dr, 

fonctions  m^,  «2,  p^;  /«, ,  «3 ,  /?3,...,  il  faut  substituer  les  valeurs (19) 
dans  les  expressions  (i4),  (10),  (12),  puis  ces  expressions  transformées 
dans  les  premiers  membres  des  équations  (16),  que  l'on  ordonne  par 
rapport  aux  puissances  de  R;  égalant  ensuite  à  zéro  les  coefficients 
de  ces  puissances,  on  obtient  des  équations  aux  différeiilielles  par- 
tielles, d'où  l'on  peut  successivement  déduire  les  fonctions  cherchées. 
Je  me  dispenserai  d'entrer  dans  les  détails  de  celte  opération ,  et  j'in- 
diquerai seulement  la  forme  des  premières  fonctions,  écrites  dans  les 
séries  (19). 

11.  Désignons  par  le  symbole  D(y)  le  premier  membre  de  l'équa- 
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tion  (i8  his);  par  y,-  une  fonction  de  /■,,  r,,  vérifiant  l'éqnation 

D  (9,0=0, 

et  d'ailleurs  quelconque;  par  w,  l'expression     ni  (^j    +  inl  i-£^) 

puis  posons 

/    7)    </n,  f.  m   (in,   


On  s'assure,  à  l'aide  des  formules  qui  régissent  les  coordonnées  cur- 
vilignes (M),  que,  pour  toute  fonction  ip, ,  il  existe  une  fonction  ijy, 
vérifiant  les  deux  équations 

On  reconnaît  ensuite,  à  l'aide  des  mêmes  formules,  que,  pour  deux 
fonctions  différentes  9,-,  (pf,,  il  existe  une  fonction  «  qui  vérifie  les  deux 
équations 

'dr,  'h 
du  I  dr  rfcfi  ç  I         dtfi 


\dr,-    \      dr,  ^<'>^^-^''^'/^'dr/ 

(22)  / 

)  /dn,^  \ 

f  dro  (  dr,  dai,  ~  \         dtfi 

'dF^^\-^n-~^'''''d^~^''^'/'''^r 

fonction  que  je  désigne  par  le  symbole  «^(9,).  Ces  deux  théorèmes 
ont  été  l'objet  principal  d'inie  Note  présentée  à  l'Académie  des 
Sciences,  le  i/|  juillet  i845. 

12.  Cela   posé,    les  premiers  coefficients  des  trois  séries  (19)  sont 
donnes  par  le  tableau  suivant  : 


iSi 
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"o  =  ?• 

'«.  =  3+  +  ?i» 

I        ^((pi  +  if' 

P'  =  -W^: 

I         rf  (  ffl,  -1-  (f-  ■ 

(^3 


"^  =  -  (^+    ■    5 

/  I  3        \  rfo  2  rfcp,  I 


I    «/(()- 


df, 


I  </çi  I  disji 


!♦. 


172 


dr, 


S'^""  dr, 

/  2     ,  I  \  '/cp, 

rfip,        I       </^ 


9-^2 


dr. 


■dr.. 


En  résumé,  chaque  coefficient  ;/i,  introduit  une  nouvelle  fonction  ç,, 
qui  apparaît  dans  «,+, ,  p,^, ,  et  entre  dans  la  composition  de  tous  les 
coefficients  d'indices  plus  élevés  ,  soit  directement,  soit  par  ses  dérivées 
premières,  et  par  w,,  soit  par  la  fonction  i|>,  correspondante,  soit  enfin 
par  les  fonctions  w;i((p,),  «,(9*),  lesquelles  apparaîtraient  si  l'on  pro- 
longeait le  tableau  1  23).  Malgré  la  complication  de  l'équation  aux  dil- 
férences  partielles  que  doit  vérifier  m,  quand  i  surpasse  3,  et  malgré 
l'étendue  des  équations  d'où  l'on  déduit  directement  «,+,  et/>,4.,,  on 
reconnaît  aisément  que  les  seides  fonctions  auxiliaires  ^j; ,  ot,  w,  affec- 
tées d'indices  convenables,  suffisent  pour  ex|)iimer  ces  coefficients, 
quelque  loin  que  l'on  prolonge  leur  reclierche.  Ainsi  les  fonctions  m, 
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n,  p  existent;  et  il  ne  s'agirait  plus  que  de  sommer  les  séries  (19) ,  qui 
les  représentent,  en  conservant  foute  leur  généralité.  Mais,  que  m,  n,  p 
soient  ou  non  sous  forme  finie,  le  groupe  (9) ,  après  la  substitution  des 
valeurs  trouvées,  représentera  tous  les  systèmes  orthogonaux,  com- 
prenant la  surface  A,  tels  que  cette  surface  est  partout  également  dis- 
tante de  la  surface  infiniment  voisine  de  la  même  famille. 

lô.  Voici  maintenant  le  cas  particulier  dans  lequel  je  parviens  à 
exprimer  sous  forme  finie  les  séries  (19).  Considérant  que  la  fonction  - 
vérifie  l'équation 

D(^)  =0  [M(i6/eri], 

je  prends  (p  =  -;  je  suppose  nuls  tous  les  autrs  ç,  du  tableau  23); 
je  joins  aux  formules  (20)  celles-ci, 

,      ,  \  r,t   dr,  ,  ri,  (in  , 

(^^)  7' 5;^  =  ^"     7^.7;:  =  '- 

Alors.,  étudiant  et  comparant  les  valeurs  données  par  le  tableau  (^3) 
prolongé,  et  qui  résultent  de  ces  simplifications,  je  trouve  qu'en 
posant 

I ^|-  RM    -+-  7  CT  R' 

\       2        /       4  -   -À     -  :■  .. 

les  séries  (19)  s'expriment  ainsi  : 

{16)     /«  =  1^^^  -+-  2  (i-^^R-)  kIr,      n  =  l,KR\     />  =  /,RR3. 

Au  lieu  d'exposer  la  méthode  qui  m'a  conduit  à  cette  sonunation,  je 
crois  préférable  de  poser  les  valeurs  (26),  puis  de  prouver,  directe- 
ment ,  qu'elles  donnent  au  groupe  (9)  la  propriété  d'être  orthogonal ,    * 
ou  de  vérifier  les  équations  (16),  et  qu'elles  conduisent  à  une  va- 
leur /'  (17)  qui  se  réduit  à  l'unité  quand  R  est  nul.  ^ 

14.  D'abord,  les  fonctions  (20)  et  (24)  donnent    [voyez  M,  for- 
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mules  vi6,  et  (17)]  : 


(^7) 


dl,  _         j  dl,         d(,  j 

d/2  _     ,        dl,    (i[,     , 


A  l'aide  de  ces  formules,  par  la  valeur  choisie  pour  9  ,  et  d'après  le- 
définitions  de  cr,  de  f\i  (n"  11  ,  on  a 


dni                  l, 
dr,                J], 

dr. 

h 

dvs                     ,    d  f, 

du 
17,    ~ 

,  dU 

d^             dii 

dr,   —  '*'"        rfr. 

=  /,  f,. 

Si  l'on  pose ,  pour  simplifier, 
1  U  +  2(  i-^<]>R*)  k1r  =  T,      R5K=Q,     (i_i(j,R^)'^i,roR'=  d, 

|^,  +  ^T-.Q  =  L,      f.T-^§Q-l  =  L.,       1,T  +  ^=Q-^^^L. 

les  dérivées  partielles  de  la  fraction  K  f' 26  i  deviennent,  à  l'aide  des 
formules  (28), 

celles  des  fonctions  ///,  n,  p,  (26)  en  découlent  aisément,  et  leui 
substitution  dans  les  expressions  (i4))  ('Oi  Pt  (12)  donne  définitive 
ment 
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ir>.   Si  l'on  représente,  pour  simplifier,  par  S  l'expression  suivante, 

(3a)     ^(,_i^R^)(T-atQ)  +  3^^^Q  +  ^L-3|  =  S, 

la  substitution  des  valeurs  (3i),  clans  les  premiers  membres  des  for- 
mules (i6),  les  transforme  ainsi  : 

MM,  +  NN, +  PP,  =  /,L,S, 

MMî  +  NNo+  PP.  =  /jL^S, 


(33) 


M.M.+  N.N.-.P.P.  =  /./..L,L.(^_i^-^^), 


en  ayant  égard  à  la  valeur  de  sr  (28),  et  à  celle  de  D  (29).  Le  second 
membre  de  la  troisième  des  équations  (33)  est  nul;  et  il  en  est  de 
même  des  seconds  membres  des  deux  antres  :  car,  si  l'on  substitue 
dans  S  (Sa)  les  valeurs  de  T,  Q,  L,  D  (29),  et  K  ( a5  j,  on  trouve  défi- 
nitivement S  =  o.  Ainsi  les  équations  (16)  sont  satisfaites.  Enfin  la 
substitution  des  valeurs  (3i)  dans  les  équations  (17)  donne,  touti- 
réduction  faite , 


(l'on,  extrayant  les  racines,  remplaçant  L,,  Lo,  par  leurs  valeurs  (29), 
et  observant  que  R  ^  o  doit  donner  h,  =  v],,  h..  —  yj,,  il  vient 

(34)     H4K-5,     ^  =  i-f^T-:^Q,     l  =  -i-f,T-$Q. 

Pour  R  =  o,  la  fraction  (  aS  se  réduit  à  K  =  :^,  et  la  première  (34) 
donne  A  =  1 .  C'est  ce  qui  restait  à  démontrer. 

10.   On    remarquera  que  la    fonction   1];,    intégrée,    contient   une 

constante  arbitraire  ;  on  peut  en  introduire  une  autre  dans  f,  en  posant 

I 
œ  =  — h  constante. 

ce  qui  ne  cbange  rien  aux  calculs  qui  précèdent.  D'après  cela,  la 
solution  particulière,  donnée  par  les  valeurs  (16),  est  encore  fort 
générale. 

Tome  XVI.  -  Mai   i85i.  24 
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.S';/7-    La    convergence    des    séries    trigonométriques    procédant 
suivant  les  multiples    d'un   même   arc; 

Pab  m.  h.  HOLMGREN. 


Dans  lin  Mémoire  inséré  au  Journal  de  M.  Grunert  [Ârchiv  der 
MatJiematik  und  Physik),  M.  Malmsten  a  démontré  que  les  séries 
réelles  infinies 

M„-t-  M,  cos  j:  -I-  «2  ces  2  0:  -I-  «3  cos  3  j:  -h..., 

M,  sin  X  -1-  tin  sin  aar  -K  «3  sin  Sa*  -h..., 

sont  convergentes  quand  la  fonction  m„  tendant  vers  zéro  finit  par 
être  toujours  de  même  signe  et  sans  cesse  numériquement  décrois- 
sante pour  des  valeurs  croissantes  de  n;  pourvu  toutefois  que  x  ne 
soit  pas  de  la  forme  o.kn^  k  étant  un  nombre  entier  positif,  nul  ou 
négatif 

Voici  une  nouvelle  démonstration  de  ce  théorème  remarquable. 

l'our  comprendre  nos  deux  séries  dans  un  même  calcul ,  considé- 
rons la  somme 

/  S„  =  Mo^'os  IJ.JC  -h  u,  cos  (f.  -h  1)  j:  H-  ?<2  cos  i^  fi.  -+-  i)  JC  -h  ... 
\  +  «n-(  cos  (fJL  H-  /i  —  i)  a:  -h  u„  cos  [p.  -h  n)  O.' . 

où  [j.  est  luie  quantité  quelconque,  et  ou  nous  supposons  d'abord  la 
fonction  u„  quelconque  aussi,  sauf  à  lui  imposer  plus  tard  des  condi- 
tions. Multiplions  cette  somme  par  2  sin  -  x,  puis  déconi|)osons  chaque 
terme  du  second  membre  d'a|)rès  la  formule 

i  sii)  -  .r  cos  [jj.  -+-  i )  X  =  sin  (  p  -+-  /  H —  j  x  —  sui  (fj.  -h  i \  x . 
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nous  aurons 

2  sin  -  X  S„  —  «0  sii)  (  j7.  -f-  -  j  a-  —  m„  sin  (  jui  —  -  j  x 
?*,  sin  (  jtx  +  -  1  X  —  £/,  sin  (  p.  -f-  -  j  <r 
«2  sin  (  p.  -t-  -)•*■'"  "2  sin  (  fx  +  -  j  x 

/             2«  —  i\                            ./             an  —  3\ 
M„_,  sm  (|:j(.  h J  jc  —  w„_,  sin  (  |U(.  H I  .t 

.       /  2/2  -(-  i\  .       /  2«  —  l\ 

u„  sin  (  fx  H 1  X  —  M„  sin  (  l'A  H I  x , 

et,  en  joignant  les  ternies  deux  à  deux  diagonalement , 

2  sin  -  X .  S„ 
2 

(2)  (  =  —  "o  *'"  (p- ]  X  -^  [uo  —  u,)  sin  ip.  -^ — I  X  +  (m,  —  «2)  sin  (fx  h —  j  x 

■  I  2/2  l\  .         /  2/2  4-   l'V 

H-  (m„_,  —  u„)  sin  Ifjt  + 1  X  +  Mn  sm  Ip,  H 1  x. 

Faisant,  jjour  abréger, 

1  —  Mo  Sin  1  jtA )  X  -(-  (mo~  Wt)  sin  (ju.  h — 1  x  -1-  (m,  —  Mj)  sin  (  ju.  h — j  x 

I  ,  ,       .         /  2/2  —  l\  ^,  '     ■■    ."  -'Il 

[  +  («„_-,  —  u„i  sin  l|u.  H 1  X  =  U„, 


(3) 


2  sin  -  a' . a„  =  U„  -h  m„  sin  j  fx  H )  x , 


d'où 


(4)  S„  = -—  rU„  +  «„  sin  (p.  +  ^^^)  a'  ]■ 


Cette   formule,   n'étant    qu'une    identité,    subsiste    quel    que  soit    le 
nombre  entier  n.  Supposant  donc  n  infiniment  grand,   nous  avons 

24.. 


'»8  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

lim  S„  ou  la  somme  de  la  série  infinie 

Uocosixa-  -+-  u,  cos  (/ji.+  \)  jc  +  «o  cos  (|x  +  a)  jc  +... 


(^)        = '-j-  Tlim  U„  +  lim  n„  sin  (  fx  +  ^^^)  x\- 

'        2  sin  -  .r  '-  ^  2/1 

2 

Dans  cette  formule, 

I  lim  U„  =  —  «0  sin  ([j. )  or  -j-  [iif^  —  //,  j  sin  f  fji  +  -  J  .r 


(6) 


-\-  {u,  —  u^)  sin  1^  H — \  X  ■ 


est  aussi  une  série  infinie;  mais  on  démontre  facilement  que  cette 
série  a  une  somme_yî/?/e  et  déterminée  lorsque  la  fonction  u^  est  con- 
stamment de  même  signe  et  numériquement  décroissante  pour  des 
valeurs  très-grandes  et  croissantes  de  n:  jusqu'ici,  du  reste,  peu  im- 
porte que  lim  h„  soit  égale  ou  non  à  zéro. 

En  effet,  supposons  que  depuis  n  =  m  [m  étant  un  nombre  //«?'  et 
entier)  u„  décroisse  constamment  en  restant,  par  exemple,  positive, 
et  désignons  par  A  la  quantité  finie  et  déterminée 

«0  sin  (u. )  a-  +  {iif,  —  «,)sin  (/x  -\-  ~\  .x  -h  [n,  —  n^)  sin  (/j,  ^ —  )  .r  -(- 


-^  («m-.  —  «m)  Sm   (^p.  H ~ 

nous  aurons,  en  prenant  Ji  >  m, 

.             ,                                 \      •        /                  2  /«  -h  I  \                   ,                                         \      •        /                 2.  /«  +  3  \ 
A  =(W„—  Um+,)  Sm    UX  H ^ j  X  +  {U,n+i  —  Um+i)  Sin  ( /U.  H 1  X  +. 

,       .        /  2«  —  l\ 

-I-  (u„-,  —  it„)  sm  (/x  -\ 1  X. 

Les  différences  u,,,  —  u,„+t ,  m,„^.,  —  ^<„,+2  »  •  •  •  étant  toutes  positives,  et 
les  facteurs  par  lesquels  elles  sont  multipliées  étant  tout  au  plus 
égaux  à  l'unité  quant  à  leurs  valeurs  numériques,  le  second  membre 
de  cette  égalité  ne  peut  pas  être  niunériquement  plus  grand  que  la 
somme 

("m  —  Mm+,  )  H-  («,„+,  —  M„M-2)    -H  . . .  +   (m„_,   -  U„]~  U,„  —   U„  J 
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par  conséquent , 

U„  —  A  ~  M,„  —  M„  , 

en  ayant  égard  seulement  à  la  valeur  numérique  de  U„  —  A.  Or  A, 
Um  et  u„  sont  toujours  des  quantités  finies  ;  donc  U„  et  lim  U„  sont 
aussi  des  quantités  finies. 

Pour  démontrer  que  lim  U„  est  aussi  une  quantité  déterminée,  il 
suffit  de  prouver  que  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  termes 
qui,  dans  cette  série,  suivent  le  /'""«  terme,  diminue  à  mesure  que  / 
devient  plus  grand  et  s'évanouit  pour  r  =  co  ,  puisque  alors  la  quan- 
tité finie  lim  U„  devient  indépendante  de  n,  et,  par  conséquent, 
déterminée.  Prenons  donc  un  nombre  quelconque  A"  de  ces  lermes  ; 
nous  trouvons,  par  un  raisonnement  tout  à  fait  semblable  à  celui  que 
nous  venons  d'employer,  que  la  valeur  numérique  de  leur  somme 

,    .     /            2r  +  i\                                     \    ■     l            2/-  -h  3  \ 
\^Ur  —  «r+i  )  sm  \u.  H —  \  X  -^    Ur+\  —  "r+2)  sm  La  H )  x  +... 


/  -F  2(7--i-/-)  — n 


ne  peut  surpasser  u^  —  tir+k'i  or,  à  mesure  que  r  croît,  cette  différence 
diminue  et  s'évanouit  lorsque  /■  =  co  ,  puisque,  d'après  la  condition 
relative  à  w„ ,  on  a  nécessairement 

lim  u,.  ^  lim  u^^^. 

Ainsi  lim  U„  est  une  quantité  finie  et  déterminée. 
Revenant  maintenant  à  l'équation  (5),  nous  en  tirons  immédiate- 
ment la  conclusion  suivante  : 

Pourvu  ijue  sin  -  x  ne  soit  pas  nul  ou  que  x  ne  soit  pas  de  la  jointe 

ikn  {k  étant  un  nombre  entier  positif,  nul  ou  négatif  ) .  la  somme  de 
la  série  infinie 

U„COSiLX  ■+■  u,  COs(fJL  -h  i)x  -\-  u.jCos{p.  -h  i)  X  +  u^  cos  (p.  + .')  )  .r-f- .. . 

est  toujours  Jinie  lorsque  u„Jinit  par  être  constamment  de  même  signe 
et  numériquement  décroissa?ite  pour  des  valeurs  croissantes  du  nombre 
entier  n.   Cette  somme  est,  du  reste,  déterminée  lorsque  lim  u„  =:  o. 
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mais  indéterminée  à  cause  du  Jacti^ur  sin  /u.  H -\  .x,  dans  le  cas 

où  liai  u„  n'est  pas  zéro. 

Remarquons  d'ailleurs  que  lorsque  lim  u„  diffère  de  zéro,  la  for- 
mule (5)  permet  d'assigner  complètement  le  mode  d'indétermination 
de  la  somme. 

Mettons,  dans  la  formule  (  5  ),  jj. ^  au  lieu  de  p,  nous  aurons 

!«(,  sin  p. a:  -+-  u,  sin  (p.  -f- 1 )  j?  -t-  Mj  sin  [p.  -h  a )  x  -(- . . . 
= — —    lim  U„  -I-  lim  u„  cos  (  fx  H )  -^    ' 
1   cm  -»•    ^                                                                            '  '  -• 


«) 


(lim  U„  ^  —  Mpcos  Ta  —  -\  jt  -h  [Ug  —  u,)  cos  Ijx  -\ — J  .r 


u.,  )  cos  (  fX.  H —  )  X  -t- . 


el  nous  voyons  immédiatement  que  la  série  infinie 

M„sin  |j.j:  -h  M,  sin  (  ju.  -4-  i)  J?-4-  «2  sin  (fA  -t-  2)  j:  +  Mjsindu,  -(-  3)  J"  -+-  .. . , 

est  assujettie  aux  mêmes  conditions  de  convergence  que  nous  venons 
de  trouver  pour  la  série  dont  elle  dérive. 

Pour  |UL  ^  o  ,  nous  avons  les  séries  traitées  par   M.    Malmsten. 
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Note  sur  quelques  points  de  la  théorie  des  surfaces , 
Par  m.  Ossian  BOIVNET. 


On  a  donné,  comme  l'on  sait,  le  nom  d'ombilic  à  tout  point  d'une  surface  pour 
lequel  les  rayons  de  courbure  des  sections  principales,  et,  par  suite,  les  rayons  de 
courbure  de  toutes  les  sections  normales  sont  égaux  entre  eux.  D'après  cela,  pour 
trouver  les  ombilics,   il  suffit  d'exprimer  que  l'équation 


,    N  l{rt—s')'R'—R\Ji+p'-hq'[{j-hp')t-i-(i+g')>-—l.pqs] 

(a)  { 

qui  donne,  en  général,  les  rayons  de  courbure  principaux  d'une  surface,  a  ses  deux 
racines  égales  ;  on  obtient  ainsi  la  condition 

!•)  [(l  +  p')t-h{l+  q')r—2pc/sY=/i(rt  —  s-')(i-hp'  +  q']. 

Cette  égalité  peut  se  tnetlre  sous  la  forme 


/i(i-hp'-h</'\  (t-^  —.--j  =0, 


-+-  2/^9 

1    P^r 
\l  -hp' 

P'-hq'} 

/     pqr 

t 

■V 

(2)  y- 

d'où  l'on  déduit 

(3)  ,  ,  . 

i+p-  l  +  q-  pq 
ce  qui  montre  que  les  ombilics  satisfont  à  deux  équations  indépendamment  de  l'équa- 
tion de  la  surface  ,  et,  par  conséquent,  que  ces  points  sont,  en  général,  en  nombre 
limité  pour  une  même  surface. 

Ordinairement  on  ne  parvient  à  mettre  la  condition  (i)  sous  la  forme  (2)  que  <fuiie 
manière  assez  pénible.  Or,  sans  recourir  à  une  décomposition  en  deux  carres,  on  peut 
démontrer  comme  il  suit  que  les  deux  relations{3)  sont  nécessaires  pour  l'egalite  des 
racines  de  l'équation  [a). 

L'équation  (a),  en  posant  R  =  ~ — ^^^^~- i-,  revient  à 

(b)  [D(i  +  /.M-,-][D(i-H<7^)-f]=(.-^vDj-, 

et  c'est  même  sous  cette  forme  qu'on  l'obtient  d'abord.  (  f-'oyez,  par  exemple,  le  Cours 
d'Analyse  àe  M.  Duhamel.  )  Si  dans  cette  dernière  équation  ,  on  substitue  successive- 
ment à  la  place  de  D  ,  les  trois  nombres 
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ou  bien  les  trois  suivants  : 

t 

on  trouve  des  signes  alternatifs,  après  avoir  tout  fait  passer  dans  un  membre;  cela 
montre  que  ces  deux  systèmes  de  nombres  séparent  toujours  les  racines  de  l'équa- 
lion  [b);  donc ,  si  ces  racines  sont  égales  entre  elles,  elles  doivent  l'être  à 


-P- 


—  •  par  suite  à  —  d'après  l'équation  :  donc  on  aura 
q'     '^  pq 


l-hp'  !-+-</'         pq 

Réciproquement  ,   si  ces  relations  sont  satisfaites ,   l'équation  en  D  aura  ses  racines 

égales,  car  cette  équation  et  sa  dérivée  seront  vérifiées  par  D  =r ^■ 

Je  saisirai  cette  occasion  pour  relever  une  inexaclitude  qui  m'est  écliappée  dans  ma 
Note  sur  les  ombilics  insérée  dans  le  xxx^  cahier  du  Journal  de  l'École  Polytechnique. 
J'ai  répété  à  la  page  i ,  d';i|>rés  quelques  auteurs ,  que  quelle  que  soit  la  direction  sui- 
vant laquelle  on  chemine  sur  une  surface ,  on  ne  trouve  jamais  deux  normales  succes- 
sives qui  se  rencontrent  rigoureusement  :  à  la  vérité,  la  phrase  à  laquelle  je  fais  allusion 
est  tout  à  fait  isolée  dans  ma  Note,  et  ce  qui  suit,  relativement  aux  lignes  de  cour- 
bure, n'en  dépend  pas  et  reste  parfaitement  exact;  je  crois  néanmoins  devoir  la  recti- 
fier en  faveur  des  jeunes  élèves  qui  pourraient  me  lire.  Rien  n'est  plus  simple  ,  du  reste, 
que  de  s'assurer  qu'il  existe  sur  une  surface,  contrairement  à  l'assertion  précédente, 
deux  lieux  de  points  pour  lesquels  les  normales  rencontrent  rigoureusement  la  normale 
correspondante  à  un  point  déterminé  m.  On  voit  aussi  que  ces  deux  lignes  se  coupent  a 
angle  droit  et  sont  tangentes  aux  sections  principales  relatives  au  point  m.  IM.  Liouville 
s'est  servi  (luelquefois ,  dans  ses  coursa  l'Kcole  Polytechnique,  de  la  considération 
de  ces  lignes  pour  établir  les  équations  des  lignes  de  courbure  ,  et  cette  méthode  est  à 
la  fois  très-claire  et  très-simple.  Il  existe  une  autre  méthode  également  très-simple 
pour  obtenir  les  mêmes  équations  ;  comme  j'ignore  si  elle  a  déjà  été  employée ,  je  vais 
l'indiquer  en  peu  de  mots.  Elle  consiste  à  regarder  les  lignes  de  couibure  comme  les 
lieux  des  points  pour  les(|uels  les  normales  à  la  surface  forment  une  surface  dévelop- 
pable  ,  ou  bien  sont  tangentes  à  une  même  courbe  ,  et  puis  à  remarquer  que  lorscpie  l'un 

a  les  équations 

X  =  az-\-  p,      y  :=  bz  -h  q 

d'une  série  de  droites ,  il  suffit ,  pour  exprimer  qu'elles  sont  tangentes  à  une  courbe ,  de 

remplacer  dans  la  condition 

a' —  a        />' —  p 


b' —  b         q' —  q 
qui  exprime  que  deux  de  ces  droites  se  rencontrent ,  les  accroissements  a'—  a,  //—  h , 
./_„^fy' ,y,des  paramètn's  «,  b,p,  q  par  leurs  différentielles  relatives  i\  la  va- 
riable indépendante  dont  ils  sont  supposés  fonctions.  (  royez  une  Note  de  M.  Bouquet, 
lome  XI  de  ce  Journal.  ) 
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SUR    QUELQUES    FORMULES 


RELATIVES 


A  LA  THEORIE  DES  COURBES  A  DOUBLE  COURBURE; 
Par  m.  J.-A.  SERRET. 


Quelques-uns  des  résultats  contenus  dans  l'article  qu'on  va  lire 
font  partie  d'une  Lettre  que  j'ai  écrite,  il  y  a  près  de  deux  ans ,  à 
M.  Liouville,  et  qu'il  m'a  fait  l'honneur  d'insérer  dans  une  des 
Notes  qu'il  vient  de  publier  avec  la  cinquième  édition  du  chef- 
d'œuvre  de  Monge,  Y  Application  de  l'Analyse  à  la  Géométrie. 

\. 

Considérons  une  courbe  à  double  courbure  rapportée  à  trois  axes 
de  coordonnées  rectangulaires.  Soient  M  un  point  de  cette  courbe; 
MT  la  tangente  en  M;  MN  la  normale  principale,  c'est-à-dire  celle  qui 
est  située  dans  le  plan  osculatexu-  et  avec  laquelle  coïncide  le  rayon 
de  courbure;  ML  l'axe  du  plan  osculateur.  Je  désignerai  par  a,  ê,  7; 
^,  u,  Ç;  X,  p.,  V  les  angles  formés  avec  les  axes  coordonnés  par  les 
droites  MT,  MN,  ML  respectivement;  par  ds  la  différentielle  de  l'arc 
terminé  en  M;  par  de  et  dri  les  angles  de  contingence  et  de  torsion; 
enfin,  par  p  et  r  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion,  lesquels  ont 
pour  valeurs,  comme  on  sait, 

,   .  ■  ds  ils 

Je  me  propose  d'indiquer  ici  quelques  formules  par  lesquelles  on 
simplifie  considérablement  la  solution  de  diverses  questions  relatives  à 
la  théorie  des  courbes.  Ces  formules  permettent  d  exprimer  les  différen- 
tielles des  divers  ordres  des  cosinus  des  trois  angles  a,  |,  X,  ou  §,  u, 
f;. ,  ou  7,  Ç,  V,  par  des  fonctions  linéaires  de  ces  mêmes  cosinus  dont 

Tome  XVI   -Mah8.5i.  25 


194  JOURNAL  DE  INIATHÉMATIQUES 

les  coefficients  ne  contiennent  que  ds,  r,  p  et  leurs  différentielles.  Je 
donnerai  ensuite  quelques  exemples  qui  suffiront  pour  montrer  quel 
parti  on  peut  tirer  de  ces  formules. 

Rappelons  d'abord  les  formules  connues 


et 


^  de  =  v(^cosa)^+  (^cosê)^  +  (r/cos7)^, 
f  '^n  =  yJldcoslf  -h{dcos^f-h  ((^cosv)^, 

^  d  COS  a  d  COS  a 


^   -        de 

-f^     ./. 

d  cos  a  = 

COS  ^  —  5 

? 

d  COS  S  = 

ds 
COS  u  —  ? 

I> 

rf  COS  7  =: 

5,   A 

cosÇ  — 

ri  COS  6  f/  COS  S 

rf  COS  7  d  COS  7 

cos  Ç  —  —  ' 

d'où  l'un  tire 


(4) 


11. 

Kn  vertu  des  équations  (3),  les  équations 

cos  a  cos  Ç  +  cos  g  cos  u  +  cos  7  cos  Ç  =  o, 
cos  X  cos  S,  +  cos  fx  cos  V  -+-  cos  V  cos  Ç  =  o , 
deviennent 

I  cos  a  rfcos  a  -1-  cos  S  ^/  cos  S  +  cos  7  d  cos  7  =  0, 
^^'  jcosXf/cosa  +cos/Jirfcos  S  +  cos  v  ^  cos  7  =  o. 

n'nilieurs,  en    lifféreiitiant  les  suivantes  : 

cos  a  cos  X  -f-  cos  ê  cos  /jl  +  cos  7  cos  v  =  o  , 
cos'  X  -t-  cos"  |i.  -+-  cos''  V  =  I  , 
et  ayant  égard  à  la  seconde  des  équations  (5),  il  vient 

(  cos  a  d  cos  X  -H  cos  ë  r/  cos  a  H-  cos  7  r/  cos  v  =  o, 
1  cos  X  ^cos  X -f- cos|xrfcos/u. -I- cosv  rfcos  V  =  O. 
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On  voit  que  les  équations  (6)  ne  diffèrent  des  équations  (5)  qu'eu 

ce    que   dcosa,    dcos§,    rfcosy   y    sont    remplacées    par   r/cosX , 

dcos^j.,  dcosv;   d'où   l'on  conclut  que   les  premières   différentielles 

sont  proportionnelles  aux  dernières  :  on  a  donc 

d  cos  l  d  cos  p. cl  cos  v  t/jn  p 

W  /  f/  cos  y.         (i  cos  Ç  '/ cos  7  fie         r 

Ces  équations  [j  )  démontrent  le  théorème  suivant  : 

Si  a  et  l  désignent  les  angles  Jormés  avec  une  droite  fixe  D  par  la 
tangente  et  par  l'axe  du  plan  osculateitr  en  un  point  M  d'une  cottrhe 
à  double  courbure,  le  rapport 

n  cos  ), 
d  COS  a 

est  le  même,  ijuelle  que  soit  la   dioite  D,  et  sa  valeur  est  égale  au 
rapport  de  la  première  courbure  à  la  seconde  [*]. 
Des  équations  (/J)  et  (-)  on  déduit 

d  cos  X  =  cos  B  —  •> 

,     ,  ds 

(8)  \  «  cos/j.  =  cos  V  —  ■> 

J  y  ds      ^.,  > 

a  COS  V  =  COS  Ç  — 


[*]  M.  Bertrand,  à  qui  j'avais  communiqué  ce  théorème,  l'a  proposé  comme  exer- 
cice aux  élèves  de  l'École  Normale.  L'un  d'eux  ,  M.  Guiraudet,  lui  a  remis  la  démons- 
tration géométrique  suivante,  qui  est  d'une  extrême  simplicité  : 

•t   La  direction  qui  fait  avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont  proportion 
■>   nels  à  c/cosa,  dcosë,  i^cosy,  est  celle  du   rayon  de  courbure.  Si  l'on   mène  pai 

l'origine  deux  parallèles  aux  axes  des  deux  plans  osculateurs  infiniment  voisins,  ci 
"  que  l'on  prenne  sur  ces  parallèles  des  longueurs  OM,  OM'  égales  à  l'unité,  la  ligne  IMM' 
>•  qui  joindra  leurs  extrémités  fera  avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont  pro- 
■'  portionnels  à  d  cosl ,  .'/cosfi,  r/cosv.  Ainsi,  pour  prouver  notre  théorème,  il 
"  suffit  de  montrer  le  parallélisme  de  ces  deux  directions.  Or  cela  est  évident ,  car  Ir 
..  plan  parallèle  aux  axes  de  deux  plans  osculateurs  voisins  est  parallèle  au  plan  iior- 
>  mal  de  la  courbe  proposée,  et  la  droite  MM'  située  dans  ce  plan  est  évidemment 
"  perpendiculaire  à  l'axe  du  plan  osculateur,  et,  par  suite,  parallèle  au  rayon  de 
•    courbure.    » 

25.. 
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m. 

De  l'équation 

cos'  S  +  cos^  a  -I-  cos*  /  =  1 , 

on  tire,  en  différentiant, 

,  „  d  COS  a  .    d  COS  '/ 

d  COS  t  ^  —  COS  a COS  A ■• 

COS  Ç  COS  Ç 

et,  à  cause  des  équations  (4)  et  (8), 

rf  cos£  =  —  (cos  a  de  -+-  cos  Xf/y;) 

on  a  donc  les  trois  nouvelles  équations 

,  ^  /  ces  a         cos  X  \    j 

rfcos?  =  —  ( 1 ^1  (ts, 

,    >  )    I  /  cos  6        cos  u  \    . 

(9)  {dcosv=-  (-—  +  —iyis, 


cos  a  cosX"* 

1 

P  P 


I          u.                i  cos  7         cos  V  \     , 
r^  cos  Ç  =  ~  ( H —  j  as  ; 

d'où  1  on  tire 

(10)  {dcos^Y  +  iHcosvf -h  {dco^'<;Y=  (-^  +  y)ds\ 

Divisant  les  équations  (9)  par  ds ,   différentiant  ensuite,  et  ayant 
tgard  aux  équations  (4)  et  (8),  on  obtient  les  suivantes  : 

^rfcosj^  _('l^J.\cos£./*-  (cosar/i+cosXrf'), 

i^(_cosu  _  _  lj_  _^  '  \  f.Q^y  g/^  _  jcos  S  r/     -+-  cos  M.r/-  ) , 
I        *  \P         '■  ,'  \  P  '       '■  / 
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IV. 

Des  fornuiles  qui  précèdent,  découlent  ininiédiateinent  deu\  théo- 
rèmes remarquables.  Le  premier  de  ces  théorèmes,  qu'on  établit  faci- 
lement par  des  considérations  géométriques,  a  été  démontré  analyti- 
quement  par  M.  Puiseux  [voir  le  tome  VI  de  ce  Journal).  Il  consiste 
en  ce  que  Vhélice  ordinaire,  est  la  seule  courbe  dont  les  deu.T  courbures 
sont  constantes.  Le  second  théorème  est  dti  à  M.  Bertrand,  qui  Ta  dé- 
montré géométriquement;  il  consiste  en  ce  que  les  courbes  dont  les 
deux  courbures  ont  un  rapport  constant  sont  des  hélices  tracées  sur 
un  cjlindre  à  base  quelconque. 

Le  premier  des  deux  théorèmes  dont  il  vient  d'être  question  résulte 
immédiatement  des  équations  (11),  qui,  en  faisant,  pour  abréger, 
1   I         I 

m'        p'         r'' 

et  prenant  ds  pour  la  différentielle  constante ,  donnent ,  si  /  et  0  sont 
constants , 

d  '  cos  H                 I  ^ 

— TT—  = ;  cos  t , 

,       ,  ,  d''  COS  u  I 

la)  {  — n—  = ;COSv, 

'  ^        ds'  m- 

d  '  cos  Q                 i  .. 

— TT-  = ;  cos  C. 

ds'  m-  ^ 

En  intégrant,  on  a 

COS  ^  ^  cos  a  cos  —  +  cos  a'  sin  —  t 

m  III 

(i3)  ,  cos  u  =  cos  é  cos  -  -I- cos // sin  ■*- • 

^  1  tu  m 

cos  C  =  cos  c  cos  - — h  cos  d  sin  —  : 

m  m 

en  désignant  par  a,h,  c;  a\  //,  c'  les  angles  formés  avec  les  axes  par 
deux  droites  arbitraires  D  et  D'  perpendiculaires  entre  elles.  Si  x ,  >',  z 
représentent  les  coordonnées  de  la  courbe ,  on  a 


d  cos  a.  d  ' 

Us' 


''''^^■  =  P-7^  =  Pin^- 
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les  équations  (i3)  donnent  alors,  en  intégrant, 


a  sin  —  —  cos  n'  cos  —  ) 

m  ni  J 


n  cosrt 


il  '  û  ^-  =  «i  (  cos  h  sin cos  h'  cos  —  )  -t-  w  cos  h" . 

1  ^  ds  \  m  m  I 

'      •'-  '  ,  '\ 

cos  c  cos  —    +  n  cos  c  , 


où  //  désigne  le  radical  vp"~  ^^^1  ^^  "  '  ^">  ^"  les  angles  formés  avec 
les  axes  par  une  droite  D"  perpendiculaire  aux  droites  D  et  D'.  Si  l'on 
fait  coïncider  les  droites  rectangulaires  D,  D',  D"  avec  les  axes  des  .i- . 
desj^-  ef  des  z,  les  équations  (i4)  se  réduiront  à 


d'où  .  en  intégrant. 


9 

dx   _ 

m  sin  —  » 

m 

P 

ds    ~~ 

s 

—  m  cos— 5 

rn 

P 

dz    _ 

dJ  ~ 

n; 

X 

- 

Xo  = 

rn'            s 
cos  — ; 

p            m 

J 

- 

7o  = 

nr     .       s 

sin  —  ' 

P             m 

O»,  en  transportant  l'origine  au  point  arbitraire  {jCo,Jo^  •^o  '  <?'  élimi- 
nant .V  , 

(iS)  .r  = cos — ,     r= sin  — 

v'""/  p  rnn       -'  p  mn 

Ce  sont  les  équations  de  l'hélice  ordinaire. 


Le  second  des  deux  théorèmes  ilonf  il  a  été  que.stioii  au  paragraphe 
précédent,  se  démontre  tn-s-racilement  en  faisant  usage  des  équa- 
tions (7).  Nous  nous  proposons  de  trouver  les  courbes  dont  les  <\<t\\\ 
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courbures  ont  un  rapport  constant  k.  On  a 

(i6)  dri  =^  kdi, 

et,  par  suite,  en  vertu  des  équations  (7), 

Id  cos  X  —  k  d  cos  a  =  o, 
dcos,  p.  —  /i  d  cos  ê  =  o, 
d  cos  V  —  k  d  cos  y  =  o  ; 

réciproquement,  l'une  des  équations  (17)  entraîne  l'équation  (i(S  ).  En 
intégrant,  on  a 

cos  X  —  A  cos  a  =  constante , 

cos  [j.  —  k  cos  §  =  constante , 

cos  V  —  /  cos  7  ^  constante  ; 

la  somme  des  carrés  des  premiers  membres  ayant  pour  valeur  1  ^  A^, 
on  aura 


cos  X  —  A  cos  a  =  \/  n-  k-  cos  a' , 
cos  fjL  —  A  cos  ê  =  v/n-  A-  cos  §'. 


cos  V  —  A  cos  y  =  y  1+  A^  cos  y' . 


bien 


cos  X  ^  A  cos  a  +  \/n-  A'^  cos  a', 


(18  i  (  cos  fjL  ^=  Acos  ê  +  v'n- A^  cos  ê',        '      ■•  1       '^     - 

cos  V  =:  A  cos  7  -f-  Vu-  A^  cos 7'  : 

a',  §',  7'  étant  les  angles  formés  avec  les  axes  par  une  droite  arbi- 
traire. Si  l'on  prend  cette  droite  pour  axe  des  z,  les  équations  (18) 
deviennent 

IcosX  =  A  cos  a,  '      ' 

cos  IX  =  k  cos  ê , 
cos  V  ^  A  cos  7  -)-  V I  +  A"  ;  ,, 
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élevant  au  carré  ces  équations  (19)  et  ajoutant  les  résultats,  on  a 


i 20)  cos  y  = 

d'où 

[11] 


v/n-/-= 
d'où 


V'i-h/!-^ 


L'équation  (20)  montre  que  la  tangente  à  la  courbe  considérée  fait 
un  angle  constant  avec  l'axe  des  z;  c'est  donc  une  hélice  tracée  sur  le 
cylindre  qui  la  projette  sur  le  plan  des  .r/. 

Il  est  facile  de  voir  que,  réciproquement  pour  toute  hélice,  c'est-à- 
dire  pour  foute  courbe  qui  satisfait  à  l'équation  (ao) ,  l'équation  (16)  a 
lien.  En  effet,  y  étant  constant,  les  équations  (3)  montrent  que  cos  Ç 
est  nul,  donc  la  normale  principale  est  constamment  perpendiculaire 
à  l'axe  des  z  :  alors  l'équation  (20")  entraîne  l'équation  faO  à  cause  de 

cos'-  ç  ■+-  cos-  y  4-  cos^  v  =  i . 

D'après  cela,  on  a 

/•' 
ros"  /  ■+-  cos'  u.  = -^ 

'  I  -1-  X' 


cos-  a  -h  cos 


■^ê=r 


cos  a  cos  ),  -+-  cos  ê  cos  fj.  =  - 


en  ajoutant  ces  équations,  après  avoir  multi|)lié  la  seconde  par  A^  et 
la  troisième  par  —  -ik,  il  vient 

(  cos  A  —  k  cos  «)'■'+  (  cos  IX  —  k  cos  g  )°  =  o , 

d'où  l'on  conclut  les  é(|uations  '  19  >,  et,  par  suite,  les  équations  (17) 
et  (16). 

U  est  facile  d'établir  maintenant  que  la  projection  sur  le  plan 
des  XY  de  la  courbe  qu'on  vient  d'étudier,  est  im  cercle  si  les  deux 
rayons  de  courbure  et  de  torsion  sont  eux-mêmes  constants,  ce  qui 
donnera  une  nouvelle  démonstration  du  théorème  établi  au  <^  IV. 
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En  effet,  à  cause  des  équations  (19),  les  équations  (9)  donnent 

d  cos  c  ^  —  (  -  H —  1  cos  Cf.  fis  =  —  — — '-  (i.T , 

d  cos  u  =  —  (  — I —  I  cos  §  ds  = ^~  dy  ; 

d'où,  en  intégrant  et  désignant  par  jt^,  )\  deux  constantes, 
x-x^=  -;:7^,  cos?, 

Y  —  'Td  = ' ;  cos  u. 

Élevant  an  carré  et  ajoutant,  il  vient,  à  cause  de  cos  Ç  =  o, 

(^-•^or  +  (j-jror-(7^-.)'' 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

VI. 

L'équation  du   plan  normal  en  un  point  M  [ac.  j  ,  z)  d'une  courbe 
à  double  courbure,  est 

(22)        (jc,  —  x)  cos  a  +  [ji  —  J')  cos  ê  +  (z,  —  z)  cos  y  :=  o. 

Différentions  cette  équation  par  rapport  à  la  variable  nidépendante 
dont  j:,^,  z;  a,  S,  y,  etc.,  sont  fonctions,  on  aura 

{œ,  —  x)  «Y  cos  a  +  (j  ,  —  j")  r^cosÊ  H-  (2,  —  :)  d  cosy  =  ds  , 
ou 
(  23  ,)        (X,  —  X)  cos?  +  (j-|  —  J')  COSU  -\-  [Zf  —  z)  cosÇ  =  p. 

Le  système  des  équations  (22)  et  (23)  appartient  à  l'intersection  du 
plan  normal  au  point  M  et  du  plan  normal  infiniment  voisin,  ou,  si 
l'on  veut,  à  l'axe  du  cercle  osculateur  qu'on  nomme  aussi  droite 
polaire.  En  différentiant  de  même  l'équation  (23),  il  vient 

(jf,  —  x)  d  cos^  -+-  (j-,  —  y)  d  cos  u  +  (z,  —  z)  dcos  Ç  =  dp, 

car  dx  cos  ^ -\- dj  cos  V -{- dz  cos  Z  est    nulle;    en   faisant   usage   des 
équations  (9)  et  ayant  égard  à  l'équation  (22J,  la  dernière  équation 

Tome  XVI   —  Mai  i85i  a6 
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devient 

('24)     (.r,  —  a:)cos'k  +  (j,  —  j)  cos/j.  +  (z,  —  z)  cos  v  =  —  r'-^- 

Le  système  des  équations  (22),  (23),  (24)  représente  Tintersectiou 
de  trois  plans  normaux  infiniment  voisins,  c'est-à-dire  le  centre  de  la 
sphère  osculatrice  au  point  M.  Si  l'on  ajoute  ces  trois  équations, 
après  les  avoir  multipliées  respectivement,  d'abord  par  cos  a,  cos  | , 
cos  X  ;  puis  par  cos  g,  cos  u ,  cos  [x;  puis  enfin  par  cos  y ,  cos  Ç  ,  cos  v . 
il  vient 


X, 

—  J-  ==  p  cos  Ç  — 

do               . 

r  -f-  cos  )  . 

du 

J'. 

—  >■  =  p  cos  V  — 

df 

r—  cos  /x, 

.5) 

ù  cos  C  —  r^  cos  V. 

'  -  ds 

En  élevant  les  équations  (23)  au  carré,  et  désignant  par  R  le  rayon 
de  la  sphère  osculatrice,  on  a 

(26)  R-^=p'^+r-^g. 

De  là  résulte  ce  théorème  : 

Si  une  courbe  est  tracée  sur  une  sphère,  la  (quantité  p'^  -+-  '"*  Vr  est 
constante  en  chaque  point  et  égale  au  carré  du  rayon  de  la  sphère. 

Réciproquement  . 

Si  en  chaque  point  d'une  courbe  la  quantité  p"  +  ''^  -7^  ^^^  con- 
stante, la  courbe  est  sphérique,  à  moins  </ue  son  rayon  de  courbure  f, 
ne  soit  constant. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  il  suffit  de  différentier  les  équa- 
tions f  25).  On  trouve  ainsi,  en  se  servant  des  formules  données  pré- 
cédemment , 

Idjr:,  =  —     '-  r/j  -t-  (Y  (  r-r-  ]     cos  X , 
l   '  \     "S  I    I 

'bi  =  -  [ '■^/•î  -+-  d  (/■  J)J  cos  [x, 
ch,  =-[erf.  +  ./(,J)Jcosv. 
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Ainsi  la  condition  pour  que  le  centre  de  la  sphère  osculatrice  soit 
le  même  pour  les  différents  points  de  la  courbe  est 


ds 


n)-- 


elle  n'est  pas  satisfaite  si  o  =  une  constante.  Elle  devient  intégrable 
eu  la  multipliant  par  ary-i  et  Ton  trouve 


P'  -Y-  f-  -^  =  constante , 

f-quation  qui  est  satisfaite  par  p  =^  une  constante.  En  excluant  ce 
cas,  on  voit  que  si  la  précédente  équation  a  lieu,  les  quantités 
.r ,  .  », ,  "i ,  R  sont  constantes  pour  tous  les  points  de  la  courbe 
proposée;  cette  dernière  est  donc  tout  entière  située  sur  une  sphère 

fîxe  n. 

Les  équations  (^7)  peuvent  servir  à  démontrer  ce  théoiènie  connu, 
que   le  lien  des  centres  des  sphères  nsculatrices  d'une  courbe  (juel- 


[*]  M.  Bertrand  m'a  donné  de  ces  résultats  une  démonstration  géométrique  fort 
simple  fondée  sur  des  considérations  dont  il  a  déjà  plusieurs  fois  fait  iisaj^e.  Je  crois 
devoir  la  transcrire  ici  : 

1  Nommons  p  le  rayon  de  courbure  d'uue  courbe,  s'  l'arc  de  la  courbe  lieu  de  ses 
u  centres  de  courbure  :  le  triangle  infinitésimal  formé  par  l'arc  ds',  la  normale  princi- 
>'  pale  qui  aboutit  à  l'une  de  ses  extrémités  ,  et  la  perpendiculaire  abaissée  sur  cette  nor- 
>.    maie  par  l'autre  extrémité  de  rf.v',  montre  que  le  cosinus  de  l'angle  forme  par  l'arc  v 

»   avec  le  rayon  p  est  égal  à  — ^-  Si  l'on  remarque  que  le  rayon  p  est  langent  à  la  surface 

>.   développable  lieu  des  axes  de  cercles  osculateurs  sur  laquelle  est  situé  l'arc  lis',  cl 

qu'il  coupe  à  angle  droit  la  génératrice  correspondante,  on  en  conclut  que  —  est 

i>  aussi  le  sinus  de  l'angle  que  ris'  forme  avec  cette  génératrice  ,  et  que ,  par  suite ,  dp  est 
'  la  distance  de  l'une  des  extrémités  de  ds'  à  la  génératiice  qui  passe  par  l'autre  extri"- 
>.    mité;  mais  l'angle  de  deux  génératrices  égal  à  l'angle  de  deux  plans  oscillateurs  de  la 

-   courbe  proposée,  en  désignant  p.ir  r/ç  l'arc  inliniment  petit  de  <ctte  courbe  et  par 

■-■G.. 
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conque  est  l'aiêle  de  rebrous  sèment  de  la  surface  dcveloppahle  lieu 
drs  droites  polaires  ou  axes  des  cercles  osculateurs. 

S'il  s'agit  d'une  courbe  dont  le  rayon  de  courbure  p  est  constant , 
mais  seulement  dans  ce  cas,  les  équations  (aS)  se  réduisent  à 

a:,  —  .r  =  p  cos|, 

J,  —  J  =^  p  COS  V  , 

z,  —  z  =^  p  COS  Ç; 

ce  qui  montre  que  le  centre  de  la  sphère  oscidatrice  coïncide  avec  le 
centre  de  courbure;  d'où  l'on  conclut  ce  théorème  : 

Si  une  courbe  à  double  courbure  a  son  rayon  de  courbure  con- 
stant, le  lieu  des  centres  de  courbure  se  confond  avec  l'arête  de  re- 
broussement  de  la  surface  enveloppe  des  plans  normaux ,  et  récipro- 
quement. 


sa  seconde  coiirbuie,  esl  mesuré  par  —  Si  tlonc  on  nomme  u  la  distance  de  l'arc 

ds'  à  laquelle  se  coupent  les  deux  axes  consécutifs,  on  aura 

ds  d  p 

dp  :=  u  —  ,       u  ^=  r  —>-  ■ 

'  r  ds 

Or,  le  rayon  o,  la  distance  «  et  le  rayon  R  de  la  sphère  osculatrice  forment  évidem- 
ment un  trianj^lc  rectangle  ;  donc 

K-' =  p'-^-, ■'-/-■ 
ds^ 

Si  l'on  porte  sur  des  normales  à  une  courbe  une  longueur  constante,  la  courbe  lieu 
de  leurs  extrémités  les  coupe  toutes  à  angle  droit  ;  si  donc  R  est  constant,  l'arête  de 
rebrousscment  de  la  surface  développable  doit,  si  elle  ne  se  rvduit  pas  à  un  point, 
couper  à  angle  droit  les  normales  de  la  courbe  proposée  qui  passent  par  les  différents 
points,  ces  normales  sont  donc  perpendiculaires  à  l'axe  des  cercles  osculateurs  et 
sont,  par  conséquent,  des  normales  principales;  R  se  confond  donc  avec  p,  et 
l'on  a 

p  ■=  constante.    ■ 
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VII. 

Considérons  une  courbe  située  sur  une  sphère  de  rayon  a  et  dont 
le  centre  est  à  l'origine  des  coordonnées;  on  aura 

(a8)  p^4-/-^^  =  «% 

et,  comme  les  coordonnées  x,,y\^  z,  sont  constamment  nulles,  les 
équations  (a5)  deviennent 

I  X  =  —  p  cos  ^  +  r  -^  cos  X  , 

(29)  ij  =  -pcosu-hr'-£cos[j., 

\    z  =:  —  p  cos  Z  -h  r-r  cos  V. 
\  ^  as 

Il  est  facile  de  voir  que  les  courbes  sphériques  de  courbure  con- 
stante sont  des  cercles.  En  effet,  si  p  est  constant,  l'équation  (  28) 
montre  que  l'on  a  r  =  co  ou  j3  =  a.  Dans  le  premier  cas,  il  est  évi- 
dent que  la  courbe  est  une  circonférence,  puisqu'elle  est  plane.  Dans 
le  second  cas,  où  p  =:  a,  les  équations  (29)  donnent 

X  ■=  —  a  cos  I ,     ^  =  —  (i  cos  u ,     z  =z  —  a  cos  Ç. 

D'ailleurs,  en  prenant  l'arc  s  de  la  courbe  pour  variable  indépen- 
dante, cos§,  cosu,  cos  Ç  sont  proportionnels  à  d^ x ,  d'^j^d-z;  on 
a  donc 

fd'^z—zd'^y-=o,     zd^x  —  xd^z^o,     xd"  }  —  yd" x  =  o. 
Intégrant  et  désignant  par  A,  B,  C  des  constantes,  i\  vient 

jdz  —  zdj  =  kds,     zdx  —  xdz  =  hds ,     xdy  —  jdx  —  Cds; 

enfin,   en  ajoutant  ces  équations  respectivement  multipliées  par  x, 
^,  z,  il  vient 

A  X  +  Bj  +  C  z  =  o , 

qui  est  l'équation  du  plan  d'un  grand  cercle. 
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La  recherche  des  courbes  sphériqiies  dont  le  rayon  de  torsion  r  est 
constant,  présente  de  phis  grandes  difficultés.  Je  me  bornerai  à  mon- 
trer que  ce  problème  dépend  de  l'intégration  d'une  seule  équation 
différentielle  du  deuxième  ordre. 

Si  /•  est  constant,  l'équation  (28    s'intègre ,  et  donne 

P  ==  «  sin ° , 

'  r 

ou  simplement, 

s 

û  =  rt  sm  -» 

'  r 

puisque  l'origine  des  arcs  s  est  arbitraire.  On  déduit  de  là 

dp 
/■  -r-  =  ai 

et  les  équations  (29)  donnent 

î  d  cos  / 


=  cos  -  cos  X  —  r  sin 


ds 


,  „  ,    ,  s  .      s  d  cos  « 

(3o)  \- =  cos-cosfA  -  rsin-— ^^- 


i                          .     s  d  cos  ■.. 
cos    cos  V  —  r  sin ; — 


Le  problème  est  ainsi  ramené  a  exprimer  cosX,  cos/i,,  cos  v  en 
fonction  de  s,  car  les  équations  (3o)  permettront  ensuite  d'exprimer 
X.  )-.z  en  fonction  de  cette  variable 

La  première  des  équations  19) ,  savoir, 

,  ^  /  cos  a        cos  >  \     I 

f/cos£  =  —  (  — +  -7  )  "^• 

donne .  a  cause  de 

d  COS  A  ,  Q"^  â~v 

COS  2  =  /  — : —     et     cos  a  =  \i—  cos-*  A  —  cos^  S , 

^  d,i 

et  en  prenant  toujours  s  pour  variable  indépendault!, 


t/'cOSA 

ds' 


,,^     y/,_cos-),-r»(-^j    =0. 
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on ,  en  remplaçant  p  par  sa  valeur  a  sin  -, 


V  /    „  d-  cos À  .\  /  ,,  ■>  / d cos  X \ ^ 

rt  sin  -  (  r''  -— h  cosX)  +  ''  \/  i  —  cos^  A  —  ;"'  ( —^^ — 1    =  o. 

On  peut  prendre  pour  unité  le  rayon  r  de  torsion,  et  l'on  voit  alors 
que  l'équation  diftérentielle  du  deuxième  ordre 

(3i)  «s,n,(^+  ç^  -H  y/,  -,p^--J^  =  o 

est  satisfaite  par  ç  =  cosX,  =  cos  p.,    =  cos  v. 

En  combinant  l'équation  (3i)  aven  celle  qu'on  en  déduit  par  la 
différentiation,  on  obtient  une  équation  linéaire  du  troisième  ordre. 
Je  suis  parvenu  depuis  longtemps  à  intégrer  cette  équation;  mais  le 
résultat  que  j'ai  obtenu  est  trop  compliqué  pour  offrir  quelque 
intérêt. 
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Sur  la   ligne  dont  les  deux  courbures   ont   entre  elles 
un  rapport  constant 

(Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  Liouville); 

Par  m.  V.  PUISEt^. 


Dans  une  des  Notes  dont  vous  avez  enrichi  l'ouvrage  de  Monge, 
vous  uie  faites  l'hoimeur  d'insérer  la  solution  que  j'ai  donnée  autre- 
fois [Journal  de  Mathématiques,  tome  VII,  page  65)  de  ce  problème  : 
Twuver  la  li^rie  dont  les  deux  courbures  sont  constantes.  J'avais 
prouvé  que  l'hélice  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution  est  la  seule 
courbe  qui  réponde  à  la  question  :  vous  faites  observer  que  ce  résul- 
tat est  compris ,  comme  cas  particulier,  dans  un  théorème  qu'a  donné 
depuis  M.  Bertrand ,  savoir,  que  l'hélice  tracée  sur  un  cylindre  quel- 
conque est  la  seule  ligne  pour  laquelle  le  rapport  des  deux  courbures 
soit  constant.  Vous  ajoutez  que  ma  méthode  ne  parait  pas  se  prêter  a 
la  démonstration  de  cette  proposition  ;  mais  en  cherchant  à  l'y  appli- 
quer, j'ai  trouvé,  pour  établir  le  théorème  de  M.  Bertrand,  une  ana- 
lyse semblable  à  celle  que  j'avais  employée  dans  le  premier  problème. 
Les  trois  coordonnées  y  sont  traitées  symétriquement,  ce  qui  la  dis- 
tingue des  formules,  fort  utiles  d'ailleurs,  dont  M.  Serret  s'est  servi 
pour  traiter  la  même  question.  Voici  cette  démonstration  : 

Soient  x,y,  z  les  trois  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  d'une 
courbe,  s  l'arc  qui  aboutit  à  ce  point  et  que  je  prends  pour  variable 
indépendante,  f>  et  /'  les  deux  rayons  de  courbure.  Je  fais,  pour 
abréger, 

{d^x)--h{d-jf-h  {d-zY=  2p, 


d'où 


d' X  d^ ûc  -\-  d-  j  d'j  -h  d -  z d'  z  =  dp, 

d'jd-'z  —  d'^  zd^  y  =^  i, 
d'^zd^x  —  d-  zd^  z  =  m, 
d^xd'j-  —  d^j-d''x=  n, 
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d'où  "  '' 

dl  =d\rd'z  -  d^zd\r, 

dm=d''zd'x-  d^jcd*z, 
dn  =  d-xd*j  —  d^jd*  X. 

Soit,  de  plus, 

Idx-  +  nidj  -\-  ndz  =  q , 

d'où  1  on  conclut 

dq  =  dldx  -+■  dmdj  +  dndz, 

en  observant  que  la  somme 

Id^  a:  -+-  md^j  -t-  nd"^  z 
est  identiquement  nulle.  On  aura,  en  vertu  des  formules  connues, 

ils''  1  p  ds- 

et,  par  conséquent, 

-=       g , 

'■  ipsj'ip 

Cela  posé,  il  s'agit  de  trouver  la  courbe  pour  laquelle  le  rapport  j 
est  constant;  on  doit  donc  avoir 

d-^^o, 

PSlP  -  .  -, 

ou  bien 

•ipdq  —  "iqdp  =^  o. 

Or,  ds  étant  supposé  constant,  si   l'on  différentie  trois  fois  de  suite 

l'équation 

dx^  -(-  djr-  4-  dz"^  =  ds'^, 

on  trouvera  ,         , 

djcd^jc' +  djcP  y  +  dzd^  z  =  o,        • '    .   i'     •■ 

dxd^jc  +  dj  d^j  -h  dzd^  z  =  ~  ip, 
dxd'x  -+-  dj  d''j  +  dzd''  z  =  —  "idp. 

De  ces  trois  équations  on  déduit,  en  éliminant  alternativement  deux 

Tome  X\a,  -  Mil  i85i .  ^^ 
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des  trois  différentielles  dx ,  dj,  dz, 

Ddx^ipdl    —3ldp, 
Ddj^  =  ip  dm  —  3mdp , 
Dr/z  =  ipdn  —  "in  dp, 

on  D  désigne  le  déterminant  formé  avec  le  système  des  nenf  quantités 

d'^  X ,  d'^j,  d^z, 
d^  X.  d^r,  d^  z, 
d^  X,     d''j,     d'' z. 

J'ajoute  ces  trois  formules  après  les  avoir  multipliées  respectivement 
par  dx,  dj,  dz;  il  vient 

D  ds^  =  ip  {dldx  +  dm  dj  +  dndz)  —  'idp[ldx  -H  mdy  -h  n  dz) 
=  ipdq  —  3q  dp  : 
tm  a  donc  ,  pour  la  ligne  cherchée, 

D  =  o. 
Cette  équation  peut  s'écrire 

dl d^  X  +  dm d^j  -h  dnd'  z=  o; 
comme  d'ailleurs  on  a  identiquement 

dld'  X  ■+-  dmd^j-  -^  dnd'  z  =  o, 
on  conclut  de  ces  deux  équations, 

(il  dm  dit 

d^y  d^z  —  d''  zd^y         d'^zd''  x  —  d''  x  d' z         d\7d\y  —  d-y  d'x 

on  bien 

dl         dm  dn 

l  m  n 

par  ou  l'on  voit  que  les  quantités  /,  m,  n  ont  entre  elles  des  rapports 
constants.  Soient  donc 

l  =^  ah,     m  =  hh,     n  =  ch, 
a,  h ,  c  désignant  trois  constantes  :  l'équation  identique 

Id'x  +  md'^j  -f-  nd'^  z  =  o 
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nous  donnera 

nd^ X  -+-  hd-y  +  cd^  z  =  o, 

don.  en  intégrant, 

a  dx  -\-  bdy  -^  c  dz  =  kds , 

A  étant  une  nouvelle  constante.  Cette  dernière  équation  signifie  que 
les  tangentes  à  la  courbe  cherchée  font  un  angle  constant  avec  une 
droite  fixe  L,  savoir  celle  qui  fait  avec  les  axes  coordonnés  des 
angles  ayant  pour  cosinus 

\la-  -+■  b'  +  f  '        si  a''  +  è=  +  f  ^        v'a'  +  b'  -H  c' 

cette  courbe  est  donc  bien  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  dont  les 
génératrices  sont  parallèles  à  la  droite  L. 

On  aurait  abrégé  la  fin  de  la  démonstration  en  s'appuyant  sui  un 
théorème  connu,  qu'on  peut  énoncer  de  cette  manière  : 

Les  lettres  t,  u,  v,...,  w  désignant  n  variables,  si  le  déterrninttnt 
du  système  des  n^  quantités 

f ,  u,  ^  ,■  ■■•  tv , 

dt ,  du ,         dv ,...,         dw , 

d'^t,       d'^u.       d^v,...,       d-w, 


d"~'t,  d"-'u,  d"-'i>,....  d"-' iv, 
est  égal  à  zéro,  on  a  nécessairement  l'équation 

at  4-  hu  -1-  cv  -f-...-i-  giv  =r  o, 

où  a.  h .  c,...,  g  sont  des  constantes. 

En  vertu  de  ce  théorème,  de  l'équation 
D  =  o 

trouvée  phis  haut,  on  conclut  sur-le-champ 

ad'-  X  ■+■  l)d'^  y  -+-  c  d' z  =  o. 


27,. 


JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 


MÉMOIRE 

SUR    LE    DÉTERMINANT    D'UN    SYSTÈME   DE    FONCTIONS; 
Par   m.   J.    BERTRiV3fD. 


(Présenté  à  l'Académie  des  Sciences  le  3  février  i85i.) 

Si  l'on  considère  n  fonctions  de  n  variables  indépendantes , 
/,  (.r,,  .rj,....  x„),    j\  (x,,  X.,,...,  a-,,),...,     /„  (.r,,  jr.j,...,  ar„), 

elles  ont,  en  tout,  n^  dérivées  partielles,  et  l'on  sait  (jue  le  détermi- 
nant du  système  de  ces  «^  dérivées  a  été  nommé  par  M.  Jacobi 
déterminant  du  système  des  fonctions .  L'illustre  géomètre  a  insisté, 
dans  un  de  ses  Mémoires,  sur  la  grande  analogie  du  déterminant 
d'un  système  de  fonctions  avec  la  dérivée  d'une  fonction  d'une  seule 
variable;  mais  cette  analogie  résulte  jusqu'ici  de  la  forme  des  énoncés 
et  de  la  similitude  des  résultats  bien  plus  que  d'une  ressemblance 
dans  les  définitions  ou  le  mode  de  démonstration.  J'adopte,  dans  ce 
Mémoire,  une  définition  nouvelle  qui  rend,  je  crois,  beaucoup  plus 
sensible  cette  analogie  importante,  et  de  laquelle  se  déduisent,  comme 
de  simples  corollaires,  les  propriétés  connues  du  déterminant.  Cette 
définition  simplifie,  en  outre,  notablement  la  démonstration  des  for- 
mules relatives  aux  changements  de  variables  dans  les  intégrales  mul- 
tiples. 

Définition  du  déterminant. 

Soient  /,.  J.j,.  ,  J„,  n  fonctions  de  n  variables  indépendantes  x^, 
.rj,...,  x„;  doimons  à  ces  variables  n  systèmes  d'accroissements 
distincts  et  indépendants  : 

dfX,,     d,X2,...,     'I\X„, 

djX,,     d.j.x.,,...,     d.,x„, 
(») 


d„Xf,     d„x. ,,...,     d„.7 
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représentons  les  accroissements  correspondants  des  fonctions  par 

i'/.y..     d^fi,...,     djn, 
.  d.J\,     dj^,...,     d,J„, 
en  sorte  tpie,  k  et  /  désignant  deux  nombres  entiers  quelconques, 

(3)  ^,./,:=  ^^./.x.  +  '£d,x..-^...^'^d,.„. 

Je  nommerai  déterminant  du  système  des  fonctions,  la  limite  du  rap- 
port du  déterminant  du  système  (a)  au  déterminant  du  système  (i), 
c'est-à-dire  la  limite  du  rapport  du  déterminant  du  système  d'accrois- 
sements des  fonctions  au  déterminant  du  système  des  accroissements 
correspondaîits  des  variables. 

Pour  que  la  définition  précédente  devienne  légitime,  il  faut  mon- 
trer que  le  rapport  des  déterminants  des  systèmes  (i)  et  (2)  est  indé- 
pendant du  système  d'accroissements  choisi  pour  les  variables  ;  or 
l'équation  (3)  prouve,  en  vertu  d'un  théorème  bien  connu  dans  la 
théorie  des  déterminants,  que  le  déterminant  du  système  (2)  est  le 
produit  de  deux  déterminants,  et  que  l'on  a 

d'où  l'on  déduit  ,  ,     . 

y  {±d,x,  rfjj,...rf„x„) 

Or  le  second  membre  est  indépendant  de  la  valeur  des  accroissements 
attribués  aux  variables;  il  en  est  donc  de  même  du  premier,  et  la 
proposition  est,  par  conséquent,  démontrée. 
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Cas  OH  le  déterminant  est  nul. 

Pour  que  le  déterminant  ri' un  système  de  Jonctions  soit  nul,  il 
faut  et  il  suffit  qu'il  existe,  entre  ces  Jonctions,  une  relation  indépen- 
dante des  valeurs  attribuées  aux  variables. 

Prouvons  d'abord  que  Je  déterminant  ne  peut  pas  être  nul  lorsque- 
les  fonctions^", ,  f. ,,...,/„_  sont  indépendantes  les  unes  des  autres;  dans 
ce  cas,  en  effet,  les  équations 


fjx,,  X^,...,  x„)  =/,„ 


sont  distinctes  les  unes  des  autres,  et  l'on  peut  concevoir  que  l'on  en 
déduise  x,,  x^,...,  x„  exprimées  en  fonctions  de /,,  f^,...,  f„.  On 
peut,  par  suite,  considérer/,,  f.,.  -,/„  comme  des  variables  indé- 
pendantes et  disposer  arbitrairement  de  leurs  accroissements ,  en 
sorte  ([ue  le  déterminant  du  système  de  ces  accroissements  qui  sert 
de  numérateur  au  déterminant  du  système  des  fonctions,  peut  être 
considéré  comme  complètement  arbitraire.  Ce  numérateur  peut  donc 
avoir  une  valeur  différente  de  zéro,  et,  par  suite,  le  quotient  n'est 
pas  nid. 

On  doit  remarquer,  pour  compléter  cette  démonstration ,  que  le 
ilénominateur  du  déterminant  du  système  des  fonctions  ne  peut  pas, 
si  ce  n'est  pour  des  valeurs  particulières  des  varialjles,  être  infini  par 
rapport  au  numérateur,  car  l'un  et  l'autre  contiennent  à  leurs  diffé- 
rents termes  le  même  nombre  de  facteurs  infiniment  petits  du  pre- 
mier ordre. 

Réciproquement,  il  est  facile  de  voir  que,  dans  le  cas  où  les  tbnc- 
tions/, ,  /i,-  -,  fn  ne  sont  pas  indépendantes,  leur  déterminant  est 
toujours  nul.  Supposons,  en  effet,  que,  parmi  ces  fonctions,  un  cer- 
tain nombre  d'entre  elles, /,,  ^j,..., /,  puissent  seules  recevoir  des 
valeurs  arbitraires,  et  que  les  autres, /,„,, 7/;+,;,. .., /„,  en  soient  des 
fonctions  déterminées;  y,,y,,..., ./,,  étant  arbitraires,  on  pourra  sup- 
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poser  que  leurs  accroissements  soient  nuls,  en  sorte  que 

et  cela  d'une  infinité  de  manières,  car  ces  équations  n'établisseiit 
que  p  relations  entre  les  accroissements  (l,x,,  d,.r.,,...,  d,  x,„  qui, 
par  suite,  resteront,  en  partie,  indéterminés. 

Mais  alors y^^.,  ,y^,+.,  ,...,y„,  qui  sont,  par  hypothèse ,  des  fonctions 
dej,,f,i,.,.,jp,  auront  aussi  des  accroissements  égaux  à  zéro,  et,  par 
suite,  dans  le  carré  relatif  au  déterminant  des  accroissements  des 
fonctions,  la  première  ligne  horizontale  tout  entière, 

^./m     dj;,,     dj„...,     dj„, 

sera  composée  de  zéros,  et  le  déterminant  sera  évidemment  égal  à 
zéro.  Or  on  voit,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  le  développer,  que  le 
déterminant  de  l'accroissement  des  variables  pourra  être  rendu  diffé- 
rent de  zéro;  car  la  première  ligne  horizontale  de  ce  déterminant  n'est 
pas  uniquement  composée  de  zéros,  et  les  n  —  i  lignes  restantes 
peuvent  être  choisies  complètement  à  volonté.  Le  rapport  de  ces 
deux  déterminants,  c'est-à-dire  le  déterminant  du  système  proposé, 
est  donc,  comme  nous  l'avions  annoncé,  égal  à  zéro. 

Déterminant  des  fonctions  inverses. 
Si  l'on  conçoit  que  les  équations 

/,  (r,,  X,,...,  .r„)=fo,- 
.12  ( '^1  »  .^2  •  •  •  ■  >  -^'/i    ^^^  J2 1 


soient  résolues  par  rapport  à  a,,  x^,...,  x„,  et  que  l'on  trouve 

^2=f2:jnf2--,f„), 


on  dit  que  les  fonctions  y,,  (p2i---,  (f„  forment  un  système  uiverse  de 
celui  des  fonctions/,. /j,. ..,/„;  il  est  facile  de  voir  que  les  systèmes  (f) 
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et  (a)  ont  des  déterminants  dont  les  valeurs  sont  réciproques.  Si  l'on 
considère,  en  effet,  n  systèmes  d'accroissements  attribués  à  r,,  Xa,..., 
jc„  et  les  accroissements  correspondants  àej\,f^, f„,  le  détermi- 
nant du  système  (i)  est 

2(d=./,/,.A/....rf„/„; 
'S{±d,x,d,x,...d^x„) 

et  celui  du  système  (2), 

^  (Zt   rf,X,    rf;X;.   .    .     d„X„) 
^{±d,f,d,f._...d„f„) 

et  ces  fractions  sont  évidemment  réciproques  l'une  de  l'autre. 
Déterminant  des  Jonctions  de  Jonctions. 

Soient  5,,  (pj,..,  o„,  n  fonctions  des  variables  x^,  x.,....,  x„.  Consi- 
dérons n  fonctions  de  ç,.  f2>-  -î  ?«;  fl"6  nous  désignerons  par  y,, 
Jii---iJii'iJi^Jii--^fn  formeront  un  système  de  fonctions  de  fonctions. 
Pour  chercher  l'expression  du  déterminant  d'un  pareil  système,  attri- 
buons aux  variables  x,,  x^,...,  x„,  n  systèmes  d'accroissements 

dfX,.     dfX^,...,     d,x„. 
d.2X,,     r/jJTj,...,     d.2X„, 


d„x,,     d„x.2,....     d„x„; 

il   en  résultera  pour  les  fonctions  (p,,  ^i,...,  (f„.  J,,  J^,...,  J„,   des 
accroissements  correspondants 

d,J„     dj^,...,     d,J,„ 
d^J\,     d^J\,...,     d^J„, 


dnj„ 

dj,,... 

,        dnjn, 

d,  f„ 

d,(p^,... 

,     d,(p„, 
,     dj(f„, 

d„(p,,     d„ 
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Or  on  a  identiquement 

2  (±  'A/  d.U    .cl„f,)  2  ( ±  ./,/  dj,_. . .  d„f„ )  2  (  ±  'A  ?,  d. ,,,    .  .  d„  y„ ) 

^\±:.d,x,  d.x,...d„x„)  2  (=*='''?'  </,?,...  r/,,-;,,)  y  (ir/.x,  d,x,...  d„.i;,) 

et  cette  identité  est  l'expression  analytique  du  théorème  suivant  : 

Le  déterminant  d'un  système  de  fonctions  de  Jonctions  est  le  pro- 
duit du  déterminant  du  système  des  Jonctions  proposées  par  rapport 
aux  variables  dont  elles  dépendent  directement,  par  le  déterminant 
de  ce  système  de  variables  intermédiaires  considérées  comme  Jonctions 
des  variables  principales. 

Déterminant  des  Jonctions  composées . 

Supposons  actuellement  que  les  fonctions  f\i  J-ii---,  J,,  soient  expri- 
mées au  moyen  des  fonctions  ç),,  ^2; •••>  ^Pp  dont  le  nombre  p  soit 
différent  de  n.  Cherchons  le  déterminant  du  système  J,,  j2,--,Jn  par 
rapport  aux  variables  x,,  J7 .,,...,  x„  dont  ip,,  ipî,...,  (pp  dépendent  par 
hypothèse.  Si  nous  attribuons  à  .r,,  a-j,.-,  ^n-^  "  systèmes  d'accroisse- 
ments infiniment  petits 

en  désignant  les  accroissements  correspondants  des  fonctions  par 

l<^ij\,     d,J\,...,     d^J„, 
(2)  Y^U     d.J,,--;     d.,J„, 

\   dnf\i        d„Ji,...,        d„Jn, 

le  déterminant  cherché  est,  par  définition,  le  rapport  des  détermi- 
nants des  systèmes  (2)  et  (i),  c'est-à-dire 

^[±dj,dj,...d,)f, 

'^{±d,x,  d,x;. . .  d„x„) 
Tome  XVI.  -Juin  i85i.  28 
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Or,  en  remarquant  que /,, /j,. ..,  /„  sont  fonctions  de  (p,,  ipa,.-!  <pp  » 
on  a,  pour  expression  du  terme  général  du  système  (  2  ) , 


d'où  l'on  conclut,  en  vertu  d'une  propriété  bien  connue  des  déter- 
minants, 

=  S2(*^f/-f)2>*''.,..-/.,.,..../.ç..). 

a,,  «2,...,  a„  désignant  «  indices  quelconques,  tous  différents,  pris 
parmi  les  nombres  r,  2,...,  p,  et  le  signe  SL  indiquant  que  l'on  doit 
taire  la  somme  des  résultats  correspondants  aux  divers  groupes  d'in- 
dices; la  somme  ^  se  réduisant  évidemment  à  zéro  si  p  est  moindre 

que  n. 

On  déduit  de  la  formule  précédente 


^  i  ±(i,  f,j.   di  ya'  •  •   •  (In  'f  ^ 


y  f  rt  «A  Xt  d^x, ...   rf,,  ar„ 


et  si  l'on  remarque  que  y'  |  ±:  -y— ^  -y— ^  •••  -j— ^  j  est  le  déterminant  du 

système/,, /j  — . /,;  lorsque  l'on  considère  ces  fonctions  comme  ne 
contenant  que  les  variables  indépendantes  9,;,  Çc,,...,  9a„ ,  on  voit, 
en  vertu  du  théorème  relatif  au  déterminant  des  fonctions  de  fonc- 
tions, que  le  second  membre  exprime  la  somme  des  valeurs  du  déter- 
minant du  système  J\.  f.^,... ,  j„ .  en  y  considérant  successivement 
comme  seules  variables  les  fonctions  dont  les  indices  forment  les 
groupes  a,,  a^,  ..,  a„. 
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Déterminant  des  fonctions  implicites. 

Considérons  11  équations 

F,  =  0,     F2=o,...,     F„=:o 

entre  n  fonctions /,, y,,..  .,y„  et  n  variables  x,,  x.^,...,  x„.  Supposons 
que  l'on  attribue  aux  variables,  «  systèmes  d'accroissements, 

<l,x,,     dfX.;,,...,     d,x„, 
d.,  j:  I ,     d-iX „,...,     d., x„ , 

d„x,,     d„X2.---,     d„  x„  ; 
soient 

dj,,    ^,A....,     dj„. 

^■nj\,     d„j.^,....      d,J„, 

les  accroissements  correspondants  dey,,  y^i  ••'./«  •  'es  fonctions  F,  , 
Fj,...,  F„  devant  rester  constamment  nulles,  on  peut  égaler  leurs 
accroissements  à  zéro.  On  en  conclut 

-r^  dj  ,r,  +  -p-^  df  .%'a  +  . . .  +  ~  d,  x„ 

il.r,  rl.T,  dx„ 

équation  que  nous  écrirons  plus  simplement    ,1,, ,    .i,,  ,  ,,    , -i,..;,  ,•.■:. 

(0  à,,,V,^  -d,,f\\. 

Cela  posé,  le  déterminant  du  système  f,,f,...,  f„  est,  par  définition, 

28.. 
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et  il  peut  évidemment  s'écrire 

y  (d=rf,xF,  d,,F,...  rf„,F„)      Y{±d,f¥,d,jh\...d„fF„) 
(a)  (-0"^=^ :- : 

2](±rf,^,  rf.x,. . .  d„x„)       ^(zhrf.y;  d,f,. . .  r4/„) 

car,  par  cette  transformation,  nous  introduisons,  en  numérateur  et 
en  dénominateur,  deux  expressions 

qui,  en  vertu  de  l'équation  (i) ,  sont  identiquement  les  mêmes. 

En  se  rappelant  la  formule  trouvée  pour  le  déterminant  d'un  sys- 
tème de  fonctions  de  fonctions,  on  verra  que  l'équation  (2)  est  l'ex- 
pression du  théorème  suivant  : 

Le  déterminant  d'un  système  de  fonctions  implicites  J\,  J-^,...,  J„ 
fournis  par  n  c(]uations,  s'obtient  en  multipliant  par  (  —  1)"  le  quotient 
de  la  division  du  déterminant  des  premiers  membres  de  ces  équations 
considérés  comme  ne  renfermant  que  les  variables  o", ,  jJo,...,  cc„  par  le 
déterminant  des  mêmes  premiers  membres  considérés  comme  ne  ren- 
fermant que  les  variables f,,f.. . . ,  /„. 

Diverses  formes  que  l'on  peut  donner  à  un  déterminant. 

En  faisant  varier  les  systèmes  d'accroissements  attribués  aux  va- 
riables, on  peut  mettre  l'expression  du  déterminant  d'un  système  de 
fonctions  sous  un  grand  nombre  de  formes  distinctes. 

1".  Supposons  que,  dans  chaque  système,  toutes  les  variables, 
excepté  une,  aient  des  accroissements  égaux  à  zéro,  en  sorte  que  ces 
divers  accroissements  soient  représentés  par  le  tableau  suivant  : 

d,  jc,,  o,  o,  u, o, 

o,         djj\,,        o,         o,...,         o, 
o,  o,       d.,.T3.      o,...,         o, 

o,  o,  o,  o,...,      d„.T„  ; 
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les  accroissements  correspondants  des  fonctions  sont  évidemment 


iL  d  X        '^^d  X  "^^d  X  ■ 

dx„  ax„  ax„ 


le  rapport  des  deux  déterminants  est  évidemment 

y  ±^  ^•-  ^". 

»îd        dx,  dx-2        dx„ 
(^est  l'expression  donnée  comme  définition  par  M.  Jacobi. 

2".  Parmi  les  in  variables  x,,  x^,...,  x,„  J,,j2^--^Jni  o"  peut  en 
choisir  n  à  volonté;  les  autres  sont  alors  déterminées.  Tl  en  résulte 
évidemment  que,  si  l'on  suppose  que  n  —  i  d'entre  elles  restent  inva- 
riables, toutes  les  autres  devront  changer  à  la  fois,  et  les  rapports  de 
leurs  accroissements  seront  déterminés.  D'après  cetle  remarque,  les 
accroissements  des  variables  et  les  accroissements  correspondants  des 
fonctions  peuvent  être  représentés  par  le  tableau  suivant  : 

d,  X,,      diX,,  d,  x„,      d^y, ,         o ,  o ,         o , . .    ,         o , 

o ,         d.x,,  d,x„,      d,  _/j ,      d-^/i ,         o ,         o , . .  .  ,        o , 

o ,  o  ,  rfj  jTj , . . . ,      diX„,      d,f,,      d./,,      '^i  fzi      o , . .  . ,        o , 

o,  o,  o,...,         d„x„,      d„f^,      dnf,,  d„f„. 

Or  le  rapport  des  déterminants  de  ces  deux  systèmes  est  évidemment 

dj\d,f,...  dj„ 
dfXt  d-.r.. .  .  d„  x„ 

que  l'on  peut  écrire 

\d,x,l    \d,x,l  \d„x,J 

ff,J,  est  l'accroissement  dey,  lorsqueyj  _/:!?•     A  subissent  des  accrois- 
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seraents  nuls,  et  '-^  est,  par  conséquent,  la  dérivée  partielle  par  rap- 
port à  3i\  àef\  considéré  comme  fonction  de  x,.  fi,Ji,-.,Jn-  'hji  ^st 
l'accroissement  de/j  lorsque  x^,  f^,  fi,,..., /„  reçoivent  des  accroisse- 
ments, -i^  est,  par  conséquent,  la  dérivée  partielle  par  rapport  à  .r, 

de  /..  considéré  comme  fonction  de  .r,.  x^^J^....,  J,.,  et  ainsi  de  suite. 
Cette  expression  du  déterminant  sous  forme  de  produit  a  été  donnée 
par  M.  Jacobi.  Elle  est  d'un  emploi  fort  commode. 

3".  En  remarquant,  comme  précédemment,  que  l'on  peut  supposer 
nuls  /2  —  I  des  accroissements  r//jr,,  diX^,- ■■,  diX„;  d,J,,  d,J„,..., 
dij„,  on  verra  que  les  accroissements  des  variables  et  ceux  des  fonc- 
tions peuvent  être  représentés  par  le  tableau  suivant,  dans  lequel  m 
désigne  un  nombre  entier  quelconque  : 

d,x,,      o,         o o.         d,x„^i,        </,  ar„+i ,  . . . ,   d,x„,    d,/,,         rf,/,,...,        d,/„.  o,...,  o. 

o,       r/,x.,      o,...,         o,        d,x„^.,,        rfiX„+,,...,   d,x„,    d,/,,        di/,,...,        <hfm,  o,---,  o, 

n  o.       (I:X., o,         diX,„^,,        d,x„,^,,    ..,   djX„,   d,f,,        d.,/i,...,        dj/„,,  o,...,  o, 

o,  o,  l>,..-,  d„X„,     rim^m^i,  flm-f^m^:,  ■■  -,     ''m'"-!,      ''/Ti/i  ,  fimf :,■■■,  d„f„,,  O,...,  O. 

O,         O,         o,...,         o,        </,+,  a;„,^., ,  o,...,         o,        d„,^tf,,    rfm-i-i /^ ,  •  •  •  ,   d„,+,f,„,    d„,^.,  f,„  ^, , . . . ,    (/,„.,_,/„,, 

O,         o,         o,...,         o,  o,  d„^,x„+-,,...,  o,       d„^-,f,,    d^^-.f,,...,    d„^.,f„,     rf„,+2/^+, , . . . ,   d„.^^-,f„,. 

.,.  o,  o,...,  o,  o,  o,...,         d„Xn,     d„fn,  rf„/î,...,  </„/„,,  '^»/»,+,  ,  .  .  .  ,       d,,f„. 

Le  déterminant  du  système  d'accroissements  des  variables  est  alors 
<y,  .r,  d^x^--  d„a„,  celui  du  système  d'accroissements  des  fonctions 
est  le  produit  de  deux  déterminants 

^{±d,j,  d.j,... d„./:„)'^(±d„^,j,„^,  >L^j,„......  </„/„), 

et  le  rapport  de  ces  deux  déterminants  peut  s'écrire 

Fil  ronsullant  le  tableau  dos  accroissements  des  variables,  on  verra 
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facilement  que  les  dérivées  ^''  ;^''--'  ^'  q"'  figurent  dans  le  pre- 
mier facteur  de  ce  produit,  sont  prises  en  considérant  y,, /j,..,  y,„ 
comme  fonctions  de  x,,  Xj,...,  x,„;/„+,,/n+2  )••-./«  ;  et  que,  dans  le 
second  facteur,  les  dérivées  ~^5  -r^^,  etc.,  sont  prises,  en  regardant 

//«+o/«+2i-)  comme  des  fonctions  de  r,,  r^,...,  x„. 

Si,  dans  la  formule  générale,  on  suppose  m  —  i,  on  obtient,  pour 
le  déterminant,  la  forme  suivante,  qui  est  fréquemment  employée  , 

dx,  ^^  \        f/-i".-  dx,        dx„  j 

—  étant  la  dérivée  partielle  de  /,  considérée  comme  fonctioîi  de  r,, 

dx,  r  J 

Transformation  qui  n'altère  pas  le  déterminant. 
Considérons  un  système  de  n  fonctions 

\    f\  I  X.  ,  Xr,,.  .  .  ,   X„)   :=  X,, 

(')  .     .     .  ...... 

[y„(jc,,  Xo,...,  .r„)  =  >.„. 

Si  l'on  se  sert  de  ces  diverses  équations  pour  transformer  une  ou  plu- 
sieurs des  fonctions  /,.  ff-i  /n  en  les  exprimant  en  fonction  de  .r,, 

X .,,....  .r„;  )., ,  ),2,....  '*„,  et  que  l'on  obtienne  ainsi 

(pi  {^\,  .r,,...,  x„,  X,,  Xa,...,  X„)  =  X,, 
(p^( X,,  x~ ,  .r„,  X,.  Xo,...,  X;,)  =  Xo, 

9„(jc,,X2,...,  x„,'k,,  X2,...,X„)  =  X„, 

M.  Jacobi  avait  admis,  dans  son  Mjémoire  sur  les  déterminants,  que 
le  déterminant  des  fonctions  f,,  (f2,---,  fn  est  le  même  que  celui  de 
ff,j2,...,Jn,  lors  même  qu'on  y  considère  X,,  Xo,..,  X„  comme  des 
constantes.  Il  a  remarqué  depuis  que  cet  énoncé  n'est  pas  exact,  en 
général ,  mais  sans  indiquer  la  relation  qui  existe  entre  les  détermi- 
nants dans  le  cas  oii  ils  ne  sont  pas  égaux  entre  eux.  La  recherche  de 
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cette  relation  est,  d'ailleurs,  extrêmement  facile.  Le  système  des  équa- 
tions (2)  peut,  en  effet,  être  considéré  comme  fournissant  les  expres- 
sions de  X,,  Xo,...,  X„  en  fonction  implicite  de  x,,  jl\,...,  jc„:  on  peut 
donc,  pour  calculer  le  déterminant  de  ce  système  de  fonctions,  faire 
usage  de  la  formule  donnée  plus  haut  pour  exprimer  le  déterminant 
d'un  système  de  fonctions  implicites;  on  aura 

l  -^  \        'dx.'dx-,'"  'dx„) 

(  '"  2[*fê-)fê;-)-®-)]' 

le  dénominateur  du  second  membre  exprimant  le  déterminant  du 
système 


(4) 


Or  ce  déterminant  est,  en  général,  très-différent  de  (—1)",  et,  par 
suite,  les  systèmes  ),,,  X2,...,  X„;  (p,,  92,...,  y„  n'ont  pas  le  même  dé- 
terminant. Il  existe  cependant  un  cas  très-général  dans  lequel  le  déter- 
minant du  système  (4)  est  (—  i)",  c'est  celui  où  ç,  ne  contient  pas  X, , 
Çj  ne  contient  ni  X,  ni  Xj,  fz  ni  X,,  ni  X, ,  ni  X3 ,  etc.  ;  dans  ce  cas.  en 
effet,  le  système  (4)  se  réduit  à 

~'*        rf>/      dX,"""      dT„' 

''        JX;'""'        rfTn' 


rf„ 

^f  1 

dtf, 

d,, 

rf>,    ' 

'     d-y,' 

rf>/ 

'    rfx„' 

difi 

</<p, 

ata-j 

d(f„ 

dx' 

dX,      " 

'        rf>:.' 

'   rf>„' 

d<fn 

d^. 

dflfn 

dtfn 

rf>,  ' 

dl,' 

d\' 

■'    rfx„ 

o,        —  I 
o,         o. 


dfn 
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qui  a  évideniinent  pour  déterminant  (— i)".    L'équation  (3)  devient 


alors 


2d  \~~  dx,  dx,'"  dx„j  ~~  2d  \~  dx,  dx,'"  dx„) 


Changement  de  variables  dans  les  intégrales  inrdtiples. 
Considérons  d'abord  une  intégrale  double 
Ç Çn  dxdy, 

V  désignant  une  fonction  quelconque  des  deux  variables  x  eX  j.  On 
peut  considérer  cette  intégrale  comme  la  somme  des  produits  obtenus 
en  multipliant  par  V  chaque  élément  infiniment  petit  de  la  surface 
plane  dans  l'intérieur  de  laquelle  se  fait  l'intégration.  Peu  importe 
évidemment  la  forme  de  ces  éléments.  Nous  pouvons  donc  supposer 
que  ce  soient  des  triangles.  Soient 

.r,     jr,     jc  -h  df  Jc,     y  -t-  r/,  /,     x  -t-  d.,a:,      y  -+-  d.^  y 

les  coordonnées  des  trois  sommets  de  l'un  d'eux;  sa  surface  sera, 
comme  on  sait,  la  moitié  du  déterminant  du  système 

d^  X,     dfj, 
d^  X,     d^j. 


et    l'on    peut    considérer,    par   conséquent,    l'intégrale    comme    la 
somme 

d-^x,  d^y. 


/^-î 


Mais  si  M  et  V  désignent  deux  fonctions  de  x  et  y  et  A  leur  détermi 
nant,  on  a,  d'après  ce  qui  précède, 

, ,     ,d,u,d,v  \ 

det.  !         '  1 

A  = 


(V,  «  ,      <f  2 


, ,     ,  d,x,   d,r 
det.  \ 

'  (IjX,     d-:} 


Tome  XVI.  —Juin  i85i. 
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en  sorte  que  l'intégrale  précédente  est  identiquement  égale  à 

—  det.  (    ,  , 

2  A  (      ^/„    II,        Or,    V, 

c'est-à-dire  évidemment  à  l'intégrale  doul)le 


/ 


// 


-  dudi' 


étendue  à  toutes  les  valeurs  de  u  et  de  i'  qui  correspondent  à  celles 
de  jc  et  de  r  comprises  dans  les  limites  de  l'intégration  proposée. 
Considérons  maintenant  l'intégrale  triple 


f  f  f  \  c/x  dr  dz, 


V  désignant  une  fonction  quelconque  de  .r,  j,  z.  Un  peut  considérer 
cette  intégrale  comme  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant 
chaque  élément  infiniment  petit  du  volume  dans  l'intérieur  duquel  se 
fait  l'intégration  par  la  valeur  correspondante  de  la  fonction  V.  Peu 
importe  évidemment  la  forme  de  ce  volume  élémentaire,  et  nous 
pouvons,  par  conséquent,  supposer  que  ce  soit  luie  pyramide.  En 
désignant  par 

X,      r,      r,       jc-hdfjc,      J' +  d,J,       z  -h  d,z, 
x  -\-  d^oc,    j  -h  d.^  j,     z  -f-  d^z,      X  -h  d^x,    j  +  d.^j,     z  +  d^  z 

les  coordonnées  des  sommets  de  cette  pyramide,  son  volume  est, 
comme  on  s'en  assure  facilement, 

!d,x,  d,j,  d,z, 
d„x,  d-if,  d,,z, 
d,x,  d,j,  d.,z, 

et  l'intégrale  triple  est,  par  suite,  égale  à 

d,x,  d,j,  d,z, 


f 


g  dét.    d^x,  d.,j-,  d.,z, 


\  ^i'»',  ^hj,  (f^z, 
la  somme  s'étendant  à  toutes  les  pyramides  élémentaires. 
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Or,  en  désignant  par  «,  f,  w  trois  fonctions  de  x .  j\  z,  et  par  A 


leur  déterminant,  A  est  éeal  à 


d,H,  d,v,  d,iv 

d^u,  d^v ,  d,  «' 

1   rf,  X ,  d,y ,  d,z 

dot.   <    rfjX,  f/jr,  rf:3 

f  d  .r,  d,x,  d,z 


d'où  il  résulte  que  l'intégrale  proposée  peut  s'écrire 

d,  H,   d,  i>,   d,  w, 

rl«t     ) 

6a 


/ 


V 

f-ràf^i-ld^ii,   d.^v,   d^w. 


d^  u,   dg  i>,  dy  u'. 


ce  qui  représente  évidemment  l'intégrale  triple 


/// 


-  dudv  di\' 


Le  même  procédé  de  démonstration  pourrait  s'étendre  au  cas  d'un 
plus  grand  nombre  de  variables;  mais  il  faudrait  pour  cela  recouru 
à  une  sorte  de  géométrie  idéale  qui  n'a  pas  un  rapport  direct  avec  la 
théorie  des  déterminants. 


*9- 
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NOUVELLES    RECHERCHES 


LES  FONCTIONS  ALGÉBRIQUES, 

Par  m.  V.  POSEUX, 

Maître  de  Conférences  à  l'Ecole  Normale.  ~~^ 


L'intégrale  /     u,  dz,  dans  laquelle  «,   désigne  une  tonction  de   z 

assujettie  à  varier  avec  :;  par  degrés  insensibles  et  à  satisfaire  à  l'équa- 
tion algébrique 

_/(m,  z)  =  o, 

a,  en  général,  une  infinité  de  valeurs.  Ces  valeurs  répondent,  comme 
l'a  montré  M.  Cauchy ,  aux  divers  chemins  par  lesquels  le  point  mo- 
bile Z  correspondant  à  la  variable  imaginaire  z  peut  aller  du  point  C. 
correspondant  à  z  =  c  au  point  R  correpondant  k  z  =  k. 

Dans  un  précédent  travail  [*],  en  suivant  la  marche  indiquée  par 

M.  Cauchy,  j'ai  fait  voir  que  d'une  valeur  de  l'intégrale  |      //,  clz  on 

peut  déduire  une  infinité  d'autres  valeurs  de  la  même  intégrale,  en 
ajoutant  à  la  première  des  multiples  entiers  quelconques  de  certaines 
constantes  :  chacune  de  ces  constantes ,  auxquelles  j'ai  donné  le  nom 
de  périodes,  est  de  la  forme 

^  =z  1  //„  dz , 


[*]  foir  dans  le  Journal  de  M.  Liouville,  tome  XV,  le  Mémoire  intitulé:  Recherches 
fiir  les  fonctions  algébriques. 
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M„  désignant  une  des  fonctions  déterminées  par  l'équation 

/(m,z)  =  o, 

et  l'intégrale  étant  prise  le  long  d'un  contour  fermé  tel,  qu'après  une 
révolution  du  point  Zsur  ce  contour  la  fonction  ii„  reprenne  sa  valeur 
initiale.  Mais  il  n'est  pas  évident  que  toute  quantité  /),  définie  comme 

je  viens  de  le  faire,  soit,  en  effet,  une  période  de  l'intégrale   /      m,  dz, 

ni  que  cette  période  appartienne  à  toutes  les  valeurs  de  l'intégrale. 
Je  me  propose  de  prouver  qu'il  en  est  ainsi  ,  lorsque  l'équation 

f[u,  z)^o 

est  irréductible  [*],  de  sorte  que  si,  à  une  valeur  quelconque  de  l'm- 

tégrale    /      n^  dz  ,  on  ajoute  un  multiple  entier  d'une  quelconque  des 

quantités  de  la  forme  p,  on  ne  cessera  pas  d'avoir  une  valeur  tie  la 
même  intégrale  :  ainsi  se  trouvera  résolue  généralement  la  seconde  des 
questions  que  je  m'étais  posées  au  n°  48  du  Mémoire  cité. 

Pour  établir  le  théorème  dont  il  s'agit,  je  vais  d'abord  prouver  la 
proposition  suivante  : 

Si  une  fonction  algébrique  île  z,  assujettie  à  varier  avec  z  par 
degrés  insensibles ,  n'a  qu'une  valeur,  c  est-à-dire  si  elle  reprend  tou- 
jours la  même  valeur,  lorsque  le  point  mobile  Z  revient  à  la  même 
position,  cette  fonction  est  nécessaironent  rationnelle. 

En  effet ,  appelons  v  cette  fonction  et  soit 

N(^"'  H-  P(^'"-'  -+-  Q  t.'"-=  +  ...  +  St'  +  T=o 

l'équation  à  laquelle  elle  satisfait,  N,  P,...,  T  désignant  des  pol\- 
nômes  entiers  en  z.  Si  l'on  pose 

^v  —  u. 


[*]  .T'entends  que  cette  équation  est  irredurtible,  lorsque  le  premier  membre  n'est 
divisible  par  aucun  polynôme  entier  en  u  et  z  :  il  est  permis  d'ailleurs  de  supposer  que 
ce  premier  membre  n'a  pas  de  facteur  entier  fonction  de  z  seulement. 


23o  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

la  fonction  n  n'aura,  comme  i',  qu'une  seule  valeur  pour  chaque 
valeur  de  z  et  satisfera  à  l'équation 

(i  !         Il'-''  -+-  Pu'"-'  +  NQm'"--  +  ...  +  N'"-'  Su  -h  N'"-'  T  =  o  : 

de  plus,  elle  ne  deviendra  infinie  pour  aucune  valeur  finie  de  z. 

Maintenant  on  voit  sans  peine   que  l'intégrale  i      iirlz  conservera 

!a  même  valeiu-,  si,  les  limites  c  et  k  restant  les  mêmes,  on  déforme 
le  chemin  CMK  par  lequel  le  point  mobile  va  de  C  en  K.  C'est  ce  qui 
se  trouve  établi  dans  le  Mémoire  cité  (n"9),  en  supposant  que  le 
chemin  CMRne  franchisse  en  se  déformant  aucun  des  points  A,  A',  etc., 
pour  lesquels  la  fonction  u  devient  égale  à  une  autre  racine  de  l'équa- 
tion (i)  :  mais  ici  l'intégrale  dont  il  s'agit  ne  changera  pas  non  plus, 
lors  même  que  le  chemin  CMK  franchirait  un  des  points  A,  A',  etc., 
le  point  A  par  exemple.  En  effet,  décrivons  autour  de  ce  point  un 
contour  fermé  infiniment  petit  DEFG  et  joignons   respectivement    les 


points  C  et  K  à  deux  points  D  et  V  de  ce  contour  ;  je  dis  que  ia  va- 
leur de  l'intégrale    /     ut/z  prise  le  long  du  chemin  CDEFK  est  égale 

a  la  valeur  de  la  même  intégrale  prise  le  long  du  chemin  CDGFR.  En 
effet,  chacune  de  ces  valeurs,  et,  par  conséquent,  leur  différence, 
si  elles  en  ont  une,  est  iiidépeiulante  des  dimensions  du  contour 
DEFG.  D'un  autre  côté,  la  fonction  u  n'ayant  qu'une  valeur  en 
chaque  point  des  lignes  CD,  FK,  la  différence  dont  je  viens  de  parler 

se  réduit  a  la  valeur  =  de  l'intégrale    l  udz  prise  le  long  du  contour 

DEFG.  Or  ia  fonction  conserve  une  valeur  finie  pour  toute  valeur 
finie  de  z:  ainsi  on  est  assuré,  en  resserrant  suffisamment  le  contour 
DEFG,  de  rendre  le  module  de  e  moindre  (|iic  toute  quantité  donnée. 
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et  comme  £  ne  dépend  pas  des  dimensions  de  ce  contour,  il  tant  bien 
qu'on  ait 


£  =  o: 


ce  qu'il  s'agissait  de  prouver. 

Concevons  à  présent  que,  les  points  C  et  K  coïncidant,  le  chemin 
CMR  devienne  un  contour  terme;  l'intégrale  i  udz  prise  le  long  de  ce 

contour  sera  indépendante  du  point  C  qu'on  y  prendra  pour  point  de 
départ  de  Z  (n"  12)  [*].  De  plus,  il  suit  de  ce  qu'on  vient  de  dire, 
qu'elle  gardera  la  même  valeur  lorsque  ce  contour  se  déformera 
d'iuie  manière  quelconque  :  elle  est  donc  toujours  nulle,  puisqu'on 
peut  faire  décroître  jusqu'à  zéro  les  dimensions  du  contour. 
Posons 

M  z=   çp  (z)  , 

el  appelons  -y  la  valeur  particulière  de  z  qui  correspond  au  pouit  f: 
la  fonction 

y(z)  —  y(7) 
z  —  7 

n'aura,  comme  (^{z)  ou  u,  qu'une  seule  valeur  pour  chaque  valeur 
de  z  et  sera  toujours  finie,  même  pour  z  =  y.  En  effet,  la  fonction 
(f  (z)  reprenant  sa  valeur  après  une  révolution  de  Z  autour  île  F,  le 
système  circulaire  dont  cette  fonction  fait  partie  relativement  au 
point  r  n'a  qu'un  terme  (n°  18)  :  poiu"  des  valeurs  suffisamment 
petites  de  z  —  y,  on  peut  donc  (n"  25)  développer  ip  (z)  en  une  série 
convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de 
z  —  7 ,  de  sorte  qu'on  ait 

■(p(z)  =  9(7)  +  A(z  —  y)  -+-  B(Z—  y)-' -H..., 


et,  par  conséquent. 


^i4^=A4-B(z-y)-^.... 


[*]  Les  numéros  auxquels  je  renvoie  sont  toujours  ceux  des   Recherches  sur  les 
fonctions  algébriques. 
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par  ou  Ton  voit  que  la  fonction 

z  —  7 

conserve,  pour  :  =  y,  la  valeur  finie  A. 

En  appliquant  à  cette  fonction  ce  qui  a  été  dit  de  la  fonction  u, 
nous  arrivons  à  cette  conclusion ,  que  l'intégrale 

'y(z)  — (p(7) 


f 


Z  —  f 


prise  le  long  d'un  contour  fermé  quelconque,  est  égale  à  zéro  ;  il  en 
résulte  l'équation 

les  intégrales  des  deux  membres  étant  prises  le  long  d'un  même 
contour  fermé  quelconque.  Supposons,  ce  qui  est  permis,  tous  les 
pouits  de  ce  contour  situés  à  une  distance  de  l'origine  supérieure  au 
module  dey:  on  trouvera  aisément  siTry—  i  pour  la  valeur  de  l'inté- 

/dz 
On  aura  d'ailleurs  en  série  convergente 

I  '  7  ï' 

=  -H-    V  +  ^  -4-..., 

z  —  7         z  z  z 

et,  par  conséquent,  l'équation  précédente  pourra  s'écrire 

les  mtégrales  du  second  membre  pouvant  maintenant  être  prises  le 
long  d'un  contour  fermé  quelconque,  pourvu  qu'il  renferme  l'origine 
des  coordonnées,  par  exemple  le  long  d'une  circonférence  décrite  de 
cette  origine  comme  centre. 

Cela  posé,  appelons  n,  /j,  7,  r,...,  .y,  «  les  degrés  par  rapport  à  z 
des  polynômes  entiers  N,  P,  Q,  R,.--,  S,  T  et  désignons  par  p.  un 
iiombre  entier  supérieur  au  plus  grand  des  nombres 

«-)-</        2 «  -h  /■  (ffl  —  a)  w  4-  •<        (w  —  i)n  +  t 

r  '  2      '  3       '  '"  —  '  "» 
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De  l'équation  (i)  mise  sous  la  forme 

N"'-^S    II        N»— T 


( ^y"   E.  f  ji\"'~'   NQ  /  «  Y 


=  o, 


nous  conclurons  que  toutes  les  valeurs  de  —  convergent  vers  zéro . 

quand  z  augmente  jusqu'à  l'infini  :   ainsi  le   module   de  1-lLL  pourra 

être  rendu  aussi  petit  que  Ton  voudra,  en  prenant  celui  de  z  assez 
grand.  Or,  si  l'on  appelle  M  le  maximum  des  valeurs  que  prend  le 

module  de  le  long  d'une  circonférence  décrite  de  l'origine  comme 

centre,  l'intégrale  j  '^  [^"i  prise  le  long  de  cette  circonférence,  aura 
un  module  moindre  que  le  produit  an  M  de  M  par  le  module  27:  de 

/dz 
—  :  par  suite,  le  coefficient  de  -y//  dans  le  développement  de  f  (-y) 

aura  un  module  moindre  que  M.  Mais  en  prenant  le  rayon  assez  grand, 
on  peut  rendre  M  aussi  petit  qu'on  le  veut;  d'autre  part ,  le  coeffi- 
cient dont  il  s'agit  est  une  quantité  déterminée  indépendante  de  ce 
rayon;  il  faut  donc  qu'il  soit  nul.  Ainsi  le  développement  de  9  [y)  ne 
contient  aucune  puissance  de  7  dont  l'exposant  soit  supérieur  au  plus 
grand  des  nombres 

n  -h  q         1  rt  -\-  r  [m  —  \)  n  -\-  t 

P'      '~1~'      ~1        '   '"  m  ■ 

ce  développement  se  compose  donc  d'un  nombre  limité  de  termes,  ce 
qui  revient  à  dire  que  9(7)  est  une  fonction  entière  de  y  ou,  si  l'on 
veut,  que  u  est  une  fonction  entière  de  z.   Par  suite,  la  fonction  v 

égale  à  -  est  une  fonction  rationnelle  de  z,  ainsi  que  je  l'avais  an- 
noncé. 

Je  reviens  maintenant  à  l'équation  irréductible 

/(m,z)  =  o, 

à  laquelle  satisfont  les  fonctions  u,,  Un,---,  «m»  «t  je  dis  qu'ayant 
choisi  à  volonté  deux  de  ces  fonctions,   m,   et  u„   par  exemple,  on 
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pourra  toujours  tracer,  .<  partir  d'un  point  donné  C,  un  contour 
fermé  tel,  qu'après  une  révolution  de  Z  sur  ce  contour,  u,  acquière  la 
valeur  initiale  de  u„. 

En  effet,  s'il  en  était  autrement,  les  fonctions  «,,  u^,...,  m,„  se  par- 
tageraient en  deux  groupes,  l'un  G  formé  de  la  racine  z^,  et  des  ra- 
cines dont  f/,  peut  acquérir  la  valeur  initiale,  l'autre  G'  formé  des 
racines  dont  m,  ne  peut  acquérir  la  valeur  initiale  et  parmi  lesquelles 
se  trouverait  u„.  Or,  quel  que  soit  le  contour  fermé  (A)  qu'on  fasse 
décrire  à  Z  à  partir  du  point  C,  aucune  des  racines  du  premier 
groupe  ne  pourra  échanger  sa  valeur  initiale  avec  une  racine  du  se- 
cond :  car,  si,  après  une  révolution  de  Z  sur  (A),  la  racine  Ui  du 
groupe  G  acquérait  la  valeur  initiale  d'une  racine  «j»  du  groupe  G', 
comme  on  peut  trouver  un  contour  fermé  (T)  sur  lequel  ;/,  acquière 
la  valeur  initiale  du  m,,  il  s'ensuivrait  qu'après  une  révolution  de  Z 
sur  le  contour  fermé  (E)  (A),  h,  acquerrait  la  valeur  initiale  de  «j-,  ce 
qui  est  contraire  à  la  définition  de  nos  deux  groupes. 

Les  racines  du  groupe  G  ne  pouvant  échanger  qu'entre  elles  leurs 
valeurs  initiales,  une  fonction  symétrique  X  de  ces  racines  reprendra 
toujours  la  même  valeur,  par  quelque  chemin  que  le  point  mobile  Z 
revienne  en  C.  On  en  conclut  facilement  que  X  n'a  qu'une  seule  va- 
leur pour  chaque  valeur  de  z  :  en  effet,  soit 

F(X,  z)  =  o 

l'équation  algébrique  à  laquelle  X  satisfait;  on  peut  toujours  sup- 
poser qu'au  point  C,  X  est  une  racine  simple  de  cette  équation  (si  le 
contraire  avait  lieu,  on  remplacerait  le  point  C  par  un  point  infini- 
ment voisin).  Admettons  à  présent  qu'en  un  point  R,  X  puisse  acqué- 
rir deux  valeurs  différentes  h  et  h.',  suivant  que  Z  y  arrive  par  le 
chemin  CLK  ou  par  le  chemin  CMR.  Parmi  les  fonctions  X,  X',  X",  etc., 
que  détermine  l'équation 

F(X,  z)  =  o, 

d  y  en  aurait  une  X  '  autre  que  X  qui  accjuerrait  en  K  la  valeur  // , 
lorsque  Z  suivrait  le  chemin  CMK.;  alors,  en  faisant  décrire  à  Z  le 
oontour  fermé  CLRMC,  on  verrait  X  prendre  au  point  C  la  valeur 
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initiale  de  /'",  ce  qui  est  impossible,  puisque  /  doit  lonjours  reprendre 
la  même  valeur  au  point  C. 

La  fonction  X,  n'ayant  qu'une  valeur  pour  un  point  quelconque  K, 
c'est-à-dire  pour  vme  valeur  quelconque  de  z,  serait  nécessaireineni 
une  fonction  rationnelle  de  z,  ainsi  qu'on  l'a  prouvé  plus  haut.  On 
pourrait  donc  exprimer  rationnellement  en  z  la  somme  des  racines 
qui  composent  le  groupe  G,  puis  celle  de  leurs  produits  deux  à  deux, 
trois  à  trois,  etc.  :  ces  racines  satisferaient,  par  suite,  à  une  équation 
algébrique  d'un  degré  moindre  que  le  degré  de  l'équation 

f{u,  z)  =  o, 

ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse  que  celle-ci  est  irréductible.  Con- 
cluons donc  qu'on  peut  toujours  tracer  par  le  point  C  un  contour 
fermé  sur  lequel  //,  acquière  la  valeur  initiale  de  u„. 

J'arrive  enfin  à  la  proposition  qui  fait  l'objet  spécial  de  cette  Note  : 

soit  V,  la  valeur  de  l'intégrale  1  u,  dz  prise  le  long  d'un  chemin  quel- 
conque CMK;  soit  p  la  valeur  de  l'intégrale  i  u„dz  prise  le  long  d'un 

contour  fermé  tel ,  que  la  fonction  u„  reprenne  sa  valeur  initiale  après 
une  révolution  de  Z.  On  pourra  déformer  ce  contour  de  manière 
qu'il  passe  au  point  C  sans  altérer  la  valeur  de  p  qui  sera  ce  que  j'ai 
appelé  une  période;  quant  au  contour  ainsi  déformé,  je  désignerai 
par  (<I>)  sa  caractéristique.  Pour  voir  maintenant  qu'en  ajoutant  p  a  v,, 

on  a  encore  une  valeur  de  l'intégrale  /     u,  dz,  il  suffit  de  se  rappeler 

qu'on  peut  toujours  tracer  à  partir  du  point  C  un  contour  fermé  (r 
tel,  qu'après  une  révolution  de  Z  sur  ce  contour,  u,  acquière  la  va- 
leur initiale  de  u„,  et  qu'alors  sur  le  même  contour  parcouru  en  sens 
contraire  (—F),  u„  acquerra  la  valeur  initiale  de  u,.  Si  donc  on  prend 

l'intégrale  /     u,  dz  le  long  du  chemin 

(r)(<i))(-r)  +  CMR, 

les  portions  relatives  aux  parties  (F),  (—  F)  de  la  caractéristique  se- 
ront égales  et  de  signes  contraires,  et  la  valeur  de  l'intégrale  seré- 

3o.. 
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duira  à 

p  +  v^. 

De  même,  la  valeur  de  la  même  intégrale  prise  le  long  du  chemin 

(F)  (-$)(-  r)-+-  CMK 
sera 

—  /*  +  *'•• 

Ainsi,   à  une  valeur   quelconque   p,   de  l'intégrale  /     w,  dz  on  peut 

ajouter  ou  retrancher  une  période  quelconque  p,  et,  par  conséquent, 
ajouter  ou  retrancher  des  multiples  entiers  quelconques  de  toutes  les 
périodes:  en  d'autres  termes,  chaque  période  appartient  à  toutes  les 
valeurs  de  l'intégrale,  si,  comme  je  l'ai  supposé,  l'équation 

/(m,  z)  =  o 
est  irréductihle. 

II. 

Soient  toujours  m,,  Wj,--,  Um  l<^s  la  fonctions  de  z  qui  satisfont  à 
l'équation 

f(n,z)  =  o; 

j'ai  prouvé  tout  à  l'heure  qu'en  faisant  partir  le  point  Z  d'une  positioii 
ilonnée  et  l'y  ramenant  par  des  chemins  convenablement  choisis,  on 
|)ouvait  faire  acquérir  à  la  fonction  ii,  les  valeurs  de  toutes  les  autres  , 
pourvu  que  l'équation  fût  irréductible.  C'est  ce  que  l'on  peut  expri- 
mer en  disant  qu'une  fonction  algébrique  (pii  satisfait  à  une  équatiou 
irréductible  du  degré  m  a  précisément  m  valeurs  pour  chaque  valeiw 
fie  z  :  il  est  bien  entendu  qu'on  doit  excepter  les  valeurs  de  r  en 
noiiilne  limité  pour  lesquelles  l'équation  a  des  racines  égales. 

H  n'en  serait  jîIus  de  même  si  l'équation  n'était  pas  réductible  :  sup- 
posons, en  elfet ,  que  le  polynôme /(;/,  z)  soit  le  produit  de  deux 
i)olynômes  premiers  entre  eux  (f)(u,z),  |(m,  z).  Les  fonctions  it,, 
n-i,...,  u,„  se  partageront  en  deux  groupes  formés,  l'un  de  celles  qui 
satisfont  à  l'équation 

(f{u,  z)  =  o, 
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l'autre  de  celles  qui  satisfont  à  l'équation 

<if{u,  z)  —  o. 

Les  fonctions  de  chaque  groupe  n'échangeront  leurs  valeurs  qu'entre 
elles;  chacune  des  fonctions  itf  ,  «2,...,  «,„  aura  donc  un  non\bre  île 
valeurs  au  plus  égal  au  degré  en  u  de  l'un  des  polynômes  f{ii,  z\ 
di(«,  z),  et,  par  conséquent,  moindre  que  m. 

La  réciproque  de  la  proposition  précédente  est  également  viaie, 
savoir  qu'une  fonction  algébrique  de  z,  qui  a  m  valeurs  pour  chaque 
valeur  de  a,  satisfait  à  une  équation  irréductible  du  degré  m  :  car,  si 
l'équalion  irréductible  qu'elle  vérifie  était  d'un  degré  n  différent  de  m, 
la  fonction  aurait  n  valeurs,  tandis  qu'elle  en  a  m  par  hypothèse.  En 
particulier,  si  la  fonction  n'a  qu'une  valeur,  elle  est  nécessairement 
rationnelle,  comme  on  l'a  vu  ci-dessus. 

Proposons-nous  maintenant  de  reconnaître  si  une  équation  algé- 
brique à  deux  variables 

f{u,  2)  =  o, 

dont  les  coefficients  réels  ou  imaginaires  sont  donnés  numériquemeiit, 
est  irréductible  ou  non  [*].  '^?''f  "in  no    y      ■    .     j/^..,  .<r:r'a 

Les  valeurs  de  z  qui  font  acquérir  des  racines  égales  ou  infinies  à 
l'équation  proposée  sont  les  racines  d'une  équation 

?(^)="'  rni^-in^l, 

qu'on  sait  former:  ces  valeurs  sont  donc  en  nombre  hmité;  je  lés 
appellerai  a,  a',  a",  etc.,  et  elles  correspondront  à  des  points  que  je 
nommerai  A,  A',  A",  etc.  Je  désignerai,  en  outre,  par  c  une  valeur 
de  z  arbitraire,  mais  différente  toutefois  des  quantités  a,  a',  a",  etc., 
et  par  C  le  point  correspondant.  L'équation 

J{u,c)  =  O,  ,^ 

aura  m  racines  inégales  b,,  b.,,...,  b,„  qu'on  pourra  regarder  comme  ' 


[*]  J'exclus  le  cas  où  cette  équation  aurait  des  racines  égales,  quelle  que  soit  z  ;  si 
cela  avait  lieu ,  «'lie  se  pai-tajjerait  en  plusieurs  autres  par  la  théorie  connue  des  racines 
égales. 
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les  valeurs  initiales  des  m  fonctions  u,,  ic^,-..,  Um-  Décrivons,  à  partir 
Hu  point  C,  des  contours  fermés  dont  chacun  renferme  un  seul  des 
points  A,  A',  A",  etc. ,  tous  les  autres  lui  étant  extérieurs,  et  repré- 
sentons par  (A)  le  contour  qui  renferme  le  point  A,  par  (A')  celui  qui 
renferme  le  point  A',  et  ainsi  de  suite.  On  saura  déterminer,  comme  je 
l'ai  expliqué  dans  le  Mémoire  déjà  cité,  n"*  28  et  29,  quelle  est. 
pour  chacun  de  ces  contours  élémentaires,  la  fonction  .v,'  dont  une 
fonction  m,  acquiert  la  valeur  initiale  bit  après  une  révolution  du 
point  Z.  On  trouvera  ainsi  que  ia  fonction  u^  ,  par  exemple ,  peut  ac- 
quérir après  une  révolution  de  Z  sur  un  seul  contour  élémentaire  les 
valeurs  initiales  d'un  certain  nombre  d'autres  fonctions  w„,  Up,...,  Ur  : 
an  trouvera  de  même,  en  considérant  chacune  de  celles-ci  en  parti- 
culier, les  fonctions  dont  elles  peuvent  acquérir  les  valeurs  initiales 
après  une  révohition  de  Z  sur  un  contour  élémentaire.  Si  parmi  ces 
fonctions  il  y  en  a  d'autres  que  u, ,  m„,  Up,...,  u^  et  qu'on  les  désigne 
par  «„',  Np',...,  u/,  on  cherchera  encore  les  fonctions  dont  «„»,  Up',..., 
Ur'  peuvent  acquérir  les  valeurs  initiales  par  une  révolution  de  Z  sur 
un  contour  élémentaire  :  si  l'on  arrive  ainsi  à  des  fonctions  u„",  iip",-.., 
Ur"  qu'on  n'ait  pas  encore  rencontrées ,  on  continuera  de  la  même  ma- 
nière, jusqu'à  ce  qu'on  ne  retrouve  plus  que  des  fonctions  déjà  obte- 
nues; c'est  ce  qui  arrivera  nécessairement  après  un  nombre  limité  de 
recherches  de  ce  genre.  Qo  connaîtra  ainsi  toutes  les  fonctions  dis- 
tinctes u,,  u„,  Up^...,  Ur,  Un',  Up',-..,  U/,  Un",  ctc,  dont  «,  peut  ac- 
quérir  les  valeurs  initiales.  Cela  fait,  il  arrivera  de  deux  choses  l'une  : 
ou  ces  fonctions  seront  au  nombre  de  /«,  de  manière  que  leur  en- 
semble soit  justement  celui  des  fonctions  m,,  «2,...,  «„;  dans  ce  cas,  la 
fonction  u^  aura  m  valeurs  et  l'équation 

_/'(«,  z)  =  o 

sera  certainement  irréductible  :  ou  bien  le  nombre  /jt.  de  ces  fonctions 
sera  moindre  que  m,  et  alors  la  fonction  u,  ayant  p.  valeurs  satisfera  à 
une  équation  irréductible  du  degré  [}.;  l'équation  proposée  ne  sera 
donc  pas  irréductible. 

Appelons,  dans  ce  d«'rnier  cas,  m,,  Mj,...,  u,,  les  fonctions  dont  u, 
peut  acquérir  les  valeurs  initiales;   ces  fonctions  n'échangeront  leurs 
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valeurs  qu'entre  elles.  Parmi  les  racines  restantes  de  l'équation 

J\u,  z.)=o, 

prenons-en  une  à  volonté  u..^,;  on  trouvera  de  même  qu'elle  peut 
acquérir  les  valeurs  d'un  certain  nombre  v  de  fonctions  que  j'ap- 
pelle «,.  +  .,  M^+2,.--î  "//  +  »•  S'il  reste  encore  des  racines,  on  trouvera 
semblablement  un  nouveau  groupe  de  p  fonctions  pouvant  échanger 
leurs  valeurs,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  épuisé  toute  la 
série  des  fonctions  ?/,,  «a,...,  «,„■  On  saura  donc  que  l'équation  pro 

posée 

/(w,z)  =  o 

se  partage  en  autant  d'équations  irréductibles  qu'on  a  formé  de 
groupes,  et  les  degrés  de  ces  groupes  seront  respectivement  les  nombres 
a,  V,  p,  etc. 

On  a  donc  un  procédé  pour  reconnaître  si  une  équation  entre  deux 
variables  est  irréductible,  et,  si  elle  ne  l'est  pas,  pour  déterminer  les 
degrés  des  équations  irréductibles  dans  lesquelles  elle  se  partage.  11 
serait  même  aisé  de  former  les  fonctions  entières  de  z  qui  servent  de 
coefficients  aux  diverses  puissances  de  u  dans  ces  équations;  mais 
j'omets  ces  détails  pour  abréger. 

Il  est  bon  d'observer  que,  dans  l'application,  il  ne  sera  pas  néces- 
saire d'avoir  les  valeurs  exactes  des  racines  rt,  a',  a",  etc.,  de  l'équa- 
tion 

ç(z)  =  o; 

il  suffira  d'avoir  pour  chacun  des  points  correspondants  A,  A',  A",  etc., 
un  contour  qui  le  renferme  seul.  Or  on  saura  toujours  effectuer  cette 
.séparation  à  l'aide  du  beau  théorème  de  M.  Cauchy  sur  le  nombre 
des  racines  imaginaires  renfermées  dans  un  contour. 
Prenons  pour  exemple  l'équation 

m'  —  ?<  +  z  =  o , 

(|ni  devient  celle  de  la  trisection  de  l'angle ,  lorsqu'on  y  remplace  2 

par —  et  u  par-=.  Il  n'y  a  que  deux  valeurs  de  z  qui  lui  fassent 

3  V 3  v3 
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acquérir  des  racines  égales,  savoir  ; 

2  2 

appelons  A  et  A'  les  points  correspondants  et  nommons  u,,  m,»  "a  'es 
trois  fonctions  qui  vérifient  l'équation  proposée  et  dont  les  valeurs 
initiales ,  pour  s  ^  o ,  sont  respectivement  o ,  +  t ,  —  i  :  on  trouve 
sans  peine,  n"  32,  qu'après  une  révolution  de  Z  sur  le  contour  (A), 
M,  acquiert  la  valeur  initiale  de  u^,  et  qu'après  une  révolution  de  Z 
sui  le  contour  (A'),  m,  prend  la  valeur  initiale  de  u^.  La  fonction  u, 
a  donc  trois  valeurs,  et,  par  suite,  l'équation 

m'  —  M  +  z  =  o 

est  irréductible,  ce  qui ,  d'ailleurs  est  évident,  en  y  regardant  z  comme 
une  fonction  de  u. 
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MÉMOIRE 

Sur  les  figures  ellipsoïdales  à  trois  axes  inégaux,  qui  peuvent 
convenir  à  l'équilibre  ci  une  nuisse  liquide  homogène,  douée 
d'un  mouvement  de  rotation; 

Par   J.    LIOimLLE. 


Ce  Mémoire  a  été  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  le  3o  jan- 
vier 1843  et  publié  la  même  année  dans  les  Additions  à  la  Connais- 
sance des  l^einps  pour  1846.  Je  cède  au  désir  de  quelques-uns  de  mes 
amis  en  le  faisant  réimprimer  ici. 

I. 

1 .  M.  Jacobi  a  reconnu  le  premier  qu'une  masse  liquide  homogène, 
douée  d'un  mouvement  uniforme  de  rotation  autour  d'un  axe  fixe,  et 
dont  les  molécules  s'attirent  l'une  l'autre  en  raison  inverse  du  carré 
des  distances,  peut  se  maintenir  d'elle-même  en  équilibre  sous  la  forme 
d'un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux.  Il  suffit  que  les  trois  demi  axes 
A,  A',  A"  et  la  vitesse  angulaire  constante  V,  avec  laquelle  le  liquide 
tourne  autour  de  l'axe  de  rotation  A,  satisfassent  aux  deux  équations 
de  condition 

et 

Tom(.  XVi   -  JtiK  i8Ji  .  3l 
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dans  lesquelles 

B=\/(-J)(-F.)(-f.)- 

En  empruntant  ces  formules  au  xx!!!*"  cahier  du  Journal  de  l'Ecole 
Polytechnique,  où  j'en  ai  donné  une  démonstration  simple,  j'ai  cru 
devoir  rétablir  le  facteur  p,  représentant  la  densité  qu'on  avait  d'abord 
supposée  égale  à  i . 
2.   Maintenant  soient 


puis 
et  enfin 


a  =  k^  Il ,      d(/.  =  k^  du , 


\j [u  -+-  i)  {su  -h  i ) [tu  -h  i)  —  Ji  ; 
la  première  de  nos  équations  de  condition  deviendra 

,    /•*  udu  ,    C'^  udu 

en  laisant  de  plus 


y    _ 

2  Trp  ' 


la  seconde  équation  prendra  ensuite  la  forme 


U)  "^'^L 


u  du 


(;r«-f-i){?«+i)R 

Cest  donc  des  équations  (i)  et  (2)  que  dépendent  les  valeurs 
(essentiellement  positives)  des  rapports  s  et  t,  lorsqu'on  se  donne  la 
vitesse  V,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  quantité  i'.  A  l'inspection 
seule  de  l'équation  (1),  on  voit  bien  que  l'on  doit  avoir  5  -+-  f  <  i,  et 
à  fortiori  s  <,\,  t  <\,  d'où  résulte  kKk,  k  <  k";  en  sorte  que  l'axe 
autour  duquel  le  corps  tourne  est  le  petit  axe  de  l'ellipsoïde.  U  est 
aisé  aussi  de  démontrer  qu'à  toute  valeur  de  s  ou  de  t,  inférieure  à 
l'unité,  répond  au  moins  une  valeur  de  /  ou  de  s  pour  laquelle  l'équa- 
tion (i)  a  lieu;  l'écjuation  [■}.)  fournira  ensuite  pour  i'  une  valeur  qui 
pourra  être   très-petite,    mais  qui   ne   dépassera   jamais   un    certain 
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maximum.  Voilà  ce  qu'on  a  su  d'abord.  Mais  la  discussion  complète 
des  deux  équations  transcendantes  simultanées  (i)  et  (2)  offrait  un 
problème  difficile  qu'un  jeune  géomètre  de  Rœnigsberg,  M.  Meyer,  a 
fort  habilement  résolu.  Soit,  pour  fixer  les  idées,  s  >  t  [on  k'  <  k"). 
M.  Meyer  prouve  que  pour  chaque  valeur  de  v  inférieure  à  une  cer- 
taine limite  v'  répondant  au  cas  extrême  de  *  =  ^ ,  il  y  a  un  seul 
couple  de  valeurs  correspondantes  s,  t;  s  allant  en  diminuant  à  partir 
de  l'unité  et  t  en  augmentant  à  partir  de  zéro,  à  mesure  que  v  aug- 
mente. Quand  on  prend  v  >  v',  les  équations  en  .y  et  i  n'ont  plus  de 
solutions  réelles  [*].  La  valeur  limite  de  v  est  à  peu  près  v'z=  o,  1871  ; 
elle  est  inférieure  à  la  limite  analogue  v"  =  0,2246...,  que  l'on  trouve 
en  discutant,  sous  le  même  point  de  vue,  les  ellipsoïdes  de  révo- 
lution. 

Donc  «  pour  toute  valeur  de  v  comprise  entre  o  et  0,187  ' ...,  il  y 
»  a  trois  formes  ellipsoïdales  qui  conviennent  à  l'équilibre  :  une  d'elles 
»  est  à  trois  axes  inégaux,  les  deux  autres  sont  de  révolution;  les 
»  deux  ellipsoïdes  de  révolution  continuent  seuls  à  exister  à  partir  de 

»   c^  =  0,1871...,  du  moins  tant  qu'on  n'a  pas  i'  =  0,2246 Quand  v 

»  atteint  cette  dernière  valeur,  ils  se  confondent  en  un  seul;  au  delà 
»  l'équilibre  est  impossible  avec  une  figure  elliptique.  »  Ce  que  nous 
avons  dit  des  racines  s  et  t,  joint  à  ce  qu'on  sait  depuis  longtemps 
sur  les  ellipsoïdes  de  révolution,  suffit,  du  reste,  pour  bien  fixer  la 
loi  que  suivent  dans  tous  ces  changements  de  vitesse  les  excentricités 
des  sections  principales. 

3.  Je  me  suis  proposé  de  traiter  la  même  question  sous  un  autre 
point  de  vue,  que  déjà  Laplace  avait  indiqué  en  s'occupanf  des  ellip- 
soïdes de  révolution.  Je  pense,  comme  ce  grand  géomètre,  que  dans 
la  question  de  l'équilibre  d'une  masse  liquide,  la  véritable  donnée 
physique  dont  il  faut  partir  n'est  pas  la  vitesse,  mais  plutôt  le  moiuent 
de  rotation,  ou,  autrement  dit,  la  somme  des  aires  décrites  sur  le 


[*]  En  lisant  dans  le  Journal  de  M.  Crelle,  tome  XXIV,  page  44?  '^  ÎMenioiie  de 
M.  Meyer,  on  y  trouvera  quelcjnes  fautes  d'impression  ou  peut-être  même  de  calcul  ; 
mais  les  conclusions  auxquelles  l'auteur  arrive  n'en  sont  pas  moins  parfaitement 
exactes . 

3i.. 
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plan  de  l'équateiir  par  les  projections  des  rayons  vecteurs  menés  du 
centre  de  gravité  à  chacune  des  molécules  égales  du  système.  Les 
causes  qui  ont  agi  primitivement  sur  le  liquide  n'ont  pas  dû .  en  effet, 
lui  communiquer  un  simple  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe 
fixe;  il  y  a  eu  naturellement  à  l'origine  des  mouvements  irréguliers 
autour  du  centre  de  gravité  :  ce  n'est  qu'au  bout  d'un  certain  temps 
que  ces  mouvements  irréguliers  auront  disparu,  par  suite  des  frotte- 
ments mutuels  des  diverses  parties  du  liquide.  Considérons  donc,  avec 
Laplace,  une  masse  liquide  agitée  par  des  forces  quelconques,  puis 
abandonnée  à  elle-même  et  à  l'attraction  mutuelle  de  toutes  ses  par- 
ties. Si  par  le  centre  de  gravité  de  cette  masse  on  conçoit  un  plan  par 
rapport  auquel  la  somme  des  aires  décrites  soit  à  l'origine  du  mouve- 
ment luî  maximum^  ce  plan,  en  vertu  d'un  principe  connu,  jouira 
constamment  de  cette  propriété,  quelle  que  soit  la  manière  dont  les 
molécules  agissent  les  unes  sur  les  autres,  soit  par  leur  ténacité,  soil 
par  leur  attraction  et  leur  choc  mutuel.  Ainsi,  lorsqu'après  un  grand 
nombre  d'oscillations  la  masse  fluide  prendra  un  mouvement  de  rota- 
tion uniforme  autour  d'un  axe  fixe,  cet  axe  sera  perpendiculaire  au  plan 
dont  nous  venons  de  parler,  et  qui  sera,  par  conséquent,  l'équateur 
du  système;  de  plus,  la  somme  des  aires  décrites  sur  ce  plan  se  sera 
conservée  dans  ce  dernier  état  telle  qu'elle  était  d'abord.  Cette  somme 
d'aires  décrites  établit  donc  seule  quelque  liaison  entre  l'état  ()rimitif 
du  svstème  et  son  état  ilnal;  seule  elle  reste  constante,  inaltérable,  au 
milieu  des  changements  successifs  que  le  liquide  éprouve  avant  d'ac- 
quérir une  figure  permanente.  Comment  se  refuser  à  reconnaître 
qu'elle  est  ici  l'élément  essentiel  des  problèmes  qu'on  doit  se  pro- 
poser? 

D'après  ces  considérations,  je  prends  comme  donnée  primitive,  non 
j)lus  la  vitesse  V,  mais  le  moment  de  rotation  fji,  c'est-à-dire  le  pro- 
duit de  la  vitesse  angulaire  par  le  moment  d'inertie.  Le  carré  de  ce 
produit  est 

,,•-  =  ^  (A-  -H  A-  r  V'  =  ^ .  ^-IftiZ .  YS 
25  ^  '  25       {iiy 

M  étant  la  masse  de  rdlipsoide;  or,  de  l'équation 

4  „  ^  /.///.«  _  4"-p^'  ^ 

3  \/.ii  ' 


M  =^npk/^'k" 


on  lire 


Il  vieil!  dès  loi- 


ou 
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v% 


25         \  4  "^  P 


[sty 


•  i'. 


En  représentant  par  7  le  rapport  du  carré  du  moment  de  rotation 
à  la  constante 

?,7rpM-'      /  3My 

nous  aiu'ons  donc 


(3)  rj  =  ^-f^ï^..=  ^-^  f'^^ 


et  l'équation  s  3)  remplacera  l'équation  (a). 

A  l'aide  des  équations  (i)  et  {"i],  je  prouve  que,  pour  toute  valeur 
de  q  supérieure  à  un  certain  minimum  q',  qui  répond  à  j  =  i,  il  n'y  a 
qu'un  seul  couple  (s,  t)  satisfaisant  aux  équations  (1)  et  (3j,  tandis 
que  pour  q  <  q'  il  n'y  a  plus  de  solutions  réelles.  Pour  chaque  va- 
leur de  q  (Laplace  l'a  démontré),  un  seul  ellipsoïde  de  révolution 
satisfait  à  l'équilibre;  un  seul  ellipsoïde  h  trois  axes  y  satisfait  aussi , 
comme  on  voit,  dès  que  q  surpasse  q',  mais  non  pour  des  valeurs 
de  q  plus  petites.  La  plus  petite  valeur  q',  qui  rend  possible  une  figure 
à  trois  axes,  répond  du  reste  à  la  plus  petite  valeur  de  s,  c'est-à-dire 
à  la  plus  grande  valeur  de  ^  et  de  V  ;  ç  augmentant  jusqu'à  l'infini, 
s  augmente  Jusqu'à  sa  limite  supérieure  i  ;  au  contraire,  V  et  t  dimi- 
nuent jusqu'à  zéro. 

Quand  les  rapports  s  et  t  sont  déterminés,  on  en  conclut  aisément 
les  valeurs  des  trois  demi-axes  k,  A',  A";  je  me  suis  assuré  que  le  petit 
axe  k,  autour  duquel  la  rotation  s'effectue,  augmente  à  mesure  que  V 
augmente  ou  que  q  diminue;  l'axe  moyen  A'  augmente  aussi,  et  même 
dans  un  plus  grand  rapport;  au  conliaire,   le  grand  axe  A"  diminue. 


?46  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

Voilà  les  théorèmes;  passons  aux  démonstrations,  du  moins  en  ce 
qui  concerne  les  ellipsoïdes  à  trois  axes.  Quant  aux  ellipsoïdes  de 
révolution  ,  voyez  la  Mécanique  céleste. 

IL 

4.  Les  rapports  s  et  t  étant  essentiellement  positifs,  l'équation  (i) 
exige  que  l'on  ait  s  -\-  t  <:i  i ,  ou  tout  au  plus  j  +  <  =  i:  sans  cela, 
en  effet,  le  premier  membre  serait  la  somme  de  deux  termes  négatifs, 
et  ne  pourrait  se  réduire  à  zéro.  A  plus  forte  raison  .  chacun  des  deux 
noml)res  s ,  t  est  assujetti  à  ne  pas  surpasser  l'unité. 

Désignons  par  F  le  premier  membre  de  l'équation  (i),  c'est-à-dire 
posons 

^         ,  ,     r"  "du  /**  u^da 

F  =  i.-s-t)£     --stl      — . 

Il  est  aisé  de  former  les  deux  dérivées  partielles  de  F  par  rapport 
k  s  et  t.  On  trouve 

valeur  qui  prend  la  forme 

dF  .  . 

lorsqu'on  pose 

(5)  :iA„=f^'^^^^[-i-^{i-s-t)u-stu']iiu, 

(6)  2  A,  =  J""'^'^;^'^  [a  +  (3  -  ^  -  <)«  -  stu'  I  du. 

\o  et  A,  étant  symétriquement  composés  en  j  et  <,  il  vient  de  même 

'1  '^  =  -A„-A... 

Nous  nous  bornons  à  considérer  des  valeurs  de  s,  t  positives  et 
telles  que  .y  -t-  /  ne  surpasse  pas  l'unité  Cela  étant,  je  dis  que  Ao  et 
aA„-4-3\,  sont   >  o.  Pour  le  démontrer,  j'observe  qu'en  intégrant 
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par  rapport  à  u,  entre  les  limites  o  et  00  ,  l'équation  identique 

J  '£_ ^ll-\-{Z-\-  s-\-t)  u^  —  2  stiû  —  3  stu"     . 

on  obtient 

En  retranchant  de  l'équation  (5)    l'équation  (8),   après  avou-  divisé 
cette  dernière  par  % ,  on  conclut 

.  3    /•"  «'(«+1)  ,  „^    , 

En  ajoutant  les  équations  (5),  (6),  (8),  après  les  avoir  multipliées  par 

3           I 
les  facteurs  respectifs  i  ,  -, ,  on  a  semblablement 

2 A„  +  3A,  =  -  (3  -  ^  -  <)  r"  «l(«+0:i". 

Or,  à  la  simple  inspection  de  ces  formules,  on  voit  que  A^  et  2  Ao  -4-  3  A, 
sont  des  quantités  positives,  comme  nous  l'avons  avancé. 
En  écrivant  dès  lors  les  équations  (5)  et  (7)  sous  la  forme 

-^  =  -Aoli--t\  --(2A„+3A0, 


dF  /  2.    \         s 

^  =  -Ao(^i-3jj  __(2Ao+3A,), 

on  se  convaincra  que  les  detix   dérivées  partielles  de  F  sont    néga- 
tives. F  est  donc  une  fonction  décroissante  de  .î  et  de  /. 

5.  Donnons  à  t  une  valeur  quelconque  comprise  entre  o  et  1  ;  il  y 
aura  au  moins  pour  s  une  valeur  correspondante  qui  vérifiera  l'équa- 
tion (i) ;  car  en  faisant  successivement  s=o,  puis  s  =  i  dans  son  pre- 
mier membre  F,  on  a  deux  résultats  de  signes  contraires.  Pour  s  =  ,. 
les  deux  termes  dont  F  se  compose  sont  négatifs.  Poui  .y  z=  o,  le  pre- 
mier terme  est  positif  et  le  second  est  nul;  on  s'assurera  de  ce  dernier 
fait  en  ob.servant  que  R%  ou 

—  ~  L 

[u+iY  [tu-hiy  (su-^iy , 
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«iiininiie  lorsqu'on  v  remplace  u  +  t  par  u  et  su  -+-  r  |)ai'  su  ou  |)ar  r . 
d'où  résulte 

quantité  qui  s'évanouit  avec  s.  J'ajoute  que  l'équation  n'a  qu'une 
seule  racine  réelle.  Car  si  l'on  prétend  qu'il  y  en  a  plusieurs ,  soit  s' 
la  plus  grande,  les  autres  devraient  être  moindres  que  s';  or  ayant 
déjà  y  -h-  /  <  I ,  on  aura  à  fortiori  s  -\-  t  <,\  pour  .s  <  s'  ;  des  lors,  en 
faisant  décroître  s  depuis  /jusqu'à  zéro,  F  ira  en  croissant  à  partir 
de  zéro  et  ne  pourra  plus  s'annuler.  L'existence  d'une  seconde  ra- 
cine s  est  donc  inadmissible. 

Pour  chaque  valeur  de  s  comprise  entre  o  et  i.  l'équatiou  (i)  a  de 
même  une  seule  racine  réelle  t. 

Faisons  maintenant  décroître  i  h  partir  de  sa  plus  giaiule  valeur  i . 
qui  répond  à  ^  ^  o;  F  augmentera  par  cela  même  et  ne  pourra  se  re- 
trouver nulle  que  si  t  augmente.  J^'équation  (i)  étant  donc  supposée 
avoir  lieu,  si  s  diminue,  t  augmentera  et  l'on  finira  par  avoir  t  =  s , 
puis  t  >  s.  Mais  il  est  clair  qu'on  peut  se  borner  aux  valeurs  de  j  et  ^ 
pour  lesquelles  on  a  5  >  t.  Cela  revient  à  supposer  que  l'axe  désigné 
par  k'  est  le  plus  petit  des  deux  axes  de  l'équateur  de  nos  ellipsoïdes. 
.Soit  -  la  valeur  de  t  pour  laquelle  on  a  .s-  =  <;  cette  valeur  t  .sera  la 
racine  de  I  équation 

,    .  ,  ,      /•  ^  udu  „      /'"  II'  du 

(9)  ( 


(TH-t-i  r    "  -i  '  ■ 

elle  est  un  peu  plus  grande  que  l^;  et  t  variant  de  o  à  t,   v  variera  de 
r  à  T. 

(î.    Voyons  comment  se  comporte  à  son  tour  la  vitesse  V  de  rela- 
tion f>u  plutôt  la  quantité  v  qui  est  proportionnelle  à  V^.  On  a 

,  dv    ,  dv    , 

dv  =  —  cls  -h  --  at  ; 

ds  dt 


mais,  d'un  autre  côté,  l'équation  F  =  o  louriut 

rfF    ,        dV 
-r  os  -¥■  -r 

df  dt 


as  -¥■  -r  dt  =^  O  ; 
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il  suit  de  là  que 

~  i'!l\  \^'  ^  ~  '^■'   '''  ' 
On  trouve  du  reste 

(10)  -=.fj^     g, {^-Un)du, 

valeur  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

(11)  '^^tn^-htu-^s)B,, 

^  as  \  ^     / 

en  posant 

de  là  résultera,  à  cause  de  la  symétrie, 

(12)  j^  —  sBo+s{s  —  ^t)Bt. 

Le  coefficient  B,  est  évidemment  positif.  Pour  reconnaitre  le  signe 
de  Bo,  je  retranche  de  l'équation 

4  Bo  =  /      "  "         (4  +  4  "  —  2  stu-  —  2  *^m'  )  ^M 
l'équation  identique  (8),  ce  qui  me  donne 

et  par  suite 

Bo>o. 

A  l'aide  des  équations  (5),  (7),  (11),  (12),  on  trouve  immédiate- 
ment la  valeur  de 

dv  dF        dv  dF 
ds  dt  dt  ds  ' 

savoir, 

{s-  <)[AoB„  +  (^  +  OAoB,  +4i/A,B,], 

laquelle  peut  s'écrire 

{s  —  i)[AoBo+  i^^oB,  -¥\stBy  (2A0-4-  3  A,)  -f-  (i- -h  <  -|.fO  AoB,  ]; 
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cette  valeur  est  positive  puisque  celles  de  A,,,  2A0+  3A,,  B,,,  H, 
s  —  i  \e  sont,  et  qu'on  a  aussi 

s  -^  f  --  pt  =  s  {i  -  i  t)  -h  t.  [i  ~  f  6)  >  o. 
Puisque 

dv  dV        do  rfF 
ds   dt         dt  ds 
est  nue  quantité  positive, 

d"  dF  _  dvdV 
dt   ds  ds  dt 

d¥  ,,,  .      ,,, 

sera  au  contraire  négative;  —  1  étant  aussi,  1  équation 

,  dt       /dpdV         dvd  F 


_       dt       /dp 

-7dr\\dt 


nous  montre  que  ftv  et  o't  sont  de  même  signe.  Ainsi,  quand  /  aug- 
mente, «'  augmente. 

Nous  voyons  par  l'équation 

.    f"'  udu 

qu'à  <  =  0  répond  ^"  =  0.  En  effet,  l'intégrale  qui  s'y  trouve  augmente 
quand  on  remplace  tu  -+-  1  par  f  ou  par  1 ,  et  u  -h  i  par  u;  de  sorte 
que  l'on  a 

^'<S\t    / <    2V^ 


«/o 


')' 


quantité  qui  s'évanouit  avec  t.  A  t^^-:=s  répond  luie  valeur  i>'  de  v, 
la  plus  grande  que  i>  puisse  obtenir;  et  quand  v  croît  de  o  à  v',  /  aug- 
mente de  o  à  T  et  j  diminue  de  1  à  t.  A  chaque  valeur  de  v  com- 
prise entre  o  et  v'  répond  ainsi  un  seul  couple  (s,  i)  de  solutions 
réelles  des  équations  (i)  et  (2),  c'est-à-dire  un  ellipsoïde  à  trois  axes 
en  équilibre.  Pour  des  valeurs  de  v  >  i'',  un  tel  ellipsoïde  ne  peut 
plus  exister.  Ajoutons  que  les  ellipsoïdes  à  trois  axes  ainsi  obtenus  sont 
tous  différents  entre  eux.  A  mesure  que  c  augmente,  et  que  J  et  <  se 
rapprochent  do  t,  leur  forme  teiitl  de  plus  eu  plus  vers  celle  d'une 
des  figures  de  révolution  de  Maclaurin  ,  qu'elle  atteint  lorsque  i>  =  v'. 
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Ainsi  se  trouve  démontré  le  beau  théorème  de  M.  Meyer  que  nous 
avons  énoncé  plus  haut. 

III. 

7.    Maintenant,  discutons  la  quantité  f/  à  laquelle  le  moment  de 
rotation  est  proportionnel.  En  différentiant  l'équation  (3),  on  a 

A  cause  de 

cette  valeur  devient 

,  _  {s^tydt  r/f/c      it  —  ^s    WF      /ch      2.<  — 4/    \  11' I 
^~'~J77?F\  W'dt'^  37(7T7)'7  in  ~  \Js'^  zs(s  +  t)'^)  dt\' 

T-'  I  f/l»  (/  F  ,  ,  (  •  I  ■ 

Ln  remplaçant  s\  —■>  —  par  leurs  valeurs  que  fournissent  les  équa- 
tions (a),  (lo)  et  (7),  on  en  conclura  l'expression  de 

idi>  2,v  —  4'      \   dV 

\  Js  "^  37(7+7)  ''  /  T/7  ■ 


r/F    ,  ./F    . 

-y- ds  -^-  -j-  df 

ds  dt 


pour  avou" 

(-    . 


il  suffira  de  permuter  ensuite  entre   elles   les  deux  lettres  .s  et  /.   Il 
viendra  ainsi  pour  dq  une  valeur  de  la  forme 


,  (s-^t'fdt  r"^  u{uA-\Ydu  , 


+  il.^u  +  C^/i'), 


Co,  C,,  Cn  étant  des  coefficients  indépendants  de  «,  savoir 

„     ^  Au  ïst     . 

*-o—  3  -<"  7+7 '^" 
C,=:(1^^A„+'.7A,, 


I  I  A„      ,        2.ïf 

6" 

32., 


st   (^^   +-_  A.jr 
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où  Ao ,  A,  conservent  la  même  signification  que  ci-dessus.  La  valeur 
fin  premier  de  ces  coefficients  peut  s'écrire 

Co=3^^(2Ao+3A,)  +  3~^(^  +  ^-4^0; 

or  Ao  et  2A0+  3A,  sont  >-o;  d'un  autre  côté  l'inégalité  s  -h  t  <  1 
donne 

s  -h  t  —  /tst  >  {s  -\-  ty  —  i^st, 

c'est-à-dire 

s  +  t  —  l^st^  [s  —  tf  >  o; 

donc  Co  est  >  o.  Il  en  est  de  même  à  fortiori  de  C,,  C2  et  par  suite  de 
l'intégrale 


i' 


—^ (Co  H-  c,  M  -)-  CaH^" 


puisque  l'on  a,  comme  il  est  aisé  de  le  voir, 

C,  =  ^— (Co+ Ao), 

Revenant  donc  à  la  valeur  de  dq  et  se  rappelant  que  des  deux  quan- 
tités [s  —  t),  (  -7-  )  '  la  première  est  positive  et  la  seconde  négative ,  on 

verra  que  dq  et  dt  sont  de  signes  contraires.  Ainsi  les  variations  de  «y 
ont  lieu  dans  le  même  sens  que  celles  de  s,  et  en  sens  opposé  à  celles 
de  V  et  de  t.  La  plus  petite  valeur  q'  de  q  répond  ainsi  au  cas  de 
.ç  =  t  =:  T,  c'est-à-dire  à  l'ellipsoïde  de  révolution  qui  sert  de  lien  aux 
figures  d'équilibre  de  Maclaurin  et  de  M.  .Tacobi.  A  mesure  que  s  gran- 
dit et  que  t  diminue,  ry  grandit  aussi;  enfin  pour  .y  =  i  et  ^  =  0,  on  a 
q  =:  co  ,  comme  on  le  voit  sans  j)eine  par  la  formule  (3)  qui  donne 

_  {s  -i-ty  r *         udu 

'^~~i~fJo    ("'-i-0('"+')R' 

Ainsi  q  prend  successivement  toutes  les  valeurs  de  ç'  à  00  ,  et  en 
même  temps  t  varie  de  t  à  o  et  J  de  t  à  i,  ce  qui  répond  à  des  ellip- 
soïdes essentielleuient  différents  entre  eux.  Dès  lors  on  voit  qu'à 
chaqiK;  valeur  de  y  >  q'  répond  ini  seul  ellipsoïde  à  trois  axes  propre 
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à  l'équilibre,  solution  qui  s'ajoute  à  celle  de  l'ellipsoide  de  révolution 
répondant  à  la  même  valeur  de  q.  Mais  pour  des  valems  de  c/  <  q', 
l'ellipsoïde  de  révolution  est  seid  possible. 

8.  Quand  les  valeurs  de  s  et  t,  qui  conviennent  à  l'équilibre  d'une 
masse  liquide  M,  sont  connues,  celles  des  axes  k.  A',  k"  résultent  des 
formules 


(4^' 


Puisque  l'on  a  ^  <  j  <  i ,  l'axe  de  rotation  k  est  le  petit  axe  de  l'el- 
lipsoïde, A'  est  l'axe  moyen,  k"  le  grand  axe. 

Je  vais  prouver  que  le  produit  st  augmente  en  même  temps  que  t  ; 
il  en  résultera  que  le  petit  axe  augmente  à  mesure  que  la  vitesse  aug- 
mente ou  que  le  moment  de  rotation  diminue;  -p  augmentant  aussi 

alors,  il  en  sera  de  même  du  second  axe  k'  et  même  du  rapport  de  k' 
à  k;  enfin  le  grand  axe  A"  devra  diminuer  pour  que  le  volume  de 
l'ellipsoïde  reste  constant. 
On  a 

d{sf)  =  sdt  +  tds  : 

en  mettant  pour  ds  sa  valeur 


tirée  de  l'équation 


ds  = 

A„^-A,i    . 

A„-+-A,,^^' 

d¥. 

-t  —-  dt  =  0, 

dt 

d{st) 

_  {s—t)A,de 
~    A„-|-A,/    ■ 

dF 

il  vient  donc 


.y  —  f,  Ao  et  Ao  +  A,  i  = —  sont  des  quantités  positives;  donc  d[st) 

et  dt  sont  de  même  signe,  et  les  deux  quantités  t  et  st  augmentent  en- 
semble, comme  nous  l'avons  avancé. 

Pour  une  valeur  infiniment  petite  de  ï,  c'est-a-dire  pour  une  vitesse 
angulaire  infiniment  petite  ou  poui'  un  moment  de  rotation  infiniment 
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graud ,  le  petit  axe  et  l'axe  moyen  sont  infiniment  petits;  le  rapport  de 
ces  deux  axes  diffère  infiniment  peu  de  l'unité  :  quant  au  grand  axe  k' , 
il  est  infini.  L'ellipsoïde  de  M.  Jacobi  offre  alors  l'apparence  d'une 
longue  aiguille  très-mince  et  à  peu  près  ronde.  A  mesure  que  la  vitesse 
de  rotation  augmente  ou  que  le  moment  de  rotation  diminue,  le  petit 
axe  augmente  ;  mais  l'axe  moyen  augmente  aussi  et  dans  une  propor- 
tion plus  considérable  :  le  grand  axe,  au  contraire,  diminue;  ainsi  la 
longueur  de  l'aiguille  primitive  diminue,  et  en  même  temps  la  section 
presque  circulaire  qu'elle  nous  offrait  dans  le  sens  perpendiculaire 
acquiert  une  excentricité  de  plus  en  plus  considérable.  Enfin  pour  une 
certaine  vitesse  maxima,  à  laquelle  répond  la  plus  petite  valeur  pos- 
sible du  moment  de  rotation ,  l'ellipsoïde  se  trouve  être  de  révolution 
autour  de  son  petit  axe  :  ce  petit  axe  et  l'axe  moyen  ont  en  ce  moment 
leur  plus  grande  valeur  ;  le  grand  axe  est ,  au  contraire ,  réduit  à  sa 
valeur  la  plus  petite. 

En  terminant  ce  Mémoire,  rendons  de  nouveau  justice  à  la  sagacité 
déployée  par  M.  Meyer  dans  son  beau  travail,  où  nous  avons  du  reste 
(il  faut  le  dire;  puisé  le  principe  de  l'analyse  même  qui  nous  a  servi  à 
compléter  cette  théorie. 
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Sur  des  équations  différentielles  qui  se  rattachent  à  l'équation 
de  Riccati; 


Par  m.  E.  BRASSEVNE, 

Professeur  aux  bcoles  d'Artillerie. 


l.  On  sait  que  l'équation 

dj-  -h  a/^  dx  ^  —  dx  -\-  ex'"  dx 

est  intégrable  dans  une  infinité   de  cas.   Pour  le  démontrer,  on   n'a 
qu'à  poser 

t 

Y    = k-  Z.U 

(z  et  u  étant  deux  fonctions  inconnues  de  a',  et  /  une  constante  indé- 
terminée). Substituons  dans  l'équation  proposée,  nous  trouverons 

i  —  -+-  zdu  -h  u.dz+  ai- 1-  z^  ir  ]  dx  ~  -ax  -^  ex'"  dx; 


on  détermine  ensuite  /  de  telle  sorte  que 

l-\-  al'^  —  b  =  o. 
Soit  p  ^  al ,  l  étant  une  racine  de  cette  équation,  et  posons 
zidu  —  2i!i'  dx\  —  o, 

d'où 

u  =  x-i'; 
il  nous  restera  l'équation 

x'^t'dz  -+-  ax"''  :-'  dx  =  ex'"  dx. 

Divisant  par  x'^''  et  posant 

x'-''dx  =  dt, 

on  retrouve  la  forme  de  l'équation  de  Riccati. 
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Nous  avons  rappelé  cette  transformation  parce  qu'elle  démontre 
qu'une  équation  de  la  forme 

dy  -H  ay"^  dx  ^=  —  dx  -f-  ex"' dx  +  c'  x"'  dx  -\-  . .. 

peut  se  ramener  à  une  équation  de  même  forme,  mais  dans  laquelle 
on  pourra  réduire  à  zéro  un  quelconque  des  exposants  m,  iri, —  Il 
suffira  pour  cela  de  faire  usage  de  la  transformation  précédente  et  de 
poser 

b   _b'         b" 

on  déterminera  ensuite  l'arbitraire  b'  de  telle  sorte  que  la  racine  de 
l'équation  du  second  degré  /  +  al^  —  b'  ^  o  puisse ,  dans  les  réduc- 
tions suivantes,  annuler  un  des  exposants  de  x  au  second  membre. 

2.  Appliquons  à  l'équation 

dj  +  ?■*  dx  =  ax^  dx 
la  transformation  suivante  : 

y  =  uv  —  l. 

Nous  trouverons,  par  la  substitution, 

vdu  -^  udv  -\-  [u^  v^  —  1 1  ui>  -^  P)dx  =  ax"'  dx: 

posons  ensuite 

u  [dv  —  o.lvdx)  =  o. 
d'où 

nous  aurons  l'équation  simplifiée 

du  e* '•^  -H  u'  e* '"^  dx  =  ax'"  dx  —  L"^  dx; 
posant  enfin 

e^'""  dx  =  dt, 

on  obtient ,  toutes  simplifications  faites ,  l'équation 

du  +  u^dt  =  j^jy^,  log  (aZ^r  •  ;::  -  ^  -, 
intégrable  dans  tous  les  cas  de  l'équation  de  Riccati. 
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SUR    LES    FORMES    QUADRATIQUES; 
Par  m.  p.  TCHEBICIIEF. 


I. 

Euler  nous  a  déjà  donné  plusieurs  exemples  du  parti  que  l'on  peut 
tirer  de  la  représentation  des  nombres  par  des  formes  quadratiques 
à  déterminants  négatifs  pour  reconnaître  s'ils  sont  premiers  ou  non. 
Je  vais,  à  présent,  montrer  que,  dans  ces  recherches,  on  peut  aussi 
bien  se  servir  de  certaines  formes  à  déterminants  positifs,  ce  qui  est 
nécessaire  pour  rendre  cette  méthode  tout  à  fait  générale  et  même 
avantageuse  pour  des  nombres  d'une  grandeur  considérable.  En  effet, 
quand  on  se  borne  seulement  aux  formes  quadratiques  à  déterminants 
relatifs,  les  différents  nombres  exigent  l'emploi  de  plusieurs  diffé- 
■  entes  formes ,  et  chacune  d'elles  demande  des  procédés  particuliers 
pour  trouver  facilement  la  représentation  du  nombre  donné.  De  plus, 
le  nombre  de  ces  formes  propres  à  distingue)-  le  cas  d'ini  nombre 
premier  de  celui  d'un  nombre  composé  étant  limité,  on  peut  rencon- 
trer des  nombres  qui  ne  peuvent  prendre  aucune  de  ces  formes.  On 
écarterait  toutes  ces  difficuUés  si  l'on  pouvait  considérer  les  nombres 
d'après  leur  représentation  par  des  formes  quadratiques  à  détermi- 
nants positifs;  car  alors,  pour  embrasser  tous  les  cas  possibles,  il 
suffira  d'un  petit  nombre  de  formes  convenablement  choisies,  telles 
que,  par  exemple, 

ou 

.X-+J-,     x^  +  5j-,      ijr    —  j:-;     etc. 

D'ailleurs  il  ne  sera  pas  difficile,  en  traitant  chacune  d'elles,  de  con- 
struire des  tables  qui  faciliteront  considérablement  ces  recherches. 
La  totalité  des  représentations  du  nombre  N  par  la  forme  A.r^  +  Br^ 
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étant  limitée ,   on  distingue  le  cas  de  N  premier  de  celui  où  il  est 

composé,  en  cherchant  le  nombre  de  résolutions  de  l'équation 

Nous  verrons  que  la  même  chose  a  lieu  par  rapport  à  l'équation 

^2  _  Dj2  =  ±  N, 

si  parmi  ses  solutions,  qui  sont  en  nombre  infini,  on  ne  compte  que 
celles  où  X  et  j  ne  surpassent  pas  certaines  limites ,  ce  qui  revient  à 
ne  compter  que  le  nombre  de  certains  groupes  que  présentent  toutes 
les  solutions  possibles  de  l'équation 

x^  —  Dy  =  ±  N. 

II. 

Soient  a,  j'3  les  plus  petites  valeurs  de  x,  y  qui,  étant  au-dessus  de 
zéro,  vérifient  l'équation 

.r^  -  Yif-  =  1 , 
et  a,  h  des  nombres  positifs  qui  vérifient  celle-ci, 

^2  -  Dj=  =  ±1  ]S . 
Par  la  multiplication  des  équations 

nous  trouvons 

{na  -  h^jY))-  —  Ti{afj  —  bx)"^  ±  N, 

ce  qui  prouve  que  les  nombres 

X  =  ±{arjL  -  bliB),     j  =  ±{a^  —  ba), 

vérifient  aussi  l'équation 

x'-  Dy=^  ±.^. 

De  cette  manière,  on  |)oinra  toujours  passer  tl'une  solution  de  l'équa- 
tion 

à  tnie  autre.  <-t,  |)ai'  conséquent,  trouver  plusieius  valeurs  de  x  et 
de  j"  qui  la  vérifient.  Examinons  maintenant  dans  quel  cas  les  nombres 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  269 

positifs  X,  j-,  donnés  par  les  formules 

(t)  x=  ±(aa—  b^Vi),     j—  ±{a^  —  ba), 

seront  plus  petits  que  les  nombres  a  et  ù  dont  on  est  parti.  Dans  ces 
recherches,  il  faut  faire  attention  aux  signes  ±  qu'on  doit  prendre 
dans  les  formules  (i)  pour  rendre  x,  j  positifs,  et  pour  cela  nous 
traiterons  séparément  deux  cas, 

Dans  le  premier  cas,  nous  aurons 

a^-Di^  =  N, 
ce  qui  donne 

de  plus,  d'après  l'équation 
on  trouve 


En  mettant  ces  valeurs  de  a  et  a  dans  l'équation 

X  =  ±  {aa.  —  èj3D), 
on  obtient 


d'où  il  est  clair  que  x  sera  positif  quand  on  prendra  la  formule 
±:(aa  —  ôpO)  avec  le  signe  +.  Mais,  pour  que  cette  valeur  de 
X  ^=.  aa.  —  b^D  soit  plus  petite  que  a,  et,  par  conséquent,  j  plus 
petit  que  b,  nous  trouvons  cette  condition 

a  a.  —  /?j3D  <  a. 
Cette  inégalité  donne 

-J-->a  — r,      — !V->(a--i)% 

et,  en  y  mettant  les  valeurs  de  Z;  et  jS  tirées  des  équations 

rt^-D^^=N,     a''-D|S'  =  i, 
nous  trouverons 


>(«-')% 


33. 
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et,  par  conséquent, 


".>\/Eï3»- 


Donc  les  nouvelles  valeurs  de  œ  et  j  seront  toujours  plus  petites  que 
celles  dont  on  paît  si  la  valeur  de  a:  surpasse  i/- —■,  par  consé- 
quent, en  tirant  à  l'aide  des  formules  (i)  successivement  d'une  solu- 
tion de  l'équation 

a:-  —  Dr''  —  N 

une  autre,  on  parviendra  nécessairement  à  de  telles  valeiu's  de  x  et  j 
que  la  première  ne  surpasse  pas  \/  — —•  Quant  à  la  limite  de  la 

valeur  Ae  j ,  nous  la  trouvons  égale  à  \/  — — ——■  car,  pour 

1  équation 

x*  -  Dj^  =  N 

donne 

De  cette  manière  se  trouve  établi  le  théorème  suivant  : 
THÉORèME.    Si  l'équation 

est  possible,  on  trouvera  dans  les  limites 


X  =  o,      X 


=  \/''^'  r-"  T=\/^^ 


des  valeurs  entières  de  x  et  j  qui  la  vérifient,  x  =  y.  étant  la  plus 
petite  solution,  supérieure  à  l'unité,  de  l'équation 
a:=  -  Dj*  =  I . 

En  passant  au  cas  de 

^.2  _Y)y''-=-^, 


PURES  ET  APPLIQUÉES. 
nous  remarquons  que,  d'après  les  équations 

on  aura 


el,  par  conséquent,  la  valeur  de 

j  =  ±{a^  —  ha) 

pourra  être  mise  sous  cette  forme, 

jr  =  ±  1/3  v'DFTn  -  bsjDfi^  +  i) , 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

-^'  p  y/D  è'—  N  +■  /^  s/d  P'+T  Pv^Di'  — N  +  *\/dP'  +  i 

De  là  nous  concluons  que  j  est  positif  quand  on  prend  la  formule 
±(.aQ  —  ba)  avec  le  signe  — ,  et  que,  par  conséquent ,  pour  rendre  j 
inférieur  à  h,  nous  devons  vérifier  cette  condition 

--{apj-ha)<b. 
Cette  inégalité  donne 

et ,  en  y  mettant  les  valeurs  de  a*  et  p*  d'après  les  équations 
nous  trouvons 

ce  qui  donne  définitivement 


Donc  ,  toutes  les  fois  que,  dans  la  solution  connue  de  l'équation 

^2  _  D/^  =  —  N , 


la  valeur  de  j  surpasse  \/— — ît^'   on  pourra  en  tirer,  à  l'aide  des 
formules  (i),  une  solution  plus  simple,  et,  par  conséquent,  on  par- 
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viendra  nécessairement  à  une  solution  telle  que  j  ne  surpassera  pas 


^'- 


—  "'"''  . ;  cela  suppose,  d'après  l'équation 


que  X  ne  dépassera  pas  la  limite  \J— — ^—-  De  cette   manière  nous 
parvenons  à  ce  théorème  : 
THÉoRi-.ME.   Si  réquntion 

x^  -  Dj^  =  -  N 

est  possible,  on  trouvera  dans  les  limites 

/(a  — i)N  /(aH-i)N 

des  valeurs  entières  de  x  et  j  qui  la  vérifient,  x  =  a.  étant  la  plus 
petite  solution,  supérieure  à  l'unité,  de  l'équation 

x'^  —  Viy"^  =  I . 

III. 

Les  limites  entre  lesquelles,  d'après  les  théorèmes  qui  viennent 
detre  démontrés,  on  est  sûr  de  trouver  des  nombres  x  liK. y  qui  véri- 
fient l'équation 

x'  —  Djr''  =  ±  N 

quand  elle  est  possible,  jouissent  de  cette  propriété  remarquable  : 

Si  X  =  a,  y  =  b,  x  ^  a^,  y  =^  b,  sont  deux  systèmes  de  valeurs 
de  X  et  y  qui  ne  surpassent  pas  les  limites  trouvées  plus  haut  et  véri- 
fient l'une  des  éqiiations 

,Tc^  _  Bjr^  ^  N,     .r"  -  Dy^  =  -  N , 

les  nombres  ab,-ha,b,  ab,  —  a,b  ne  seront  pas  divisibles  par  N, 
tandis  que  leur  produit  {ah,  +  a,b)  {ab,  —  a,b)  sera  un  multiple 
de  N. 

Pour  établir  cette  propriété,  observons  d'abord  que  le  produit  des 
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deux  équations 

peut  être  mis  sous  la  forme 

{aa,  ±Dbh,Y-D{nh,±a,hy=W-. 

Cela  posé,  si  nous  admettons  que  nb,±  a,  h  pris  avec  l'un  des  signes 
-I-  ou  —  soit  divisible  par  N,  le  nombre  flrz,  zt  Hhb,  pris  avec  le 
même  signe  devra  nécessairement,  d'après  l'équation  précédente,  être 
également  divisible  par  N;  on  aurait  donc,  dans  cette  hypothèse, 

/aa,±T)bb,y         ^^  /ab,±a,by 
aa,±Tybb,     aby±n,b    ,^      ^     .  ,  .•  ^.^    ■ 

, étant  des  nomi)res  entiers.   Mais,   comme    nous 

N  IN  ' 

supposons  que  a  est  la  plus  petite  valeur  de  .r ,  autre  que  l'unité, 
satisfaisant  à  l'équation 

^.2  _  D^.2  ^  ,  ^ 

Ja  formule  précédente  se  trouvera  être  impossible  si  l'on  établit  l'iné- 
galité 

(-^— )     <  -■■ 
Or  nous  allons  démontrer  que  ceci  a  toujours  lieu  quand  on  prend 
pour  n  et  rt,  des  nombres  qui  ne  surpassent  pasi/-  ~''^^  ■.  et  pour 

h,  b,  des  valeurs  non  au-dessus  de  t  /  °'"^'     •  (Les  signes  supérieurs 

se  rapportent  au  cas  de  jc^  —  Bj-  =  N,  et  les  signes  inférieurs  à  celui 
de  j:'  — D^^=  — N.)  Pour  prouver  notre  assertion,  nous  remar- 
querons que,  a  et  a,  étant  compris  entre  les  limites  o  et  i/'"  '^  , 
b  et  b,  entre  o  et  i/L^  1_,   Ja  valeur  de  (  '\     ne  pourra 

surpasser  celle  qu'on  trouverait  en  admettant  le  signe  -+-  dans  la  for- 
mule, et  en  y  supposant  de  plus 

.   /(a=fci)N         ,  ,  /(T^TJN 
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Or,  comme  dans  cette  hypothèse  la  valeur  de  ( — ^^=^^ ^j     se  réduit 

a  a-,  nous  en  concluons  que,  dans  les  limites  données  plus  haut,  le 

,      /aa,±Bbb,Y        ,      ,       ,  .  ... 

maximum  de  ( ^^ 1    est  a-,  et  que  ce  maximum  n  a  lieu  que 

pour  a^=af,  b^=bf.  Donc,  dans  le  cas  que  nous  examinons,  où  a  et  b 
sont  différents  de  a-,  h,,  on  aura  nécessairement 

/aa,±Mbb,Y     ^     2 

ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

Nous  venons  donc  d'établir  qu'aucun  des  deux  nombres  ah,  +  a,b. 
ah,  —  a,  b  n'est  divisible  par  N.  Quant  à  leur  produit 

{ab,  +  a,  b)  {ab,  —  a,b)  —  a"^  b']  —  a]  b", 

il  est  évidemment  divisible  par  N;  en  effet,  en   substituant  dans  la 
formule  a''  b^  —  a^  b^  les  valeurs  de  a^,  rtf ,  tirées  des  équations 

rt2_Dè='=±N,     af-Dè2  =  zt:N, 

nous  trouvons  de  suite 

a^b]-a\b'=  ±:(^^-/;^)N. 

Donc,  si  a,  a,,  b,  b,  sont  des  valeurs  entières  de  x  et  de  y  com- 
prises dans  les  limites 

et  qui  vérifient  l'équation 

jc^  —  Dj^  =  ±  N  , 

on   trouvera  nécessairement  deux  diviseurs   de  N  en   clierchanl   les 
facteurs  communs  à  N  et  aux  nombres  ah,  +  a,  b,  ab,  —  a,  b.  De  là 
nous  tirons  ce  théorème  : 
TniionrMK.   Si  iefjiuition 

X»-  Dj*  =  ±  N, 


dans  les  limites 

X  =  <i,       X 


=  ^<^,  ^  =  „.   ,=  v/^f^L", 
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peut  être  vérifiée  par  deux  systèmes  différents  de  valeurs  de  x  et  j, 
le  nombre  N  est  composé. 

Quant  à  oc,  ce  nombre  a  ici  la  même  signification  que  dans  les 
théorèmes  précédents. 

IV. 

D'après  les  théorèmes  que  nous  venons  de  prouver,  la  représenta- 
tion du  nombre  N  par  la  formule  ±  ;  j:° —  ^J^)  nous  conduit  à  recon- 
naître que  N  est  un  nombre  composé  dans  les  deux  cas  suivants  : 

1°.  Si,  N  étant  de  la  forme  des  diviseurs  linéaires  de  x'- —  D/^  sus- 
ceptibles d'être  représentés  par  la  forme  ±  (x"^  —  Dj^^),  on  ne  trouve 
pas  dans  les  limites 


/(«±i)N  .  /( 


;i)N 


2D 

des  valeurs  entières  de  x,  /  qui  rendent  l'expression  -±.  {^x^  —  D/^) 
égale  à  N;  car  alors,  d'après  l'un  des  deux  premiers  théorèmes, 
l'équation 

±  (.r='-Dj=)  =  N 

sera  impossible,  et  ceci  n'aura  lieu  que  pour  N  composé; 

1°.  Si,  dans  ces  limites,  on  trouve  deux  représentations  différentes 
du  nombre  N;  d'après  le  dernier  théorème,  ceci  suppose  que  N  est 
composé. 

Donc,  le  nombre  N  ne  peut  être  premier  que  dans  le  cas  où  l'équa- 
tion 

.r'  -  D  7^  =  ±  N , 
dans  les  limites 


x  =  o,      .r  =  y/î^l^lil^,     j  =  o,     _^=y/i^^r±^, 

n  a  qu'une  seule  solution  dans  laquelle  évidemment  x  doit  être  pre- 
mier à  j'  et  à  D.  Mais  toutes  les  fois  que  ceci  a  lieu,  peut-on  en  con- 
clure que  le  nombre  N  soit  nécessairement  premier? 
En  examinant  sous  ce  rapport  les  formes 

±:(a:»-D;-"), 

Tome  XVI.  —  Juillet  i85i  .  34 
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nous  remarquons  qu'elles  se  divisent  en  deux  espèces.  Les  unes,  dans 
les  limites  énoncées  et  x  étant  premier  à  j'  et  à  D,  ne  donnent  une 
seule  représentation  de  N  que  dans  le  cas  où  ce  nombre  est  premier  ; 
telles  sont ,  par  exemple ,  les  formes 

±{x'^  —  ij''),     ±(x2-3jr'),      it(^'-5r*),     etc. 

Les  autres,  au  contraire,  donnent  une  seule  représentation  non-seu- 
lement poiu'  des  nombres  premiers,  mais  aussi  pour  plusieurs  nombres 
composés  quand  on  prend  les  nombres  x'^j  dans  les  limites 


/(a±l)N  /(a=pi)N 

ar  =  o,     .r=y/^-^,    j  =  o,     j^y/l-^^, 

X  étant  premier  à  j'  et  à  D.  Par  exemple,  en  cherchant  la  représen- 
tation du  nombre  composé  871  par  la  forme  x'^ —  ^lï"^ <  nous  trou- 
vons que  les  limites  de  x  et  de  j"  sont 

.  =  0,   .^y'MïiniI,  ,.  =  „,  r  =  ^^^: 

car  la  solution  la  plus  simple  de  l'équation 

j:.2  _  3y  j2  =  , 
est  la  suivante  : 

Or,  dans  ces  limites,  nous  observons  que  l'équation 

x"^  —  ^ly'  =  ■^7' 

ne  peut  être  vérifiée  qu'en  prenant 

X  =  36,     j^  =  5. 

Nous  ne  donnerons  pas  ici  une  méthode  générale  pour  distinguer  à 
laquelle  des  deux  espèces  appartient  luie  foruude  donnée  ±;  ix^  —  Dj'), 
comme  Euler  l'a  fait  par  rapport  aux  formes  A  x^  +  Bj''*;  nous  nous 
bornerons  quant  à  préseht  \\  assigner  plusieurs  formes  de  la  première 
espèce,  qu'on  reconnaît  très-aisément. 
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V. 

Nous  avons  vu,  dans  le  §  II,  que  si  l'équation 

est  possible,  on  trouvera  au  moins  une  solution  clans  les  limites 


/(a±l)N  .   /(aZpi)N 

x  =  o,     x  =  ^—^,    j  =  o,    ,r  =  Y/-f^- 

Nous  allons  démontrer  maintenant  que,  dans  ces  limites,    l'équa- 
tion 

X-  —  Tty  =  ±:  N 

aura  au  moins  deux  solutions  si ,  étant  susceptible  d'être  vérifiée  par 
oc  :^  l,     y  ■=  m,     X  =  l',     y  ==  m', 

les  nombres  lin'  -¥-  l'm,  lin' —  l' m  ne  sont  pas  divisibles  par  N. 

Pour  parvenir  à  cette  conclusion,  nous  remarquons  d'abord  qu'en 
général,  si  JC,  j',  X,  Y  vérifient  l'équation       ,  ,  ^_^  ^       ^^  __  ,j 

X-  —  Dj=  =  ±  N , 

et  que  les  nombres  xY-i-j-X,  xY — ^'X  ne  soient  pas  divisibles  par  N, 
la  même  chose  aura  lieu  quand  on  aura  remplacé  x,  j  par  les  nombres 
Xt,j\  tirés  des  équations 

(2)  X,  =  ±.  {ax  —  jSjD),     7,  =  ±  (jSjc  —  (xj),     ■■    !<■;;  ■  a-, 

dont  nous  nous  sommes  servi  dans  le  §  II.  En  effet,  nous  avons  prouvé 
dans  ce  paragraphe  que  les  valeurs  de  x,,j,,  déterminées  par  les  for- 
mules (2),  vérifieront  l'équation 

x^,  —  Djr?  =  ±  N  , 
et  comme 

X^  -  DY^'  =  ±:  N  , 
nous  trouverons 

(•^^-D7i)(x^-nY^)  =  N^ 

ou  bien,  ce  qui  revient  au  même, 

(x,X  ±  )r,YY  -D{x,Y  ±j,XY  ^  W'; 

34.. 
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He  là  il  est  clair  que  si  x^  Y  ±:jr,X,  pris  avec  l'un  des  deux  signes  ±, 
était  divisible  jiar  N ,  le  nombre  j:,  X  ±  Dj,  Y,  pris  avec  le  même 
signe,  serait  également  divisible  par  N.  Mais  cela  ne  peut  avoir  lieu; 
pour  le  faire  voir,  observons  que  arY+jX,  jtY  — jX,  d'après  les 
formules  (2) ,  peuvent  être  mis  sous  la  forme 

=t(^,  Y±j,X)a±  i3(^,X  ±j,YD). 

Or,  si  les  nombres  or.Yzhj,  X,  jt,  Xzhj.YD,  pris  avec  l'un  des 
deux  signes  ±:,  étaient  divisibles  par  N,  il  s'ensuivrait  aussi  qu'un  des 
nombres  a^Y  +  j-X,  xX  —  yls.  serait  également  divisible  par  N,  ce 
qui  n'est  pas.  Donc  aussi  les  nombres  x,Y+j,  X,  x,  Y  —  7-,  X  ne 
pourront  pas  être  divisibles  par  N. 

D'après  cela,  nous  concluons  que  si  les  nombres  Im' -\- V  m , 
Im'  —  V  m  ne  sont  pas  divisibles  par  N,  et  que  x  =^  a,  j  =^  b  soit  une 
solution  de  l'équation 

^2  —  D/^  =  ^  N 
dans  les  limites 


^!^,  .,  =  „,  r=s/^^^. 


qu'on  trouve,  d'après  le  §  II,  en  partant  de  jc  =  l,  j-  =  m,  et  en 
passant  successivement  d'une  solution  à  une  autre  à  l'aide  des  équa- 
tions (2),  les  nombres  aui' -h  bl'  de  même  ne  seront  pas  divisibles 
par  IN.  De  la  même  manière  nous  conclurons  que  si  a,  ,  h,  est  une 
solution  de  l'équation 

^2  _  13^2  =  ±  N, 

dans  les  limites 


/(a±l)N  /(aZpi)N 

:r  =  o,     .r  =  ^'      ^'    ,    j  =  o,    .r-=\/'    ^n      ' 

qu'on  trouvera  en  partant  de  x  =  /',  j-  =  m\  on  ne  rendra  pas  les 
nombres  ain'  -h  bV,  am!  —  bV  divisibles  par  N ,  en  remplaçant  /',  m' 
par  fl,,  /;»,.  Mais  ceci  suppose  évidemment  que  les  nombres  «,,  b^  ne 
sont  pas  respectivement  égaux  aux  nombres  a,  b  ;  car,  autren)ent , 
«/«'  —  AZ'  se  réduisant  à 

ab  —  ba  r^  o. 
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deviendrait  divisible  par  N.  Donc ,  dans  les  limites 


X  =  o,     a: 


on  trouvera  nécessairement  deux  solutions  de  l'équation 

X-  —  Djr'  =  ±  N , 
si  elle  est  susceptible  d'être  vérifiée  par  deux  systèmes  de  valeurs 

J?=/,    j^:=m,     jc=^l',    j  =.  m' , 
et  que  les  nombres  //«'+  l' m,  Lm'  —  fin  ne  soient  pas  divisibles  par  N. 

VI. 

D'après  ce  que  nous  venons  de  prouver,  nous  allons  montrer  que 
toutes  les  formes  ±:(a:^  —  Dj-^) ,  dont  les  diviseurs  quadratiques  ne 
sont  que  de  la  forme  Ix"^  —  /x/^,  peuvent  servir  pour  examiner  si  un 
nombre  donné  est  premier  ou  non. 

Théorème.  Soient  x'-  —  Djr^  une  Jorme  dont  les  diviseurs  quadra- 
tiques ne  sont  que  de  la  forme  Ix^  —  iiy^,  N  un  nombre  premier  par 
rapport  à  D  et  de  la  forme  des  diviseurs  linéaires  contenus  dans  une 
seule  forme  quadratique  ±[x'^  —  Dj"^).  Le  nombre  N  sera  premier 
si,  a  étant  la  plus  petite  valeur  de  x  supérieure  à  l 'unité  parmi  les 
solutions  de  V équation 

x^  —  Tif''  =  f ,  , ,  , 

on  tjouve,  dans  les  limite^' 

/(  a  ±;  I  )  N  /(  a  az  I  )  N 

x  =  o,     .r=^L_J_,      ,.  =  0,     j=^^^±J^, 

■  -.1 
une  seule  /représentation  du  nombre  N  par  la  Jorme  ±{x'^  —  D)^^),  et 
que,  dans  cette  représentation,  x  et  y  n'aient  point  de  facteur 
commun.  Dans  tous  les  autres  cas  le  nombre  N  sera  composé. 

Démonstration.  Pour  établir  le  théorème  énoncé,  nous  allons  faire 
voir  que  lorsque  N  est  un  nombre  composé,  l'un  des  trois  cas  sui- 
vants aura  nécessairement  lieu  : 

1°.  On  ne  trouvera  pas  de  représentation  du  nombre  N  par  la  forme 
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±  {x'^  —  Dj>-^)  dans  les  limites 


^-4^,  ^  =  o,  r^'^'^W 


2".   On  trouvera  dans  ces  limites  une  représentation  de  N  pour  la- 
quelle x,j  ne  seront  pas  premiers  entre  eux; 

3".   On    trouvera   dans   ces    limites    plusieurs    représentations   du 
nombre  N. 

Si  parmi  les  facteurs  du  nombre  N  on  trouve  des  nombres  qui  ne 
soient  pas  diviseurs  de  x'^  —  D/*,  l'équation 

x=  —  Djr'  =  it  N 

ne  sera  pas  possible,  à  moins  que  ces  facteurs  ne  divisent  x'^  et  y'^. 
Donc,  dans  ce  cas,  ou  bien  la  représentation  du  nombre  N  par  la 
forme  ±  [x^  —  ^j"^)  sera  impossible,  ou  bien  dans  la  représentation 
du  nombre  N  les  nombres  x  et  j  ne  seront  pas  premiers  entre  eux. 
En  passant  au  cas  où  tous  les  facteurs  de  N  sont  diviseurs  de 
x"^  —  Tij^,  supposons  que 

N  =  N,  .Nj. 

Tous  les  diviseurs  quadratiques  de  x"^  —  D^^  étant,  par  supposition, 
de  la  forme  Ix'^—  [t-J',  nous  concluons  que  les  nombres  N,,  N,  pour- 
ront être  représentés  ainsi  : 

(3)  N,  =  X,x?  — fx,jrï.    ^2  =  K-^l  —  [^2jl^ 

et  comme  leur  produit  N  est  de  la  forme  ±:  {x^  —  D^*),  on  trouvera 


dans  le  cas  de 


et 


1^  =x-  -  Djr' 


Xj  =  —  X, .     p.2  =  —{J., 
dans  le  cas  de  '  'di  1  1    1 

N  =  -(a:'''-D7»). 
Donc 

•..ii'u.t  N,N,  =  ±(X,x'f  —  tj.,y;  M>-.a1  —  (J-<j'i). 


(4) 
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ou  bien,  ce  qui  revient  au  même, 

N,  N.,  =  ±  [(X,  x,x.,  ±  [J.,j,r,Y  -  X,  p..  i^'.  72  ±Js  ^i  'M- 
D'après  cette  équation  et  en  remarquant  que 

nous  concluons  que  l'équation 

sera  vérifiée  par  deux  systèmes  de  valeurs  de  x,  y^ 

j   X.  :^  A,  X^  X2  +   p.(  Yi  J'21       ^<  -—  ^1  ^\  -^2         P-\  y  \  y -il 

En  cherchant,  d'après  ces  formules,  les  valeurs  de  XY,  +  YX, , 
XY,  — YX,,  nous  trouvons 

XY,  +  YX,  =  (X,  X,  X2  +  /J.,  r.JTa)  (j^'./a  -  r^  X2  ) 

+  (X,  X,  X2  —  f-,  J,  J2)  (  J^.  J2  +  7.  J^2  j 

XY,  -  YX,  =  (X,  X,  X2  +  /x,  ji  ;%)  (x,  j„  — 7,  x^) 
—  (X,  x,ar2  —  PMj.j2)(-a^.j2+jr.  •a:'2) 

D'où  il  est  clair  que  si  x,  7,  est  premier  par  rapport  à  N,,  et  x^y^ 
est  premier  par  rapport  à  N2 ,  les  nombres  XY,  +  YX,,  XY,  —  YX, 
ne  seront  pas  divisibles  par 

ce  qui,  d'après  le  §  V,  suppose  deux  solutions  de  l'équation 

x'^  —  Dj-2  =  ±  N , 
dans  les  limites 

X 


.  /(a±:i)N  /(«zpiiN 

Quant  au  cas  où  x,  7,  aurait  un  commun  diviseur  avec  N,,  ou  bien 
^ïjt  îïvec  N2,  il  n'est  pas  difficde  de  s'assurer  que  les  solutions  (4) 
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de  l'équation 

X-  —  Dj-  =  ±  N 

ainsi  que  toutes  les  autres  qu'on  en  pourrait  tirer  à  l'aide  des  for- 
mules (2),  contiendront  des  valeurs  de  x ^  y  divisibles  par  un  même 
nombre. 

C'est  ainsi  que  nous  nous  convainquons  que ,  dans  les  suppositions 
énoncées  plus  haut,  on  ne  trouvera  jamais  un  nombre  composé  N 
qui  puisse  avoir,  dans  les  limites 


v/!î±^^  ,-=o,  r=^/'■^s^. 


une  seule  représentation  par  la  forme  ±  [x^  —  Viy-),  pour  des 
nombres  x,  y  premiers  entre  eux.  Donc  ceci  ne  peut  avoir  lieu  que 
pour  N  premier;  dans  le  cas  contraire,  d'après  ce  que  nous  avons  vu 
dans  le  §  V,  on  conclura  que  N  est  composé. 

VII. 

C'est  de  cette  manière  qu'on  pourra  reconnaître  la  nature  d'un 
nombre  donné  d'après  sa  représentation  par  la  forme  quadratique 
^«  _  Dj-2  ou  —  {x-  —  Hj^  si  tous  les  diviseurs  quadratiques  de 
x^  — Dj^  sont  de  la  forme  Ix'^  —  tj.j-.  Nous  allons  maintenant  pré- 
senter une  Table  de  ces  formes  les  plus  simples,  avec  les  limites 
de  X,  j,  déterminées  par  les  formules 


=  v/'-=^'  r=\/'-^-S^' 


ainsi  que  des  formes  linéaires  des  nombres  qui  peuvent  être  examinés 
au  moyen  de  ces  formes. 
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FORMES 

quadrutiques 
de  N. 

LIMITES  DE  i,  >. 

FORMES  LINÉAIRES  DE  N. 

x==V^.            ..^V'I            1 

N  .^  8  «  -t-  I  ,    7 

x'-iy- 

-(x'-Sj-') 

N=  I2n-t-  I 
N  =  12  n  -(-  1 1 

N  =  ao  n  -+-  1  ,  q ,    II,    19 

x'-6^' 
-(x'-6.r') 

N=-24H-Hi,     19 
N  =  -24  n  -H  5  ,   23 

x'—  nj-' 
x'  —  lOJ-' 

_(x'-,o^') 

N  =28n-H  t  ,  9,    .iS 
K  =  28H-t-3,  19,  a: 

N  =  4o;.-t-  1,  9,   3i,  39 

x' —  1 1  y 

-(x-'-M^) 

N  =  44"  +  '  '  5 .  9 1  27 

N  =  4^«-i-3,  19,  35,  39,  43 

X-  —  l'ij''' 

-(x'_i3j') 

X  =  v/3'4  N ,      ^  =  v/25  N 

(  '  .  î.  0,   ï7,  33,  25,  37 

N  =  52n-i-  1  ,ô     ,       -  ^                       ' 
143,  49,  5i 

29,  35, 

x>-.4^' 

-(:r'-.4:r') 

x=v'8¥,         r=yiN 

x  =  \/7n,        ^  =  y/-N 

N  =  56n-+-i,  5,   11,  25,  43,  5i 
N  =  56n+  5,   i3,  3i,  45,  47,  55 

x'—  ir).r' 

_(x'_,5j') 

x^vl^-,      .  =  v/■^■ 

N  =  60  n  H-  1 ,  49 
N  =  60  n  -t-  1 1 ,  59 

Tome  XVI.  —  luiLiET  iSfii . 
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FORUES 
quadratiques 


LIMITES  OE  I 


■(x=-aij-') 


X' '22^' 


x=-2:b' 


-(x'_26^  =  ) 


-(x'  — sgr') 


X  =  v/28  A  , 
x  =  v/27lî. 


=v/|n 


N 


'=V/^'.  -\/i 


:  v/26  N  , 


=  v'25  N  ,       ^  =  v^ 


=\/S» 


FORMES  LINEAIRES  DE  N. 


Il,  9,  i3,  i5,  19,  21,  25,  33,  ,S5, 
43,  47,  49,  53^  55,  59,  67 


N  =  r6nH-I,  5  9,  17,  25,  45,  4),  61,  73 
N  =  7Gn-)-3,  i5,  27,  ji,  5i,  59,  67,  71,  75 


N  =  R4n-f-i,  -ïS,  37,  43,  G;,  79 
N  =  84n-t-5,  17,  41,  47,  5;),  83 


N=8Sn-t-  1,3,9,  25,  27,  49,  59,  67,  75,  Si 
N=88n-i-7,  i3,  21,  yçi.Sg,!";!,  63,79,  85.  87 


IN  =92  n  +  I,  9,  i3,  25,  29,  4ij  l\%  t3,  77,  81,  85 
N  =92n-r  7,  II,  i5, 19,  43,  5i,  G3,  C7,  7 :),  83,  91 


I  I,  q,  I-,  23,  25,  4'),  55,  ^q.  81 
I  >>7,  95,  io3 


I\'=lo4n- 


1 5,  II,  19,  31,  37,  45,  Sy,  C7,  83, 
1H5,  93,  9.) 


!',  3,  7,  9,  i3,  23,  25,  35,  45, 
49,  5i,  53,  57,  59,  63,  65,  G7, 
71,  81,  83,  91,  t>3,  io3,  107, 
1 09 ,  III,  1 1 5 


y-  —  3oj^' 
-(x'-3or* 


:=V'6N, 
r=^5¥, 


X  -3ij'' 

-{x'-3ir') 


N=  120  n-i-  I,  19,  4'.)!  9' 
N=  iion-+  29,  71  ICI,  119 


i«   „«  j_('>  5'  S-  ^5,  35,  41,  43,  45,  19, 
"='^^"-^|(;y,  8.,97,  lui,  109,  i«3,  .21 
^    ,    (3,  II,  i5,  23,  27,  43,  55,  75,79, 
■^=''^4"-^|83,9.,  99,  .15,  ,19,  laî 


'-33r' 


r=v^;7N,    .'=V/5N   In=:i32«-i-| 


_(x'-3î^.)  x^v/riN,    .  =  \/^N   |^^'-'3'-'"  +  |ro7r'i3.' 


j,  25,  3i,  37,  49,  67,  91,  97, 

io3,  ii5 

17,  2.,,  35.  41,  <i5,  83,  95,  101, 
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Daprès  ce  que  nous  venons  de  trouver,  on  voit  qu'il  y  a  plusieurs 
formes  à  déterminants  positifs  dont  on  peut  se  servir  pour  examiner 
si  un  nombre  donné  est  premier  ou  non.  Quant  aux  limites  de  x,  j, 
dans  lesquelles  on  doit  chercher  la  représentation  du  nombre  examiné 
par  la  forme  ±[x^  —  ^J^),  elles  ne  sont  pas  toujours  plus  étendues 
que  celles  qu'on  trouve  par  rapport  à  la  forme  x^-hDj'.  Ainsi, 
d'après  la  Table  précédente ,  on  voit  qu'en  cherchant  la  représenta- 
tion du  nombre  N  par  la  forme  3j-^  —  x-,  on  ne  doit  pas  aller  au 

/n  .         ,   . 

delà  dej^  ^  \ /  — ■>  et,  comme  j'  ne  peut  pas  être  évidemment  plus 

petit  que  i/v-  on   cherchera  la  valeur  de  j-  entre  les  limites  4/ ^î 

1  / —  De  la  même  manière  nous  apercevons  que,  pour  trouver  la  re- 
présentation du  nombre  N  par  la  forme  x°  —  3j--,  on  cherchera^  entre 
les  limites  \/N,  vZ-N;  pour  la  forme  jc^  —  ^^^5  tes  limites  sont  yN, 

yaN,  etc. 

Nous  allons  maintenant  montrer  par  un  exemple  qu'à  l'aide  de  la 
forme  ±{x^  —  Djr^),  convenablement  choisie,  il  n'est  pas  difficile 
d'examiner  si  un  nombre  donné  est  premier  ou  non  ,  même  quand  ce 
nombre  est  considérable.  Nous  choisissons  le  nombre  8320191  ;  Le- 
gendre  {voyez  sa  Théorie  des  Nombres,  tome  II,  page  iSa),  en  cher- 
chant deux  nombres  A  et  B,  tels  que  chacun  d'eux  soit  égal  à  la 
somme  des  diviseurs  de  l'autre,  celui-ci  non  compris,  a  trouvé  que 

A  =2*.  630191,     B  =  a*.  2.57  .  33o23 

vérifieront  cette  condition  si  le  nombre  BSaoïgi  est  premier.  Mais 
jusqu'à  présent  on  ne  sait  si  ce  nombre  est  premier  ou  non. 

En  remarquant  que  le  nombre  SSaoïgi  est  de  la  forme  i2«  -f-  1  i, 
et  que  tous  les  nombres  premiers  de  cette  forme  peuvent  être  repré- 
sentés par  Zj^—x^,  nous  allons  chercher  la  représentation  de  SSuoigi 
par  la  formule  3^^*  —  x^.  D'après  le  procédé  exposé  plus  haut,  nous 
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allons  chercher  la  valeur  y  entre  les  limites 


/HSaoïgr  /852oigi 

V         3   '     '      V         3~' 

c'est-à-dire  entre  les  limites 

i685,     2o65. 

Pour  que  la  forme  3 j  ^  —  x^  représente  un  nombre  impair,  ou  pren- 
dra 3C  impair  et  j  pair,  ou  bien  x  pair  et  y  impair.  En  faisant,  dans 
le  premier  cas, 

X  =  in  +  \,    j-  =  in, 

nous  trouvons  que  3  r^  —  x^  se  réduit  à 

I  2  n,  —  8  — ^ —  I , 

2 

ce  qui  ne  peut  être  égal  à  8620191 ,  qui  est  de  la  forme  Sin  —  1  si  «, 
i"st  impair.  Donc 

n,  =  il. 

t,  par  conséquent,  on  aura,  dans  le  premier  cas, 

Kn  passant  au  cas  de  x  pair  et^'  impair,  faisons 
x=2«,    j-  =  m,  -{-  i . 
Pour  ces  valeurs  de  x,  y  la  forme  'ij^  —  .r*  devient 

3  +  24  — ^^ —  4  "  ) 

et,  en  égalant  cette  quantité  à  8520191,  nous  trouvons  ré(piation 

,)  -t-  2/1  — —  /(  «   =  0320  r 91 . 

Or,  comme  cette  équation  se  réduit  à 

D  — ■ —  n    —  2  k1()o47, 

2  ' 

nous  en  concluons  ([uc  11  est  im[)air. 
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Faisant  donc 

/i  =:  2  m  +  I , 

l'équation  précédente  devient 

O  — ï —  O  — —    1  =  2  lOOOAl, 

2  2  '' 

et,  par  conséquent, 

3  — ^ —  4  — ^^ ■  =  1000024, 

7.  2 

ce  qui  suppose  la  divisibilité  du  nombre  — -  par  4-  Mais,  pour 

que -^-^^-^ soit  divisible  par  4?  un  des  deux   nombres  «,,  n,  -h  i 

doit  être  multiple  de  8.  Donc  on  aura 

ou     71,  =  81'     ou     /i,  =  8/ — I. 

En  prenant  la  première  valeur  de  n,,  nous  trouvons 

jr  =  i6/'+i, 

et  la  seconde  donne 

j  =  ,6/"-i. 

Ainsi  j-  ne  peut  être  que  de  l'une  de  ces  formes  : 

j-=4/,   jr=i6/'+i,   j-  =  i6/'  — I. 

De  même ,  il  n'est  pas  difficile  de  trouver  les  nombres  auxquels  r 
peut  être  congru  suivant  différents  modules,  et  ensuite,  au  moyen  de 
ces  nombres,  de  trouver  toutes  les  formes  possibles  de  /,  /',  l".  Ainsi 
nous  trouvons  que  pour 

N  =  5  w  +  I  =  7  7w'  +  I  =  I  o  m'  H-  9  =  1 3  m"  +  4  =  1 7  m'"  +  1 2 
ce  qui  est  justement  le  cas  de 

N  =  BSaoïgi, 
l'équation 

3j*  -  :r^  =z  N 
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suppose 

y^o,    ±:  1.       mod.  5), 

7^  ±1  r,    ±2     (mod.  7J, 
^^  ±  I,    ±2,   5     (mod.  Il), 
j-^o,   ±  i,   ±3,   ±6     (mod.  i3), 

j- ^  ±  I ,   ±2,    ±3,    ±  /(,    ±17     (mod.  17). 

De  là  il  est  facile  de  conclure  que  les  nombres  /,  /',  /",  liés  à  /  par 
les  équations 

j=:^l,      r=  16 /'-+-!,     J==l6l"  —  l 

doivent  avoir  les  formes  : 


/  =  5n-(-o,  a,  3 
/  =  7  n-l-2,   3,  4.   S 
/  =  iin-4-3,  4,  5,  6,  7,  8 
o,  3,  4.  5,  8,  9, 


/=  i3n-t- 
/=I-n-t- 


I,  4i  3,  6,  8,  g, 

II,  i-j,    i3,   ifi 


r  =  5n-t-.,   2,  4 
/'  =  7n-i-o,   3,   4,  6 
r=iin-i-o,    I,   3,  4.  *J.  9 

o  ,    2  ,    3  ,    4  .    5  , 

6,   8 

o,  2,  3,  4 )  5»  8, 

Il ,   14.   i5,    16 


r=,3«-+- 
/'=.7«  +  l 


/"  =  5n 

-t-i 

,3,4 

r'  =  7« 

-f-O 

1,  3,  5 

/"=ii 

n-+-c 

,  2,  5,   7,  S,    10 

/"=  13 

-1 

0,  5,  7,  8,  9,  10, 
11 

/"=  I" 

"^i 

0,   1,  2,  3,  fi,  9, 

"^i 

12,   i3,    14,   iS' 

D'après  ces  formes  de  /,  /',  /",  il  est  très-facile  de  trouver  toutes  le« 
solutions  de  l'équation 

3^^  —  x^  =i  85;îOigi 
dans  les  limites 

jr  >  i685,    j"  <  2o65. 
Dans  le  cas  de 

nous  trouvons  que  /  doit  être  compris  dans  les  limites  421  et  5 16.  Si 
l'on  prend,  dans  ces  limites,  tous  les  nombres  de  la  forme 

i3n  +  o,  3,  4>  5,  8,  9,    10, 
et  qu'on  rejette,  d'après  l'équation 

/  :=  5«  -t-  o,   2,   3, 


tous  les  nombres  dont  le  dernier  chiffre  est  i ,  4»  t),  9,  on  ne  trouvera 
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que  ces  trente  nombres  : 

425,     442,     455,     468,     4«5,     5o3. 

432,  445,     458,     472,    490,     507, 

433,  447>     460,     473,     497»     5'jo, 

437,  45o,     463,     477,     498,     5 12, 

438,  452,     465,     478,     5o2,     5i5. 

D'après  l'équation 

/  =  'jn  -h  -2,  3,  4>  5, 

on  supprimera  de  cette  Table  tous  les  nombres  qui,  divisés  par  7, 
donnent  des  restes  égaux  à  o,  i ,  4,  6,  et  l'on  n'aura  alors  qu'à  examiner 
dix-huit  nombres  parmi  lesquels  on  reconnaîtra  très-aisément  ceux 
qui,  divisés  par  11,  ne  donnent  pas  les  restes  3,  4;  5,  6,  7.  8;  tous 
ces  nombres,  d'après  l'équation 

/  =  1 1  «  -+-  3,  4,   5,   6,   7,   8. 

doivent  aussi  être  rejetés;  alors  il  ne  restera  que  les  huit  nombres 
suivants  : 

425,     437,     458,     478, 

432,     445,     465,      502. 

De  plus,  divisant  ces  nombres  par  17,  nous  n'en  trouverons  que 
quatre  : 

437,     458,     4^5,     5o2, 

qui  s'accordent  avec  les  termes 

Z=i7«+i,  4?  5,  6,  8,  9,    II,    12,   i3,    16; 

d'ailleurs,  comme  ces  nombres  conduisent  à  des  valeurs  de  y  qui  ne 
vérifient  pas  l'équation 

3^*  —  jc^  —  8.520191 , 

nous  en  concluons  que,   dans  les  limites  énoncées  plus  haut,  cette 
équation  n'a  point  de  solution  pour  laquelle  j-  serait  de  la  forme  4/. 
En  passant  au  cas  de 

J=  16/'-+-  I, 
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nous  trouvons  que  les  limites  de  /'  sont  io5  et  139,  et  que,  dans  ces 
limites,  les  nombres  de  la  forme 

i3«  -4-  0,   2,  3,  l\,  5,  6,  8, 

qui ,  s'accordant  avec  les  suivantes  : 

/'  =  5«  -!-  1 ,   2,  4» 

se  terminent  par  i,  2,  4,  6,  ■y,  9,  sont 

106,  rog,      117,      121, 

107,  112,      I ig,      122. 

En  rejetant  de  là  ,  d'après  l'équation 

/'  =   7«  -f-   O,     2,     4r     ^î 

tous  les  nombres  qui,  divisés  par  7,  donnent  des  restes  différents  de 
o,  2,  4?  6,  et,  de  plus,  tous  les  nombres  qui  ne  sont  pas  de  l'une 
des  formes 

I  I  «  -+-  o,    1 ,   3,   4»  6,   g, 

il  ne  reste  que  les  deux  suivants  : 

I ig,      121. 

En  tlierchant,  d'après  ces  valeurs  de  l' ,  celles  de 
j^  =  16Z'-!-  I, 

en  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation 

3_^''  —  x'  =  8520 191, 

nous  trouvons  que  la  seconde  donne 

J  ^  1937, 
qiu  vérihe  l'équation 

?>j^  —  x''  =  8520 191, 

en  prenant 

X  =  16,54. 

OuaMi  au  flernier  cas,  c'est-à-dire  celui  de 
^  =  16/"  —  1, 
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nous  trouvons  io5  et  129  pour  limites  de  /";  dans  ces  limites,  d  après 
les  équations 

/"=i3??-f-o.   5,  6,   7,  8,  9.    10,    !i, 

/"  =  57^  +  I,  3,  4> 
nous  aurons  les  nombres  suivants  : 


109,     ii3, 

123, 

126, 

111,      1 1  /| , 

124, 

128, 

dont  i 

ne  restera 

qu' 

in  seul, 

1  26, 

quand  on  aiu'a  rejeté  tous  les  nombres  qui  ne  s'accordent  pas  avec 
les  formes 

/"=7?i-4-o,   I,  3,   5.     /"=iin-f-o,   2,   5,   7,   8,    10, 
et  comme  le  nombre  126  est  de  la  forme 

17//  +  7, 
et,  par  conséquent,  ne  s'accorde  pas  avec  les  formides 

/"=i7«  +  o,    I,  2,  3,  6,  9,    12,    i3,    14,    »5, 

nous  concluons  que  ce  nombre  doit  aussi  être  supprimé. 

Ainsi  nous  ne   trouvons  qu'une  seule   représentation  du    nombre 
8520191    par  la   forme    3^^  —  x^ ,  en  prenant  j"  non    supérieur   à 

8520    IQ  ,  /  •  1  1  1 

-^5  et  comme,   dans  cette  représentation,   les  valeurs  de  x 

et  j-,  nommément  i654  et  1937,  n'ont  point  de  commun  diviseur, 
nous  en  concluons  avec  certitude  que  8620 191  est  un  nombre  pre- 
mier. 


s/ 


La  méthode  qui  nous  a  servi  à  l'examen  du  nombre  8520191  à 
l'aide  de  la  forme  3j"- — -  jc^  peut  être  étendue  à  tous  les  nombres, 
en  faisant  usage  de  certaines  formes  quadratiques.  Ces  recherches, 
comme  on  a  pu  le  remarquer  d'après  l'exemple  précédent,  pourraient 
devenir  tres-expéditives,  même   poiu"   des  nombres  considérables,  si 

Tomi;  XVI.  —  Juillet  i85i.  Jt) 
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l'on  avait  des  Tables  des  solutions  de  la  congriience 
Aa7*±Bj'-^C     (luod. />), 

pour  les  valeurs  les  plus  simples  de  p.  telles  que 

p—6,   5,  7,   II,    i3,    17,    19,   23,   29. 

Ces  Tables  seraient  peu  nombreuses  si  l'on  se  servait  des  iormes  à  dé- 
terminants négatifs  et  en  même  temps  de  celles  à  déterminants  posi- 
tifs, car  alors  on  n'aurait  pas  besoin  de  recourir  à  plusieurs  formes 
différentes.  Ainsi ,  par  exemple,  on  pourra  examiner  tous  les  nombres 
au  moyen  de  ces  trois  formes 

X-  -r-  y^i     x^  -+-  •■t.f',     X-  —  ly-'K 

La  première  servira  pour  examiner  tous  les  nombres  de  la  forme 

872+1,   5; 

la  seconde  pourra  être  employée  dans  le  cas  du  nombre 

8/z  -+-  3; 

et  enfin  la  dernière  pour  ceux  qui  sont  de  la  forme 

8n-i-  7. 

On  verrait  de  la  même  manière  que  tous  les  cas  possibles  pourraient 
également  être  traités  au  moyen  de  ces  trois  formes 

X'-  +  j"^,     x^  -+-  3j'^,     Ij'  —  X' . 


iMi  ij  n  a  «gn 
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Théorème  relatif  à  une  classe  d' équations  différentielles 
simultanées,  analogue  à  un  théorème  employé  par  Lagrange 
da.ns  la  théorie  des  perturbations  ; 

Par  m.  È.    BRASSKVNE, 

Professeur  anx  Écoles  d'Artillerie. 


1.  On  sait  que  la  méthode  générale  des  perturbations  repose  sur  la 
théorie  de  la  variation  des  constantes  arbitraires  fotirnies  par  les  inté- 
grations des  équations  du  mouvement  elliptique.  La  variation  de 
ch.ique  constante  a  pour  expression  une  somme  de  termes  contenant 
chacun  la  dérivée  de  la  fonction  perturbatrice  par  rapport  à  chacune 
des  constantes  ,  cette  dérivée  étant  multipliée  par  un  coefficient  d'une 
forme  assez  compliquée ,  et  que  Lagrange  a  prouvé  être  indépendant 
du  temps.  Le  coefficient  du  terme  qui  multiplie  la  dérivée  de  la  fonc- 
tion perturbatrice  par  rapport  à  la  constante  dont  on  cherche  la  varia- 
tion est  égal  à  zéro. 

L'indépendance  de  temps,  pour  chaque  coefficient,  peut  se  déduire 
d'un  théorème  général  de  Mécanique  que  Lagrange  démontre  dans  la 
Mécnnicjue  analyliijue,  tome  V\  page  SaS;  reprenons,  en  la  modi- 
fiant un  peu  ,  la  démonstration  de  Lagrange  que  nous  étendrons  en- 
suite à  des  équations  différentielles  d'un  ordre  supérieiu-  au  second. 

2.  Considérons  les  trois  équations  différentielles 


(!) 


Différentions  ces  trois  équations  par  rapport  à  une  caractéristique  c? 

36.. 


d. 

dz 

'dï' 

-'^^dt^O, 

d- 

dz 

dz     , 

d- 

dz 

do' 

-'-^dt^o. 

do 
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relative  à  quelques-unes  des  constantes  qui  renferment  les  valeurs  des 
variables  |,  i|,  ç  exprimées  en  fonction  du  temps,  et  multiplions  la 
première  relation  par  A^,  la  deuxième  par  Ai};,  la  troisième  par  Aip 
(A  est  une  caractéristique  de  différentiation  relative  à  d'autres  con- 
stantes que  (?V  En  ajoutant,  on  aura  pour  résultat 


,^,     S.dz  ^      ^  Sz  ^        ,     S.ciz 


Mais,  en  faisant  passer  dans  les  trois  premiers  termes  A|,  Ai\i,  Aç 
sous  le  signe  de  différentiation,  il  suffira  de  soustraire  du  premier 
membre 

,  .^,     d.'lz     .  .    ,,     d.3z    .  ,     ,d.6z     . 

dt  '         d'Y  ^      do 

cette  partie  soustractive ,  avec  les  trois  derniers  termes  négatifs,  don- 
nera pour  résultat 

.     ^  .    ^>.     d.Sz  ^^     djz 

'     d.ot  '      d.ôi 

en  remarquant  que  âz  est  une  fonction  de  £,  |',  d^.  d^',  etc. 

En  exécutant  sur  les  trois  équations  du  groupe  (i)  des  transforma- 
tions analogues  et  intervertissant  l'ordre  des  caractéristiques  t?  et  A . 
on  trouvera  une  partie  soustractive 

âàz  —  dAe-  -j---  —  tfA£'  •  -J-— ,  — .... 

identique  à  la  précédente,  puisque  dans  les  coefficients  différentiels 
de  la  Jonction  z  il  est  indifférent  d'écrire  â  ou  A.  Nous  arriverons  par 
ces  calculs  aux  deux  formules 

rf.(-*#.l)+...-.,^=-.o^|.'^-...  =  o. 


,,.('^,5)+.._._,A.-,,4|.;i 


d.^z 
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l^eur  différence  donne  la  relation  de  Lagrange 
,3,  rf(?_jAÇ_ij^,5  + 

3.  Pour  étendre  cette  relation  à  des  équations  différentielles  d'un 
ordre  plus  élevé,  nous  partirons  d'une  formule  de  calcul  différentiel 
qu'il  est  aisé  de  démontrer.  On  sait  que  a  et  b  désignant  deux  fonc- 
tions d'une  même  variable,  la  différentielle  de  l'ordre  m  du  produit  ah 
peut  s'écrire  ainsi 

d"'{a.b)=^d"'a.h  -+-  m  d'"-'  a.  db  +...-+-  a.d"'b. 

Or  cette  formule  bien  connue  peut  encore  prendre  cette  forme, 
/       d"'{a.b)  =  d'"a.b  +  md'"-*{a.dh) 

(^)  )-'!ll!l:z}ld'"-^a.dn)+...±a.d"'b. 

Les  coefficients  sont  ceux  du  binôme,  et  les  termes,  après  le  pre- 
mier, sont  alternativement  positifs  et  négatifs.  A  l'exception  des  deux 
termes  extrêmes,  tous  les  autres  sont  des  différentielles  exactes. 

Partant  de  la  formule  (4),  considérons  une  fonction  z  de  ^,  if ,  «p, 
I',  ^',  cp',  ^",  i{/",  cp"  qui  satisfasse  pour  les  variables  ^,  ij;  et  ip  à  des  rela- 
tions, telles  que 

l       ,^       dz  ,  I      I     ('z  dz 

^  dt^  de,"        ^  dt       dl'       rfÇ  ' 

,  ►  \  1         I       , ,       t/z  ,   \      ,      dz  dz 

^^)  {l'di^'^'-dV'^^'-d^''-rW-T^=''^ 

'         I      ,„       dz  ,  i     ,     dz         dz 

^'     de^  do  '     dt        rf<p  dfji 

conformément  à  la  notation  du  calcul  des  fonctions 

>-/         ^'?        i:„        dt,' 
ç    =  -p'      Ç   =  -1-'      etc.  ; 
dt         ^  dt  ' 

fi  et  p.'  sont  égaux  à  -+-  i  ou  —  i.  Il  est  aisé  de  prouver  que  le  système 
des  trois  équations  (5)  conduit  à  une  relation  analogue  à  celle  de 
Lagrange.  Pour  le  démontrer,  on  différentie  les  trois  équations  (.^) 
par  rapport  à  la  caractéristique  c?  relative  à  quelques  constantes,  et 


^M  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

l'on  multiplie  la  première  équation  de  ce  groupe  par  A|,  la  deuxième 
pnr  A'i,  la  troisième  par  A 9.  On  ajoute  ensuite  les  trois  équations, 
après  avoir  fait  passer  AS,  A'J>,  A(p  sous  les  signes  de  difFérentiation. 
On  remarque  ensuite  que.  d'après  la  formule  (4), 


'■^r/^.(>.;§.A£)  =  ^^^.i^.A? 

\f/t-  \         fil"         -I  dt^  de."  ^ 


dl" 

}.!  

dt^'     \        df     "^   /         "de 


(6)         {  -^ld.(â.^.AE')-â.4î-.AE" 


De  là  résulte  qu'on  peut  ramener  la  somme  des  trois  équations  à  une 
différentielle  exacte,  moins  une  quantité  qui  a  pour  expression 

^.^A|'+.^.^Ar+<^-^A?, 

en  supposant  ^.^  —  i  et  /x'  =:  H-  i ,  ce  qu'on  voit  en  prenant  la  valeur- 
des  deux  premiers  termes  des  équations  (5) ,  multipliés  par  AS,  Ad<. 
Açj  au  moyen  des  relations  (6).  Comme  on  aurait  pour  les  autres  va- 
riables des  termes  soustractifs  pareils,  on  voit  que,  en  considérant  ô*- 
comme  une  fonction  de  S,  ç',  S' ,  â'E,  â^',  c?ç",  etc.,  le  terme  soustrac- 
îif  prendra  la  forme 

7)  -  \ùz -^ -~~^Aèi^—j-,  Aâ£' 


d.^l  ~         d.â^'  ■  d.Si"  ■ 

Faisant  la  même  suite  d'opérations  et  changeant  seulement  l'ordre  des 
caractéristiques,  on  arrivera,  après  avoir  différentié  les  trois  équa- 
tions par  rapport  à  la  caractéristique  A  et  avoir  multiplié  la  première 
par  c?:,  la  deuxième  par  c?(J>,  la  troisième  par  c^ç;,  à  une  somme  expri- 
mable par  une  diflérentielle  exacte,  plus  un  terme  de  la  forme 

(H)  -  c?Ar.^î^'c?A£  +  ;^,c?A£'-4-..., 

^     '  d.ùt  -         d.i^c 

expression  équivalente  a  la  somme  (7);  pai  suite,  la  soustraction 
conduira  à  une  relation  indépendante  du  temps,  analogue  à  celle 
trouvée  par  Lagrange. 
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C.oiisidéions  enfin  l'équation 

et  deux  antres  pareilles,  relatives  aux  coordoiniées  tj/  et  çp.  Nous  dilté 
rentierons  les  trois  équations  jDar  rapport  à  t?,  et  nous  innltiplieroiis 
la  première  par  A^,  la  deuxième  par  Ai]/,   la  troisième  par  Atp  dans 
cette  somme,  et,  an   moyen  de  la  formule  (4),   nous  éliminerons  le 

ternie  ~  d'"  ■  -^  •  1£  en  développant  -^„  d'"  ■  (  — ^,  •  AÇ  ) ,  et  posant 

Par  ce  procédé,  et  en  donnant  à  |x,  p/,  /ji",  etc.,  les  valeius  ±  1, 
qz  1,  etc.,  on  parviendra  à  des  conclusions  analogues  et  à  un  théo- 
rème général  pour  les  trois  équations  simultanées  de  la  forme  (9). 

4.   Nous  terminerons  ce  travail  par  quelques  observations  relatives 
au  théorème  de  Lagrange.  Supposons  que,  pour  le  temps  t.  on  ait 

?=  a,        1}  =  |3,        ?  =  7, 

dz  ,  dz  dz 

rfr~'    5f~^'    rf7~^' 

l'intégration  des  équations  du  second  ordre 

,      dz  dz     ,  ,      dz  dz     ,  ,      dz  dz      , 

^  ■  7F'  —  :77  «^  =  o  '      "  ■  TT'  —  TT  "^  =  o  '     d  ■  j-,  —  —  dt  =z  o, 

ai;         dt,  d-}^  rfij/  rt(p  d'if  ' 

donnera  des  valeurs  pour  le  temps  t'  de  la  forme  suivante  ; 

'%  —  a  +  a!  [t  —  t')  -+-  cf"[t  ~  t'Y  +  . . . , 
^  =  |3+ P'(<- ^')  + j3"(f  -r)=-h..., 
y  =  7+  -^'[t  —  t')  -+-..., 

dz  .  ^ ,  ,  , , 

--  —  l  -^-  l'  [t  —  t')  -h  .  . .  =  S  , 
dï,  ^  ' 

-,  =  [J. ->r-  lJ.\t  —  t')   +...  =   U, 


d^ 
dz 


d2 
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Cela  posé,  la  relation  de  Lagrange,  appliquée  à   ces  expressions, 
donne,  en  supposant  â  relatif  à  la  constante  X  et  A  à  la  constante  a, 

\  rf>     «a  (la.     dt.  j 

ce  qui  prouve  (jue  l'expression  entre  les  parenthèses  est  indépendante 

de  t ,  et,  par  suite,  de  t',  à  cause  de  la  forme  de  Ç,  tj;,  ç,  -^  ■  etc.  Mais 

il  est  clair  que  a,  j3,  y,  X,  /Ji,  v  peuvent  être  considérées  comme  coor- 
données ou  fonctions  de  ces  coordonnées  au  temps  <',  et  Ç,  ij;,  y ,  ^  , 
II,  v  comme  constantes  pour  le  temps  t;  on  aiuait  donc  aussi 


,     [ d'i.     d-j.  da.     dl  \    ji;- jv 

"^■{dJ-Ti-di-dï-^-)'^^^' 


et  comme  la  quantité  entre  parenthèses  est,  dans  ce  cas,  indépendante 
de  t',  elle  est  aussi  indépendante  de  t.  Si  enfin  on  avait  la  relation 

a^(p{a),     \=J\b), 

n  eA  h  étant  deux  nouvelles  constantes,  et  a,  X  fonctions  de  ces  con- 
stantes ;  comme  on  aurait 

,jh       ,/',       

-T-  •  -— î     etc., 


d-j 

<^A    db 
'  ~  db'  ds' 

d'JL 

dl  ~ 

dl,. 
lu, 

da 

il  résulterait 

que 

la 

relation 

l'db     da 

\ds  '  flfÇ 

da 

~  ds  ' 

db 
dl 

+  .. 

serait  indépendante  du  temps. 
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THÉORIE  NOUVELLE 


LA  ROTATION  DES  CORPS, 

Pak  m.  poevsot. 


TROISIÈME   PARTIE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

J)ÉVELOPPEMENT     DES    CALCULS    POUR     LA     DETERMINATION     DU    LIEU 
DU    CORPS    AU    BOUT    d'uN    TEMPS     DONNE. 

i.  Si,   dans  les  trois  équations  différentielles  (i),  (2),  (3)  du  cha- 
pitre précédent,  on  remet ,  au  lieu  des  lettres  A,  B,  C  qui  représentent 

les  trois  moments  principaux  d'inertie,  les  expressions  m — ,  /«  — . 

rt'  h''  ' 

m  —r  relatives  à  l'ellipsoide  central  du  corps;  si  l'on  intègre  les  deux 
premières  (i;  et  [%)  et  qu'on  y  mette  les  deux  constantes  F  et  ri- 
sous  la  forme  m -^  et  m^  ^^^ ,  ce  qui  est  permis,  ou  aura  les  trois 
équations 

P"       7'       '••  I 

-  -f-  Tt  -+-  —  =  constante  =  — > 
a-         h^        c-  X- 

p'       'P       >■'  I 

-T  +  77  H — r  =  constante  =  -r-—  • 

Pi  Ji-'l"'  ^  '"■  _  '<■'(/'■'+ 1'  +  '■■)- 1'' 


n'         A'         C--  /,'/< 

d'où  la  lettre  m,  qui  répond  à  la  masse  du  corps,  et  la  lettre  R,  à  la 
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grandeur  de  l'ellipsoïde  central,  auront  entièrement  disparu ,  coniine 
cela  doit  être  :  car  il  est  évident  que  les  moments  d'inertie  du  corps 
A,  B,  C,  la. force  vive  19^,  le  couple  d'impulsion  G  sont  des  quantités 
liomogènes  qui  peuvent  toutes  être  mises  sous  cette  même  forme  du 
produit  /nR*  divisé  par  le  carré  d'une  ligne  ou  le  rectangle  de  deux 
antres. 

2.  Et  maintenant,  si  l'on  fait  les  lignes  kp,  kq,  kr  respectivement 
égales  à  jc,  j',  z,  il  viendra,  pour  les  équations  du  mouvement  de 
lotation  ,  les  transformées  suivantes  : 


(t) 

7^^t^ 

c' 

f , 

(•-) 

-  +  '7! 

o-           il' 

z"- 
e' 

1?' 

(3) 

i+f; 

a'         II* 

z- 

+  —  = 

c' 

u'  —  /,' 

hH~- 

oii  1 

on 

suppose, 

pour 

abréger. 

(4) 

u''=zx''+j' 

+  S^ 

Dans  ces  équations,  il  est  visible  que  x ,  j ,  z  sont  les  coordon- 
nées du  pôle  instantané  à  la  surface  de  l'ellipsoïde  central  dont 
les  rayons  principaux  sont  a,  h,  c;  que  la  ligne  constante  h  est  la 
hauteur  de  ce  pôle  au-dessus  du  plan  du  couple  d'impulsion;  ^-,  la 
ligne  constante  dont  la  fonction  1  :  k'^  représente  la.  force  vive  15^  du 
système  :  d'où  résulte  (à  cause  de  10"  —  G9  cos  /),  que  la  grandeur 
du  couple  G  se  trouve  ici  représentée  par  1  :  hk. 

I. 

5.  Cela  posé,  les  équations  finies  (1),  (2)  et  (4)  donnent,  couiine 
on  la  déjà  vu  dans  la  seconde  partie  de  ce  Mémoire,  et  en  employant 
les  mêmes  abréviations, 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  ^9^ 

Knsu.te,  les  ôqua.mns  (i)  et  (.)  étant  cUiférent,ées  et  combinées  avec 
l%'.quation  différentielle  (3),  donnent 


P-.tr  h' 


i  Si  l'on  ajoute  ces  trois  dernières  équations,  et  qu'on  y  n.et.e, 
au  lieu  de  .%>%  .^  leurs  valeurs  données  par  les  .-o.s  précédentes, 
on  trouvera  d'abord 

^^  +  7=  +  s'  =  ^^' 

^  / l^y  ^  Zli  [ „\  ^ a-  e"  -  u' .  2 n'  e"  (f^"  +  7')  +  ^ «'  e"  ,S'  v'  1  ^ 

et     réd'nsant  le  second   membre,  exactement  de  ia    n.eme   n.amère 
qu'on  l'a  fa.t  (seconde  partie ,  n°  65) ,  il  viendra 

r  „.  _  u^  (a^  +  f.^  +f)-^  («^  r^^  +  r-^  f  -^  r  ^y"-  '  1 , 

ou  en  employant,  pour  abréger,  les  mêmes  lettres  qu'au  n"  (>B  ;  fai- 

sant  de  plus ,  ^,     ,  „       „ 

^  Q  _  B  +  2  C  :  /r  =  H  , 

et  tirant  la  racine  carrée  de  part  et  d'autre,  on  aura 

(S)  S=¥v^'^^'^^^^- 

Telle  est,  en  fonction  du  rayon  vecteur  a,  lexpression  tres-simpie 
de  la  vitesse  j^  avec  laquelle  le  pôle  instantané  décrit  sop.  orbe  s  à  la 
surface  de  l'ellipsoide  central,  et  décrit  en  même  temps  la  courbe  . 
sur  le  plan  du  couple  d'impulsion,  qui  demeure  hxe  dans  I  espace 
absolu. 

ri.  Pour  avoir  cette  vitesse  f^  = '^^  en  fonction  du  temps  ^  d  fa.:t 

donc  maintenant  chercher  l'expression  de  n  en  t;  or  c'.^st  ce  qu'on 

57.. 
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peut  obtenir  par  un  calcul  très-facile.  Car,  comme  on  a  (à  cause  de 

ir  =  x^  -+-  j-  -f-  z"  ', 

nu  =  XX  -t-  jj  -+-  zz , 

si  l'on  met,  an  lieu  tle  x^  j,  z,  x,  j,  z,  leurs  valeurs  données  plus 
haut ,  on  trousera 


ee  e      2.a'  c 


uu  =  —j-  ■  "    "^  ■  v''( u^  —  a'-)  {u^  —  [i'^)  { u^  —  7- ) , 

d'où  l'on  tire,  à  cause  de  Id''  e'-  =  s",  et  de  ee'e"  =  e'  y  —  i,  et  en  se 
servant  des  dénominations  du  n°6l. 


,TT\                                            '/«        V^ — I     \/''t" — P/t'  +  Ow' — R 
(U)  u     ou      ——^^——.^ ^^ 

*^       '  lit  /.  u 

Telle  est,  en  fonction  de  u^  l'expression  de  la  vitesse  avec  laquelle 
le  pôle  instantané  se  rapproche  ou  s'éloigne  alternativement  du  centre 
de  l'ellipsoïde  central,  et  oscille  ainsi  suivant  le  rayon  vecteur  u,  dans 
la  partie  qui  s'étend  du  maximum  au  minimum  de  ce  rayon;  |)arlie 
qui  est  1*3  —  a  quand  //  est  <  A,  et  p  —  7  quand  h  est  >  b. 

(».  Si,  entre  cette  équation  (U)et  la  précédente  (S),  on  élimine  le 
temps  l,  ce  qui  se  fait  ici  très-simplement  en  divisant,  membre  à 
membre,  l'une  par  l'autre,  on  aura,  en  s  ei  u^  l'équation  différentielle 

ds  Il  sju^  —  P  ;<'-!-  H 

,lu  ~  ^V_  p„<-)-Qu:_R  ' 

ce  qui  est  exactement  la  même  équation  qu'on  avait  trouvée  directe- 
ment pour  la  polhodie  (, seconde  partie,  n°(>5).  On  pouvait  donc  se 

borner   ici  à   calculei'  l'une  des  deux   expressions  —  ?  ~^:   car,   en   la 

'  dt      dt  ' 

conq)arant  à  celle  de  -j-  qui  nous  était  déjà  coniuie,  on  aurait  trouvé 

l'autre  :  mais  il  est  toujoins  bon  de  confirmer  les  résultats  du  calcul. 

7.  Quant  à  l'imaginaire  y  —  •  qi'e  l'on  voit  dans  les  deux  pre- 
mières expi'.'ssioiis,  elle  n'y  est  qu'en  apparence;  car  les  deux 
polynômes 

u'—Vu'-\-\\     et     «"  —  !>/<'-+- Qm^- il 
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sont  ici  essentiellement  négatifs,  à  cause  du  rayon  vecteur  u  toujours 
plus  petit  que  la  ligne  /3,  et  toujours  plus  grand  que  chacune  *les 
deux  autres  a  et  y. 


II. 


8.  Maintenant,  l'équation  différentielle  (U),  qui  ne  renferme  que 
les  deux  variables  u  e\  t ,  étant  mise  sous  la  forme 


,  I;  lu  du 

dt  = 


2     ^/(„'_a'){p^-«^)(«^-7=) 

se  ramène  immédiatement  aux  quadratures. 

On  aura  donc  en  intégrant,  et  déterminant  la  constante  arbitraire 
de  manière  que  le  temps  t  commence  quand  le  rayon  vecteur  h  est 
à  son  niaximuin  p , 

y  désignant  ici  une  certaine  fonction  de  lâ  ;  et  de  là.  par  la  fonction 
inverse  que  je  désignerai  par^, ,  on  tirera 

où  il  est  évident  que^,  sera  une  fonction  périodique  du  temps  /. 

Ainsi,  quoique  le  temps  t  croisse  à  l'infini,  la  valeur  de  cette  tbnc- 
fion  ne  peut  s'étendre  que  depuis  le  maximum  de  «-,  qui  est  tou- 
jours |5^,  jusqu'à  son  minimum  qui  est,  ou  7^,  ou  a*  selon  qu'on  a 
h  >  on  <  h. 

En  désignant  donc  par  r  le  temps  que  le  pôle  1  met  à  passer  d'un 
sonnnet  de  son  orbe  s  au  sommet  suivant,  temps  exprimé,  dans  le 
premier  cas,  par 

et  dans  le  second,  par 

si  l'on  demande  la  valeur  du  rayon  u  au  bout  d'un  temps  quelconque, 
on  pourra  commencer  par  ôter  de  ce  temps  donné  tous  les  multiples 
de  t\z  qui  y  seraient  contenus,  et  conserver  seidement  le  reste,  qui  ne 
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pourrait  être  que  de  la  forme 

t,      ou      t-\--.      ou      t -h  1-,      ou      <-t-3T. 

selon  que  le  pôle  I  serait  dans  le  premier,  le  deuxième,  le  troisième 
ou  le  quatrième  quart  de  son  orbe  s. 

9.   Comiaissant  la  valeur  de  li^  en  t.  si  on  la  suppose  substituée  à 
la  place  de  u^  dans  l'équation 
dt 


fis  =  ^VP"^-«*  +  w, 

on  aiua  par  une  nouvelle  intégration ,  et  en  déterminant  la  constante 
arbitraire  de  manière  que  l'arc  s  commence  avec  le  temps  t, 

s  =  G  =  F{t)-F(p). 

Équation  où  il  laut  observer  qu'on  doit  mettre  le  temps  donné  t  pris 
dans  toute  son  étendue,  et  non  pas  diminué  des  multiples  de  4"^  qu'il 
pourrait  contenir,  comme  il  était  permis  de  le  faire  dans  l'expression 
précédente  de  u'. 

Ayant  ainsi  le  rayon  u  et  Tare  o-  en  fonction  de  t,  on  en  pourra 
conclure  la  position  du  corps  au  bout  d'un  temps  quelconque  t, 
comme  on  l'a  fait  voir  k  la  fin  du  chapitre  précédent 

10.  Mais  ces  intégrations  ou  quadratures  ne  peuvent  se  faire  m 
algébriquement,  ni  par  des  arcs  de  cercle  ou  des  logarithmes;  elles 
demandent  essentiellement  l'emploi  des  transcendantes  elliptiques;  de 
sorte  que  le  lieu  du  corps  au  bout  d'un  temps  quelconque  donné  ne 
peut ,  en  général ,  se  calculer  que  par  la  voie  des  séries,  ou  au  moyen 
de  certaines  Tables  qu'on  aurait  construites  pour  ces  fonctions  supé- 
rieures. 

Dans  certains  cas  particuliers,  relatifs  soit  à  la  direction  du  couple 
d'impulsion,  soit  à  l'espèce  du  corps,  la  difficulté  s'abaisse,  et  tout  se 
réduit  aux  règles  ordinaires,  comme  nous  le  ferons  voir  un  peu  plus 
loin. 
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III. 

Changement  des  variahles  s  et  n  dans  les  jomudes  qui  précèdent. 

,      ils     du  1 

11.  Si,  dans  les  expressions  précédentes  de  ^^.  ^,  on  cliange  s 
en  a,  et  u"  en  i^^  +  /*%  ce  qui  donne  uu  =  vv,  on  aura  les  formules 
nouvelles 

^.  =  ^  ^,fi  +  h-y  -  P  (v-^  -+-  Ir)  +  H  I 

pi  =  3l  [(t.^  +  /z^ )^  -  P  (i-'  +  h-  )-  +  Q  (i--  +  A^  I  -  R  J  , 

où  V'  est  le  rayon  vecteur  allant  du  centre  de  la  courbe  a  au  pôle  ui- 
stantané  qui  la  décrit. 

12.  Or,  en  nommant  9  l'angle  que  ce  rayon  c  fait  avec  une  droite 
quelconque  fixe  située  dans  le  plan  de  cette  courbe  ^ ,  on  a  évidem- 


ment 


Mettant  au  lieu  de  q''  et  v'  leurs  valeurs  ci-dessus,  et  multipliant  tout 
par  li'^v'^,  il  vient 

p  V-  f  =  -  [(('-  -h  fi^Y  -  P  (('-  +  ^'  ;  +  H  J 

^  [^^r-^py  -  p(p-+  /?2V^  +  Q(i'--h/(M-Rj, 

ou  bien,  en  développant  les  binômes,  et  ordonnant  le  second  membre 
par  rapport  à  v , 

Vh'v'  +  [i¥  -  Vh'  -f-  Q  -  H)  i>^  ^ 
^'^>'  =  [         ^ih^-Vh^  +  Cllr-Vi)      \ 

Maintenant,   si  dans  le   terme  (aA*  -  P/;' 4- Q  —  H  ) t'-,  on   met,   .ui 
lieu   de   P/?^  sa  valeur  aV/r  —  R,   et  au  lieu   de  Q  —  H    sa  valeur 

— ~^'    ,  on  trouvera  l'équation 
/-  ,.* ./  ^  h^ .'  +  2  '^J^l±l^-:i5 .  h^>^  +  (A"  -  P A^  +  Q/r  -  R) , 
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et  en  posant,  pour  abréger,  comme  on  l'a  déjà  fait  (seconde  partie, 
n°61\ 

h^  -A^Ii'  ^hJr  —  C,     ou     (h- -a'){h'' -  h'j{h-- c-)  =  T), 
et  observant  qu'on  a,  entre  D  et  A,  la  relation 


^  =  /. 


on  aura  l'équation 


A-<'-Œ°  ^z  h^lf''  -Jr-   2  7T- Al'*  +  -77' 

OÙ  il  est  évident  que  le  second  mendjre  est  le  carré  parfait  du  binôme 
13.   Ainsi  l'on  a,  en  extrayant  la  racine  carrée  de  part  et  d  autre, 

d'où .  en  dégageant  y  et  remettant  pour  D  sa  valeur 


on  tire 


(lif  h        (h-  —  a^)(h' — i')  (A' — c') 


expression  très-simple  de  la  vitesse  angulaire  avec  laquelle  le  pôle 
instantané  de  rotation  tourne  autour  du  centre  de  l'herpolhodie  c  ; 
cette  vitesse,  comme  on  le  voit,  esLcomposée  d'une  partie  constante, 
et  d'une  partie  variable  qui  est  récipro(jue  au  carré  du  rayon  vec- 
teur i',  et,  par  conséquent,  périodique  comme  ce  rayon. 

I  i.  Si  l'on  divise  cette  expression  de  -/■  par  celle  de    ,  '  donnée 

'  tit  '  lit 

plus  haut  (n"  12),  on  aura  l'expression  de  -j-  en  fonction  de  r,  c'est- 
à-dire  l'équation  différentielle  de  la  courbe  plane  g,  entre  son  rayon 
v<'cleur  ('  et  l'angle  y  que  ce  rayon  décrit  autour  du  centre  de  cette 
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courbe  a;  cette  équation  sera  donc 


dv 


.  s/{ç'  -H  h^y  —  P  (  <-=  4-  /ry  -T-  Q  (.''  -\-  h')-R 


ce  qui  s'accorde  parfaitement  avec  l'équation  polaire  de  l'herpolhodie 
telle  qu'on  l'a  trouvée  directement  (seconde  partie,  n°  66). 

On  peut  remarquer  que  cette  équation  ne  renferme  que  les  quatre 
constantes  a,  h,  c  et  h,  dont  les  trois  premières  sont  relatives  à  l'es- 
pèce du  corps,  et  la  quatrième  h,  à  la  position  du  couple  d'impulsion. 
Et  il  est  clair  que  la  constante  À'  n'y  doit  pas  entrer,  puisque  la  courbe 
décrite  par  le  pôle  instantané  ne  peut  dépendre  de  la  grandeur  i  :  hk  du 
couple  qui  a  frappé  le  corps,  ni  par  conséquent  de  la  constante  A  qui 
répond  aux  Jorces  vives:  la  courbe  est  décrite  plus  ou  moins  vite, 
mais  elle  est  toujours  la  même  pour  les  mêmes  données  a.  b,  c  et  h. 

15.  On  peut  employer,  si  l'on  veut,  ces  nouvelles  variables  v  et  cp, 
au  lieu  des  précédentes ,  pour  avoir  la  position  du  corps  au  bout  d'un 

temps  quelconque  /.  Car,  en  intégrant  la  première  équation  qui  donne 

l'expression  de  ~t  en  fonction  de  i>,   et  faisant  commencer  le  temps  t 

avec  le  rayon  vecteur 

on  aura,  comme  plus  haut  (n°  8), 

^=/(.=  +  A^)_/(l3^), 

ou 

De  cette  valeur  v^  on  conclut  celles  des  trois  coordonnées  x,  j,  z 
du  pôle  instantané  à  la  surface  de  l'ellipsoïde  central,  puisque  cha- 
cune d'elles  x,j,  z  est  donnée  en  lâ  {n°  5),  et,  par  conséquent,  en 
v^  +  h^  :  on  a  donc  déjà  la  position  de  ce  pôle  sur  l'ellipsoïde  central. 

Mettant  ensuite  cette  valeur  de  v^  en  t  dans  la  seconde  équation 
qui  donne  -~-  en  fonction  de  v,  et  intégrant,  en  faisant  commencer 
l'angle'^  avec  le  temps  t,  on  aura  •  '"'"   ' 

9  =  f(0-f(o); 

Tome  XVI.  —  Aoti  i85i.  J'S 
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ce  qui  donnera  la  position  du  pôle  instantané  sur  le  plan  fixe  du 
couple  d'impulsion  :  et  de  là  on  pourra  conclure  la  position  du  corps 
dans  l'espace  absolu  au  bout  du  temps  t. 

Mais,  quelques  coordonnées  qu'on  emploie,  l'intégration  ramènera 
toujours,  ce  qui  est  ici  fort  naturel ,  à  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques :  théorie  aujourd'hui  très-connue ,  et  à  laquelle  je  lenvoie  le 
lecteur,  pour  ne  pas  m' écarter  du  principal  objet  de  ce  Mémoire.  Je 
me  bornerai  donc  à  quelques  exemples  où  les  quadratures  se  font 
|)ar  les  règles  ordinaires. 

Application  des  forinnles  à  quelques  cas  particuliers  qui  ?ï exigent 
pas  l'emploi  des  transcendantes  elliptiques. 

I. 

Cas  /jarticuliers  relatifs  ii  la  position  du  couple  d'impulsion. 

I(>.  l!  est  presque  inutile  de  s'arrêter  au  cas  particulier  de  fi  =:  a; 
car  il  n'y  a ,  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde  central  ,  qu'un  seul  point 
où  le  plan  tangent  puisse  être  a  une  distance  h  =^  a  du  centre  de  cet 
ellipsoïde.  On  a  donc  alors  u  =  a,et  le  corps  tourne  constamment, 
avec  une  vitesse  angulaire  0  =  «:  A,  autour  de  son  axe  mnjeur  a. 
lequel  se  confond  avec  l'axe  du  couple  d'impulsion  et  demeine  im- 
mobile et  dans  le  corps  et  dans  l'espace  absolu. 

l]  n'y  a  ici  (]u'iui(;  seule  remarque  à  faire  :  c'est  que  le  pôle  instan- 
tané 1  étant  immobile,  il  semble  que  la  vitesse  angulaire  -^  de  ce  pôle 
autour  de  l'axe  du  couple  devrait  être  nulle,  aussi  bien  que  sa  vitesse 
absolue -|j^j  et  non  pas  égale  à  la  quantité  finie  j  que  donne  l'expres- 
sion générale  de  -j-  quand  on  y  fait  h  =  a.  Mais  il  faut  observer  que 

la  vitesse  angulaire  d'un  point  autour  d'un  centre  fixe  est  une 
quantité  qui  ne  dépend  pas  de  la  distance  de  ce  point  au  centre  que 
l'on  considère.  Ainsi,  quoique  le  rayon  vecteur  c  ih\  pôle  I  .soit  ici 
égal  à  z«''ro,  el  rpie  ce  pôle  soit  réellcn>enl   iuuuobilc,   ou   n'en  peut 

pas  conclure  que  sa  vitesse  angulaire  -j-  soit  aussi  égale  à   /.éro;  il 
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voilà  pourquoi  on  la  trouve  égale  à  la  quantité  finie  a  :  k.  Et  l'on 
peut  bien  voir  d'ailleurs  que  cette  valeur  est  la  véritable;  car,  dans 
notre  analyse,  où  la  grandeur  du  couple  d'impulsion  est  exprimée 

pary-^.)  et  le  moment  d'inertie   du  corps  par  — >  il  est  clair  que  le 

quotient  T  exprime  la  rotation  S,  c'est-à-dire  la  vitesse  angulaire  d'un 

point  quelconque  de  ce  corps,  et,  par  conséquent,  celle  du  point 
particulier  qui  fait  le  pôle  lui-même. 

On  peut  dire  exactement  les  mêmes  choses  dans  le  cas  particulier 
de  ^  =  c,  c'est-à-dire  cpiand  le  plan  du  couple  sera  doimé  tancent  au 
pôle  mineur  àe  l'ellipsoïde  :  il  n'y  a  qu'à  changer  a  en  c. 

Mais  il  n'en  est  pas  de  même  dans  le  cas  singulier  de  h  égal  à  l'axe 
moyen  b;  car,  outre  le  pôle  moyen  B,  il  y  a  sur  l'ellipsoïde  une  infi- 
nité de  points  I  où  le  plan  tangent  du  couple  peut  être  à  la  même 
distance  h  ^  b  du  centre  de  cet  ellipsoïde  ;  et  cette  suite  de  points 
forme  les  deux  ellipses  singulières  dont  j'ai  précédemment  parlé  (se- 
conde partie,  n°68'l,  et  sur  l'une  desquelles  le  pôle  instantané  I  peut 
se  mouvoir  dans  toute  la  suite  du  temps.  C'est  ce  qu'il  est  bon  de 
développer. 

Solution  dans   le  cas  singulier  de  h=  b. 

17.  Si  l'on  suppose  //  =  h,  on  trouve  d'abord  ces  réductions, 
a-  =  Y  =:  b^  ; 

et  l'équntion  diflérentielle  du  n*^  H  devient 
idt 2udu 

laquelle   s'intègre   par   logarithmes,    et    donne,    en   y    faisant,    pour 
abréger, 

n-  =  fi'-  -  h', 

l'équation 

2nt  >    «  -I-  V  P"—  " 

'■■  '  n—  \/fl-'—  (7- 

'38.. 


3oo  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

intégrale  où  l'on  a  déterminé  la  constante  arbitraire  par  la  supposi- 
tion que  le  temps  t  commence  quand  le  rayon  vecteur  m  =  /3. 

On  a  donc,  en  passant  des  logarithmes  aux  exponentielles,  l'équa- 
tion 


gV  _  "  +  y/P'—  "' . 


d'où  l'on  tire,  en  résolvant  par  rapport  à  u^. 


4«' 


=  b'  + 


pour  l'expression  du  rayon  vecteur  u  en  fonction  du  temps  t. 

Or  chacune  des  coordonnées  x,  j,  z  du  pôle  instantané  I  étant 
elle-même  exprimée  en  lâj  on  en  aura  la  valeur  en  ^,  et,  par  consé- 
quent, on  saura  quelle  est,  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde  central,  la 
position  du  pôle  I  au  bout  d'un  temps  quelconque  t. 

Pour  avoir  maintenant  sa  position  sur  le  plan  fixe  du  couple  d'im- 
pulsion, au  bout  du  même  temps,  on  prendra,  poiu-  les  deux  coor- 
données de  ce  point,  le  rayon  vecteur  f  émané  du  centre  de  Iher- 
polhodie  a,  avec  l'angle  9  que  ce  rayon  fait  avec  une  droite  fixe  dans 
le  plan  de  cette  courbe. 

Or,  à  cause  de  h  ^  h,  on  a 

<.2  =  lâ  -  h\ 

et  l'équation  précédente  donne  sur-le-champ 


Knsiiite,  cou)me  l'expression  différentielle  de  -r^  (n"  15)  se  rédiut  ici 

(à  cause  de  h  ^^  b)  k  l'expression  très-simple--^  =-»  on  aui;i  loin 

de  suite, 

h 

en  faisant  commencer  l'angle  9  avec  le  temps  t. 
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Connaissant  donc,  en  fonction  de  t,  les  deux  coordonnées  polaires 
y  et  ç)  du  pôle  I  sur  le  plan  fixe  du  couple  d'impulsion,  et  ayant  déjà 
les  trois  coordonnées  x,  j,  z  du  même  pôle  sur  la  surface  de  l'ellip- 
soïde central,  on  en  conclura,  comme  on  l'a  dit  plus  haut,  la  position 
que  le  corps  doit  occuper  dans  l'espace  au  bout  du  temps  t,  et  la 
question  sera  ainsi  complètement  résolue. 

18.   De  l'équation  ci-dessus, 

b 

si  l'on  tire  t  en  f,  et  qu'on   le  mette  dans  l'expression  précédente 
de  V,  on  a  ' 

2n 


pour  l'équation   polaire  de  la  double   spirale  c  décrite   par  le  pôle  Fig.    jô. 
instantané  dans  l'espace  absolu  ;  ce  qui  s'accorde  parfaitement  avec  ce 
qu'on  avait  déjà  trouvé  dans  la  seconde  partie  de  ce  Mémoire. 

II. 

Cns particuliers  relatifs  à  l'espèce  du  corps. 

L'ellipsoïde  central  du  corps  peut  être  un  sphéroïde  elliptique 
allongé,  ou  aplati  vers  les  pôles,  ce  qui  convient  à  tous  les  corps  de 
lévolution,  et  à  une  infinité  d'autres  où  le  corps  a  deux  de  ses  trois 
moments  principaux  d'inertie  égaux  entre  eux  :  et  enfin,  l'ellipsoïde 
central  peut  être  une  sphère  parfaite,  ce  qui  convient,  non-seulement 
aux  corps  sphériques  ou  réguliers,  mais  encore  à  une  infinité  d'autres. 

19.  Soit  d'abord  le  cas  d'un  sphéroïde  allongé,  c'est-à-dire  le  cas  de 
on  trouve  alors 

2         02  o         {«'  +  /)')/*' — a''b'' 

u^  ~  ^2  =  -y-  = Y^ =  constante, 


et,  par  conséquent, 

_  /,»  —  IfLui: 


p^  —  h?  =  ^- '-^^ — '  —  coni  tante 
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d'où  l'on  voit  d'abord  que  la  vitesse  angulaire  6  du  corps  autour  du 
rayon  instantané  « ,  et  la  vitesse  angulaire  Q  sin  /  autour  du  rayon  v , 
sont  toutes  deux  constantes,  et  respectivement  égales  à 

5  =  V'     Ô  sin  i  = 


f.  k 


On  trouve  ensuite,  i"  que  la  polhodie  s  est  un  cercle  décrit  autour 
de  l'axe  du  sphéroïde,  d'un  rayon  p  exprimé  par 


0  =  b'-S""  —  '>\ 
h  .  v/«'  —  /;=' 

et  que  la  circonférence  en  est  parcourue  par  le  pôle  instantané  I  avec 
une  vitesse  uniforme  -y  dont  la  valeur  est 

dt 


ds  b''      \i a-  —  h'  ■  \  Ir  —   b' 

7t~lâ'  Il 

ds 
doù  résulte,  en  divisant  —  par  le  ravon  o,  la  valeur 

dt  *  ^1 


pour  la  vitesse  angulaire  de  ee  pôle  autour  de  l'axe  du  sphéroïde. 
i".  Que  l'herpolhodie  a  est  un  autre  cercle  d'un  rayon 


p  =  v//3*  -  ^'' 


"  = 1 ' 

et  que  la  circonférence  de  ce  cercle  décril  autour  de  l'axe  fixe  du 
couple  d  unpulsion,  est  parcourue  avec  une  vitesse  unitorme  —  par- 
faitement égale  à  la  précédente  —;  d'où  résulte,  en  divisant  -j^  —  j^ 

par  le  rayon  v,  le  quotient  j-  pour  la  vitesse  angulaire  du  pôle  1  au- 
tour de  l'axe  fixe  dans  l'espace  absolu  :  valeur  qui  s'accorde  parfai- 
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tement.  comme  cela  doit  être,  avec  celle  que  donnerait  l'expression 

générale  de  -j  si  l'on  y  faisait  b  ^=^  c. 

On  voit  donc  qu'ici  tout  est  uniforme  et  circulaire,  et  qu'il  n'est 
pour  ainsi  dire  besoin  d'aucune  intégration;  car  on  a  immédiatement 

en  faisant  commencer  l'angle  (^  et  les  arcs  s  et  a  avec  le  temps  t. 

*20.  Dans  le  cas  particulier  de  h=za,  ce  qui  répond  au  cas  d'un 
sphéroïde  central  aplati  vers  les  pôles,  on  trouverait,  mutatis  inutan- 
dis,  des  expressions  toutes  semblables  aux  précédentes. 

21 .  Enfin,  si  l'on  avait  les  axes  extrêmes  fi  et  c  égaux  entre  eux,  ce 
qui  entraînerait  l'égalité  des  trois  axes  «,  b,  c  et  de  la  ligne  //,  il  n'y 
aurait  plus  rien  qui  ne  fût,  pour  ainsi  dire,  évident  de  soi-même. 
Le  corps  tournerait  constamment  autour  d'un  même  diamètre  oa 
avec  une  vitesse  angulaire  Q  ^  a  ;  k. 

11  faut  toutefois  se  rappeler  que  ce  cas  si  particulier  de 
fi  =  è  =  c  =  A 

convient  non-seidement  aux  corps  homogènes  qui  sont  sphériques  ou 
réguliers,  mais  encore  à  une  infinité  d'autres  de  constitution  quel- 
conque. 

CHAPITRE  II. 

NOUVELLE  IMAGE  DE  LA  ROTATION  DES  CORPS. 

^1^1    Soient  toujours  O  le  centre  du  corps  ,•  OG  l'axe  du  couple  d'im-  KiG. 
pulsion;  Ol  l'axe  instantané  de  la  rotation  Q.  et  /'  l'inclinaison  mu- 
tuelle de  ces  deux  axes. 

On  peut  toujours  supposer  qu'à  chaque  instant  dt  la  rotation  6 
soit  décomposée  en  deux:  l'une  autour  de  l'axe  OG  du  couple,  et 
l'autre  autour  d'une  droite  OT  perpendiculaire  à  OG  dans  le  plan 
des  deux  axes  OG  et  OL 

Or,  par  la  première  rotation  9  cos  /  autour  de  OG,  cet  axe  OG  reste 


3o/î  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

immobile  dans  le  corps  et  dans  resj)ace  ;  mais  par  la  seconde  Q  sin  / 
autour  de  OT,  il  y  a  une  certaine  ligne  OG'  du  corps  qui  vient  se 
placer  sur  OG  dans  l'espace  :  de  sorte  que  OG  ,  qui  est  réellement 
fixe  dans  l'espace,  paraît  décrire  un  angle  GOG'  dans  l'intérieur  du 
corps.  Or  c'est  le  plan  de  cet  angle  infiniment  petit,  et  dont  la  valeur 

est 

GOG'=  Ôsin/.<^i;, 

qui  forme  l'élément  de  la  surface  conique  tracée  par  l'axe  OG  du 
couple  dans  l'intérieur  du  corps. 

23.  La  ligne  OT,  qui  est  perpendiculaire  au  plan  de  cet  angle,  est 
donc  normale  à  la  surface  de  ce  cône.  La  suite  des  normales  OT  cor- 
respondantes à  toutes  les  positions  de  la  génératrice  OG  forme  donc, 
dans  l'intérieur  du  corps,  une  autre  surface  conique  de  même  sommet 
normale  à  la  première.  Et  il  est  évident  que  ces  deux  cônes  que  je 
représente,  pour  abréger,  par  (OG)  et  (OT),  sont  en  quelque  sorte 
réciproques  l'un  de  l'autre  :  car  les  génératrices  de  l'un  peuvent  être 
regardées  comme  la  suite  des  normales  à  la  surface  de  l'autre. 

24.  On  trouve  aisément  (seconde  partie,  n°  76,  corollaire  VII)  que 
la  surface  conique,  décrite  par  l'axe  OG  du  couple,  a  pour  équation 

(h'  -  n')  x'-h{h'-  h^)j'  +  (A^  -  c»)  z*  =  o; 

on  jieut  donc  en  conclure  que  l'autre  surface  conique,  décrite  par  OT 
toujours  normale  à  la  première,  a  pour  équation 


25.   On  voit  donc  : 

Que  ces  surfaces  sont  celles  de  deux  cônes  droits,  à  bases  elliptiques, 
autour  d'un  axe  commun  qui  est,  ou  le  grand  axe  a,  ou  le  petit 
axe  c,  de  l'ellipsoïde  central ,  selon  qu'on  a  h>  b,  ou  h  <  b; 

Que ,  dans  le  cas  singulier  de  h  =  b ,  \e  premier  cône  (OG),  décrit 
par  l'axe  du  couple,  se  réduit  à  l'un  des  deux  plans  représentés  par 
l'éfiuation  
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et  le  second  cône  (OT),  à  une  simple  droite  OT  perpendiculaire  à  ce 
plan  ; 

Et  qu'enfin  ,  dans  le  cas  où  l'ellipsoïde  central  du  corps  est  de  ré- 
volution, les  deux  cônes  sont  des  cônes  droits  à  bases  circulaires 
autour  de  l'axe  du  sphéroïde. 

26.  Voyons  maintenant,  à  l'aide  de  ces  unages,  conuiient  s'exécute 
dans  l'espace  ie  mouvement  d'iui  corps  qui  a  reçu  l'impulsion  d'un 
couple  dans  une  direction  quelconque  donnée. 

Pour  mieux  fixer  les  idées  et  simplifier  le  discours ,  on  peut  consi- 
dérer le  plan  MON  du  couple  (qui  reste  fixe  dans  l'espace)  comme 
étant  le  plan  horizoïiiaL  et,  par  conséquent,  l'axe  OG  de  ce  couple 
comme  la  verticale. 

Cela  posé,  il  est  visible  que,  dans  tout  le  cours  du  mouvement, 
la  surface  du  premier  cône(OG)  doit  passer  par  la  verticale  OG,  et 
que  la  surface  du  second  (OT)  doit  être  en  contact  avec  le  plan  hori- 
zontal MN.  Car,  la  ligne  OG  étant  toujours  normale  à  la  siuface  du 
cône  (OT),  et  perpendiculaire  au  plan  MN  ,  ce  plan  horizontal  MN 
ne  peut  être  autre  chose  que  le  plan  tangent  à  la  surface.  Donc,  pen- 
dant le  mouvement  du  corps,  le  cône  (OT)  demeure  perpétuellement 
en  contact  avec  le  plan  fixe  du  couple  appliqué. 

27.  Actuellement,  i\  est  bien  facile  de  se  représenter  le  mouvement 
du  corps  par  celui  de  ce  cône  intérieur  (OT),  qui  est  attaché  au  corps 
et  l'entraîne  avec  soi  dans  l'espace  absolu. 

En  effet,  par  la  rotation  5  sin  /  autour  de  la  génératrice  OT,  ce  l' i^- 
cône  roule  sur  le  plan  horizontal  MN  et  amène  en  contact,  au  bout 
d'un  instant  dt,  une  certaine  génératrice  infiniment  voisine  OT'  :  par 
la  seconde  rotation  B  cosi  autour  de  la  verticale  OG,  cette  généra- 
trice OT'  glisse  sur  ce  même  plan  en  lournani  d'un  certain  angle  infi- 
niment petit  T'OT".  Ainsi ,  par  les  deux  rotations  composantes  de  6, 
la  génératrice  OT,  ou  la  ligne  de  contact  du  cône  avec  le  plan  MN  a 
décrit  sur  ce  plan,  au  bout  d'un  instant  dt ,  un  angle  TOT"  composé 
des  deux  angles  TOT',  T'OT"  dont  on  vient  de  parler. 

Pour  se  représenter  le  mouvement   du  corps,  il  faut  donc  conce- 
voir qu'à  chaque  instant  dt ,  on  fait  rouler  le  cône  (OI)  sur  le  plan 

Tome  X VI .  —  Août  i85 i  .  -'9 
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fixe  MN ,  par  l'angle 

TOT'=:  rf«, 

dû  n  la  rotation  5  sin  /  autour  de  la  ligne  de  contact  OT;  et,  ensuite, 
qu'on  le  fait  glisser,  sur  ce  même  plan,  par  l'angle 

dû  n  la  rotation  5  cos  /  autour  de  la  verticale  OG  :  et  par  ces  deux 
mouvements,  exécutés  iiin  après  l'autre,  on  a  le  lieu  du  corps  au 
bout  de  cet  instant  d/. 

28.  13ans  la  nature,  ces  deux  mouvements  ne  sont  pas  exécutés  l'un 
après  l'autre,  ils  sont  simultanés,  ou  plutôt  ils  n'en  font  qu'un  seul 
f[ui  est  le  composé  de  ces  deux-là.  Mais,  comme  on  ne  considère 
qu'un  temps  infiniment  petit  dt,  les  deux  espaces  qu'un  point  quel- 
conqTie  du  corps  tend  à  décrire  en  vertu  des  deux  rotations  5  sin  /  et 
6  cos  ?,  sont  censés  reciilignes ,  comme  les  deux  côtés  d'un  parallé- 
logramme :  et  ce  point  étant  porté  d'abord  le  long  de  l'un  de  ces 
côtés ,  et  ensuite  sur  une  ligne  égale  et  parallèle  à  l'autre ,  se  trouve 
alors  au  bout  de  la  diagonale,  c'est-à-dire  au  même  lieu  de  l'espace 
où  il  serait  arrivé  par  son  mouvement  naturel  en  suivant  celte  diago- 
nale. Si  donc  on  imagine  que  cette  double  opération,  que  je  viens  de 
îlécrire,  soit  répétée  pour  chaque  partie  infiniment  petite  dt  du 
temps  t,  on  aura  la  suite  des  lieux  où  le  corps  passe  dans  le  cours  de 
sa  rotation,  ou  l'image  fidèle  de  son  mouvement  dans  l'espace. 

Mais  si  l'on  demandait  simplement  de  marquer  le  lieu  où  se  trouvera 
le  corps  au  bout  d'un  temps  quelconque,  sans  s'occuper  de  la  route 
que  le  corps  suit  pour  y  arriver,  on  n'aurait  pas  besoin  de  supposer 
que  la  double  opération  dont  il  s'agit  soit  répétée  à  chaque  instant. 
On  pourrait  d'un  seul  coup  faire  rouler  le  cône  (OT)  par  un  angle 
fini  oj  égal  à  la  somme  de  tous  les  angles  TOT'  que  la  génératrice  OT 
trace  à  la  surface  de  ce  cône  pendant  le  temps  donné  t;  et,  ensuite  , 
le  faire  "lisser  en  tournant  autour  de  la  verticale  OG  par  un  angle  6 
égal  à  la  somme  de  tous  les  angles  T'OT"  qui  sont  dus  a  la  rotation 
du  corps  autoiu-  de  cette  verticale  pendant  le  même  temps  /.  Par  ces 
fleux  opérations,  exécutées  l'une  après  l'autre,  et  dans  l'ordre  ([u'on 
voudra,  le  corps,  il  est  vrai,  n'aurait  pas  suivi  le  mouvement  qu'il 
a  dans  la  nature,  mais  il  se  trouverait  actuellement  posé  dans  le  même 
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lieu  de  l'espace  où  il  arrive  par  son  mouvement  ï.aturel  au  bout  du 
temps  t.  D'où  l'on  voit  que  le  problème  de  déterminer  le  lieu  du 
corps  au  bout  d'un  temps  quelconque,  se  réduit  à  chercher  les  deux 
sommes  ou  inté2;rales 

,o-/(TOT'j,    4.=/cr(>T"), 

en  Fonction  du  temps  t. 

29.   Quant  à  la  seconde  intégrale  <^;,  elle  se  trouve  sur-le-champ; 
car  il  est  évident  qu'on  a 

1"  OT"  =  d<]f  —  0  co'ii .  dt  : 


or  on  a  trouvé 
on  a  donc 
d'où  l'on  tire 


h 
5  cos  /  =  const.  :=  7 


dûj  ={-f^t. 


h 


en  faisant  commencer  Tangle  <i^  avec  le  temps  t. 

Mais  l'autre  intégrale 

«=/(TOT') 

ne  se  trouve  pas  aussi  aisément  :   il  faut  commencer   par   cliercher 
l'expression  différentielle  de  l'angle  TOT'. 

Pour  cela  je  remarque  que  cet  angle  TOT',  ajouté  à  l'angle  TOT", 
forme  l'angle  TOT"  que  la  projection  de  l'axe  instantané  OI  décrit 
autour  de  l'axe  du  couple;  car  le  point  T  est  la  projection  continuelle 
du  pôle  I  sur  le  plan  de  ce  couple.  On  a  donc,  en  nommanîrtfc?  ce 

dernier  angle, 

du  -\-  d'if  =  d'^: 

or  on  a  trouvé  précédemment 

df  ^  Q  cos  >.dt  +  ^ FWih?1 -'^'' 

on  a  donc,  en  comparant  les  deux  expressi(ms  de  do, 

39- 
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d'où  l'on  tire 


h"/! 


J  Fe'-/y 


Pour  avoir  w,  il  faudra  donc  mettre  d'abord,  au  lieu  de  9%  sa  valeur 
en  fonction  de  <,  et  puis  intégrer  l'expression  fdt  [(k^d-—  h'-);  mais 
cette  intégrale  demande  encore  l'emploi  des  fonctions  elliptiques. 

30.  Il  faut  remarquer  que  les  lignes  fi  et  A  étant  essentiellement  posi- 
tives ,  et  d^  étant  égal  'a  jdt,  cet  angle  d<]f  peut  toujours  être  regardé 

comme  ayant  le  même  signe  -i-  ;  mais  l'angle  ^w  a  tantôt  le  signe  -i- 

et  tantôt  le  signe  —  ,  selon  que  h  est  <  ou  >  è. 
l"iG.  ?.  I.        Si  A  <  Z>,  le  cône  OT  entoure  le  petit  axe  c  de  l'ellipsoïde  central, 

et,  dans  ce  cas,  l'angle  <^/w,  de  même  signe  que  d']^,  s'ajoute  à  cet 

angle  pour  former  l'angle  r/ç  que  la  projection  de  l'axe  instantané 

décrit  autour  de  l'axe  du  couple. 
Fi  G.    22.       S\  h>  b,   le  cône  (OT)  entoure  le  grand  axe   a;  et,  dans  ce  cas, 

l'angle  dw ,  de  signe  contraire  à  dà ,   doit  en   être  retranché  pour 

former  l'angle  ^(p. 

51.  Enfin,  dans  le  cas  singulier  de  h=^  b,  le  cône  (OT)  se  réduit  à  une 
droite  OT  située  dans  le  plan  des  axes  extrêmes  a  et  c,  et  inclinée 

sur  a  d  un  angle  dont  la  tangente  est  —  \/-.,~l,  ■  l'angle  dw  est  nui, 
et  (f(p  se  réduit  simplement  à  l'angle 

r/ij/  =  j  dt. 

Ainsi-,  dans  le  cas  de  A  =  é,  il  existe  dans  le  corps  un  axe  singu- 
lier OT  qui  a  la  propriété  de  décrire  uniformément  le  plan  fixe  .MON 
du  couple,  avec  une  vitesse  constante 

Il  _b 

1  ^  V 

tandis  que  le  corps  tourne  autour  de  cet  axe  singulier  avec  une  vitesse 
variable 


6  sin  /'  =:  t  /  5 
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Dans  ce  cas,  on  n'a  besoin  que  des  règles  ordinaires  du  calcul  inté- 
gral pour  déterminer  la  position  du  corps  au  bout  d'un  temps 
flonné  t.  Car,  pour  amener  le  corps  dans  cette  position  ,  il  suffirait  de 
le  faire  tourner  d'abord  autour  de  l'axe  du  couple  d'un  angle 

h 

et  ensuite,  de  le  faire  tourner  sur  son  axe  singulier  OT,  d'un  angle  t 
égal  à  /0  sin  i.dt.  Or,  dans  le  cas  de  h  =  b,  nous  avons  trouvé,  pour 
l'expression  de  Q  sin  /  en  fonction  de  t , 


OÙ  e  désigne  la  base  des  logarithmes  de  Néper,  et  ii  la  valeur  du  ra- 
dical VP^  —  b^-  Multipliant  donc  par  df.  cette  expression  de  Ôsinz, 
intégrant,  et  faisant  commencer  l'arc  t  avec  le  temps  t ,  on  a 


a  (arc  tang  e"'  *  —  j 


52.  Les  deux  cas  de  k  =  a ,  ou  k  =^  c  n'ont  aucune  difficulté;  car 
les  axes  Ol ,  OG  se  confondent  entre  eux  et  avec  l'axe  a,  ou  l'axe  c 
du  corps;  et  tout  se  réduit  à  une  simple  rotation  constante  k  .  k,  au- 
tour de  cet  axe  a,  ou  c,  qui  demeure  immobile  dans  l'espace  absolu. 

55.  Si  l'ellipsoïde  central  a  deux  de  ses  axes  égaux  entre  eux,  le 
cône  (OT)  est  un  cône  droit  à  base  circulaire  autour  de  l'axe  de  révo- 
lution de  ce  sphéroïde.  Alors  9  sin  /  est  constant,  et,  par  conséquent, 
(Yw  est  constant,  aussi  bien  que  diJ^i  et  do,  et  l'on  a  sur-le-champ  la 
valeur  de  ces  angles  pour  un  temps  quelconque  t. 

Si  l'ellipsoïde  central  a  ses  trois  axes  égaux  et  devient  une  sphère , 
tout  se  réduit  à  un  mouvement  simple  de  rotation  autour  du  diamètre 
qui  fait  l'axe  du  couple  appliqué  G. 

Tous  ces  cas  particuliers  n'oni  aucune  espèce  de  difficulté  et  s» 
résolvent  d'eux-mêmes  :  il  n'y  a  de  remarquable  que  le  cas  singu- 
lier de  h  =  h  qui  se  résout  par  l'intégration  de  la  différentielle 
f9s\ni.dt,  laquelle  ne  dépend  que  des  fonctions  exponentielles 
et  circulaires. 
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Remarque  I. 

54.  J'ai  trouvé  plus  haut  l'expression  de  l'angle  rfw  par  celle  de 
l'angle  d(f,  qui  nous  était  déjà  connue  (n°15).  Mais  cet  angle  rlrj^, 
que  trace  le  cône  (OT)  en  roulant  sur  le  plan  du  couple,  peut  se 
trouver  aussi  d'une  manière  directe,  comme  on  va  le  voir  dans 
l'article  suivant,  ce  qui  servira  à  confirmer  notre  analyse. 

Au  point  T  de  la  surface  de  ce  cône  (OT),  la  ligne  de  moindre 
courbure  est  évidemment  la  génératrice  OT;  et,  par  conséquent,  la 
ligne  de  plus  grande  courbure  est  perpendiculaire  à  cette  génératrice. 

Considérons  sur  cette  ligne  de  courbure  l'arc  infiniment  petit  ds 
qui  se  couche  en  un  instant  dt  sur  le  plan  MN  quand  le  cône  roule 
siu'  ce  plan  en  vertu  de  la  rotation  B  sin  i  qu'il  a  sur  sa  génératrice 
actuelle  OT.  Il  est  évident  que  5  sin  i.dt  est  Tangie  de  contingence  , 
c'est-à-dire  l'angle  formé  par  les  deux  tangentes  menées  aux  extrémités 
de  l'arc  ds,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  l'angle  formé  par  les  deux 
normales  menées  à  la  surface  du  cône  en  ces  deux  points.  Or  cet  angle 

est  exprimé   par   —■,  en  nommant  r  le  rayon  de  la  courbure.  On  a 

donc 

B  sin  i.dt  =  — 

R 

Mais  l'angle  formé  par  les  deux  génératrices  voisines  OT  et  OT'  qui 
vont, du  point  O  aux  deux  bouts  du  même  arc  ds ,  et  que  nous 
.ivons  nommé  r/w,  est  évidemment  exprimé  par 

,  ds  ■•- 


OT         h<i  sin    ' 
on  a  donc,  pour  l'expression  de  rfw, 

d(A  =  -r  <^i- 

où  R  désigne  le  rayon  de  la  plus  grande  courbure  à  la  surface  du 
cône  (OT),  au  point  T  extrémité  de  la  génératrice 

OT  =  A;  S  sin  i. 
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Or,  l'équation  de  la  surface  conique  (OT)  étant 


/«'  —  a-         II'  —  h"- 


le  rayon   n  de  la  courbiue  en  un   point  quelconque    dont   les  coor- 
données seraient  -x ,  y ,  2,  est  exprimé  par 


■■  ~  {lr  —  r-){x-'^y'+z') 

et,  comme  le  pouu  T  dont  il  s'agit  n'est  pas  un  point  quelconque  de 
la  surface  du  cône,  mais  un  point  qui  doit  se  trouver  en  même  temps 
sur  la  surface  de  l'ellipsoïde  dont  l'équation  est 


(/«'  —  «')=  [li-'—h'Y  {//-  — r=)'  If 

>lf—c'V 

le  trinôme  qui  est  sous  le  radical  se  réduit  ici  à  la  coustaïUe  — r; — '~' 

En  substituant  cette  valeur,  il  vient  donc  pour  r,  cette  expression 

_    h'—d-)  {h--—b--){h--  —  c-') 
^~  /r(.r'-+- r=-(-z') 

Or  on  a 

il  vient  donc,  pour  l'expression  de  (I'a  =  -7^  dt ,  ,, 

ce  qui  s'accorde  parfaitement  avec  ce  qu'on  avait  tiouvé  plus  haut  par 
une  voie  différente. 

Heinniyue  II. 

5o.   Je  terai  encore  ici  une  remarque  importante  pour  Uioulrer  com-    [,■,(-,   ^S. 
ment,  dans  le  cas  de  h>  b,  le  mouvement  angulaire  lif  flu  |)ôle  in- 
stantané T  de  rotation  est  égal  à  la  différence  d^  —  r/w  de  l'angle  d-i^ 
par  lequel  le  cône  (OT  1  f^lisse  sur  le  plan  du  couple,  à  l'angle  dw  par 
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lequel  ce  cône  roule  sur  le  même  plan  ;  tandis  que ,  dans  le  cas  de 
h<.h,  l'angle  dz,  est  égal  à  la  somme  d<i^  +  dw  de  ces  deux  angles. 

Pour  plus  de  clarté,  considérons  les  choses  au  moment  où  le  pôle 
instantané  I  traverse  l'ellipse  moyenne  {ac^  de  l'ellipsoïde  central.  Si 
l'on  mène  en  I  la  tangente  à  cette  ellipse ,  qu'on  abaisse  sur  elle  la 
perpendiculaire  OP,  et  qu'on  achève  le  rectangle  IPOT  ;  on  voit  que 
OP  sera  la  direction  de  l'axe  du  couple  d'imp\ilsion ,  et  OT  la  géné- 
ratrice actuelle  du  cône  (OT);  et  comme  CI  est  situé  dans  l'angle 
droit  COA  des  axes  extrêmes  c  et.  a  ,  il  est  clair  que  la  perpendicu- 
laire OP  à  la  tangente  en  I  sera  située  aussi  dans  le  même  angle  droit  : 
donc  OT  perpendiculaire  à  OP  tombera  au-dessous  de  l'axe  OA  par 
rapport  aux  axes  OI  et  OP  que  je  regarde  comme  étant  au-dessus. 

Or,  si  l'on  sl  h  "p-  h ,  on  sait  que  le  cône  décrit  par  OT  a  pour  axe 
le  grand  axe  OA  =  a  de  l'ellipsoïde  central  :  donc ,  si  l'on  mène  à  ce 
cône  le  plan  tangent  suivant  OT ,  ce  qui  sera  le  plan  même  du  couple 
d'impulsion,  le  cône  (  OT)  sera  situé  au-dessus  de  ce  |)lan  du  même 
côté  que  les  points  I  et  P.  Si  donc,  en  vertu  de  la  rotation  9  cos  « 
autour  de  OP,  ce  cône  glisse  en  un  instant  dt,  d'un  angle  d^  sur  ce 
plan  tangent,  il  est  clair  qu'en  vertu  de  ia  rotation  Q  sin  /  autour 
de  OT,  il  roule  sur  le  même  plan  par  un  angle  £/m  de  signe  contraire 
à  d<if  :  de  sorte  que  le  mouvement  angulaire  d(p  de  la  génératrice  OT 
est  exprimé  par  la  différence  d^J^i  —  f/w  de  ces  deux  angles. 
FiG.  2  1 .  Mais  si  l'on  a  h  <C  h ,  ce  n'est  plus  autour  du  grand  axe  OA  ,  mais 
autour  du  petit  axe  OC,  que  le  cône  (OT)  se  trouve  décrit.  Et  alors  ce 
cône,  au  lieu  d'être  situé  au-dessus  du  plan  qui  le  touche  en  OT,  du 
même  côté  que  le  pôle  I  et  le  point  P,  se  trouve  situé  au-dessous,  du 
côté  opposé.  Si  donc  ce  cône,  par  la  rotation  autour  de  OP,  glisse  sur 
le  plan  d'un  angle  dib,  il  est  clair  que  par  l'autre  rotation  autour 
de  OT,  il  roule  sur  ce  plan  d'un  angle  dw  de  même  signe  que  dà  :  de 
sorte  que,  dans  ce  cas,  le  mouvement  angidaire  df  du  point  T  est 
exprimé  par  la  somme  d<\i  -+-  fia  de  ces  deux  angles. 

36.  On  voit  par  là  comment  il   arrive^  <]ue,  dans  le  cas  singulier 
de  A  =  é,  on  a  simplement 

df  =  d<^  =  5  cos  /.  dt  =  -  dt  : 
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car,  le  cas  de  h=  b  pouvant  être  considéré  comme  appartenant  à  la 
fois  à  l'un  et  à  l'autre  des  deux  cas  précédents,  l'angle  <Yw  devrait 
avoir  également  le  signe  ■+■  et  le  signe  —  ;  ce  qui  ne  peut  être  ici, 
à  moins  qu'on  n'ait  dw  =  o  :  c'est,  en  effet,  ce  qui  a  lieu ,  et  réduit 
alors  d(f  à  c/i];,  c'est-à-dire  que,  dans  ce  cas  singulier,  la  vitesse  an- 
gulaire du  pôle  instantané,  autour  de  l'axe  fixe  du  couple,  est  con- 
stante et  mesurée  par  -  dans  toute  la  suite  du  mouvement. 

Résumé  de  notre  théorie. 

37.  On  peut  donc  considérer,  dans  l'intérieur  du  corps ^  trois  cônes 
du  second  ordre,  savoir  : 

i'^.   Le  cône  (01)  décrit  par  l'axe  instantané  OI  ; 

2".  Le  cône  (OT)  décrit  par  la  projection  continuelle  de  OI  sur  le 
plan  fixe  MN  du  couple  d'impulsion  ; 

3°.  Le  cône  (OG)  décrit  par  l'axe  fixe  OG  de  ce  couple  dans  l'inté- 
rieur du  mobile. 

Ces  trois  cônes  sont  droits,  à  hases  elliptiques,  et  tous  trois  décrits 
autour  d'un  même  axe,  qui  est ,  ou  le  grand  axe  a ,  ou  le  petit 
axe  c  de  l'ellipsoïde  central,  selon  que  h  est  >  ou  <  que  Vaxe 
moyen  b  de  cet  ellipsoïde. 

Dans  le  cas  singulier  de  h  =  b,  le  cône  (OI)  se  réduit  à  un  plan 
passant  par  l'axe  moyen.  Le  cône  (OG)  se  réduit  à  un  autre  plan 
passant  par  ce  même  axe,  et  le  cône  (OT)  se  réduit  à  une  droite  per- 
pendiculaire à  ce  dernier  plan. 

Les  surfaces  de  ces  cônes  sont  toutes  trois  décrites  et  achevées  dans 
le  même  temps. 

L'axe  OG  du  couple  trace  la  sienne  avec  une  vitesse  angulaire 


=  \/^^- 


Ô  sin  /  =  i  /  Ô^'  —  ^ 


L'axe  OT  trace  la  sienne  avec  une  vitesse  angulaire 

^  _  {lr  —  a')[li'  —  b'){h'  —  c^) 
de  ~~  li^  /,■  (A'B'  —  Ji') 

Tome  XVI.  —  Août  i85j  .  ^O 
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L'axe  Ol  trace  la  sienne  avec  une  vitesse  angulaire  que  l'on  trouve 


^ale  a 


v'(Q  —  H)/-=e=  — R 

k'fl^ 

expression  où  l'on  a 

Q-H=: 

[a-  b--\-  b"  C  -ir  C  a'')  II- 

—  i.a}  b'c^ 

le 

et 

R  =  a^P=7^ 

38.  Mais,  au  lieu  de  ces  trois  cônes,  on  peut  ne  considérer  que 
trois  lignes  courbes,  et  simplifier  ainsi  les  images.  Car,  I  étant  le  pôle 
instantané  à  la  surface  de  l'ellipsoïde  central,  T  la  projection  de  ce 
point  sur  le  plan  du  couple,  et  P  sa  projection  sur  l'axe  OG,  on 
peut  considérer  les  trois  orbes  elliptiques,  à  double  courbure,  s,  - 
et  71  décrits  par  les  points  I ,  T  et  P  dans  l'intérieur  du  corps ,  et  re- 
garder ces  orbes  comme  les  bases  de  nos  trois  surfaces  coniques  dont 
le  commun  sommet  est  au  centre  O.  Faisant  donc  abstraction  de  tout 
le  reste,  pour  ne  plus  voir  que  ce  centre  O  et  l'une  de  ces  trois  es- 
pèces de  roues  s,-,  n ,  que  je  viens  de  définir,  le  mouvement  du 
corps  pourrait  se  peindre  des  trois  manières  suivantes  : 

FlG.  a4.  T.  Si  l'on  suppose  que  l'orbe  s,  mis  en  contact  avec  le  plan  fixe  MIN 
parallèle  au  plan  du  couple,  roule  sans  glisser  sur  ce  plan,  et  de 
manière  qu'il  tourne  sans  cesse  sur  son  rayon  OI  avec  une  vitesse  an- 
gulaire 9  proportionnelle  à  ce  rayon ,  on  aura  le  mouvement  précis 
dii  corps  dans  l'espace  :  c'est  l'image  la  plus  claire  de  ce  mouvement. 

II.  Si,  sur  le  plan  MON  du  couple  (qu'on  suppose  ici  mené  par 
le  centre  O),  on  fait  rouler  l'orbe  t  avec  la  vitesse  angulaire  —  trou- 
vée ci-dessps,  et  qu'en  même  temps  on  le  fasse  glisser  avec  la  vitesse 
angulaire  constante  ^»  on  aura  de  même  la  représentation  exacte  du 

mouvement  du  corps  .  c'est  une  autre  image  de  ce  mouvement,  mais 
un  peu  moins  simple  que  la  précédente. 

III.  Enfin,  si  l'on  imagine  que  l'orbe  tt,  dont  le  rayon  OP  est 
constant  et  de  longueur  h,  glisse  le  long  de  sa  tangente  au  point  P 


PURES  ET  APPLIQliÉES.  3» 5 


avec  une  vitesse  angulaire '  ^^  tourne  sur  son  rayon  (JP  avec 

une  vitesse  angulaire  constante  j,   on  aura    une  troisième  image  du 

mouvement  du  corps;  mais  peut-être  encore  moins  simple  que  la 
seconde.  On  pourrait  donc  écarter  l'une  et  l'autre;  mais,  dans  une 
matière  aussi  difficile,  cette  variété  de  démonstrations  ne  peut  que 
jeter  plus  de  jour  sur  le  fond  des  choses,  et  je  n'ai  pas  cru  devoir  les 
supprimer.  Au  reste,  de  toutes  ces  démonstrations,  la  meilleure,  je 
veux  dire  celle  où  l'esprit  trouve  l'appui  le  plus  naturel  et  le  plus 
sensible,  est  celle  de  l'ellipsoïde  central,  dont  on  retient  le  centre 
immobile  au  même  point  de  l'espace,  et  qu'on  fait  rouler  sur  le  plan 
fixe  du  couple,  sans  aucun  mouvement  de  rasion  sur  ce  plan. 

Équations  des  trois  orbes  s,  r,  n,  que  nous  venons  de  considérer. 

39.  On  a  déjà  vu  que  l'orbe  s,  décrit  à  la  surface  de  l'ellipsoïde 
central ,  par  le  pôle  instantané  I ,  est  donné  par  l'intersection  de  cet 
ellipsoïde,  dont  l'équation  est 

\      /  „2  lit  f.1 

avec  la  surface  d'un  autre  ellipsoïde,  dont  l'équation  est 

(2)  — r  + -77- -< —  =  1, 

\  /  „<  ()i  (-. 

x',  j',  z'  étant  les  coordonnées  du  pôle  I  parallèles  aux  axes  res- 
pectifs a,  b,  c  de  l'ellipsoïde  central. 

On  a  vu  que  le  plan  du  couple,  supposé  conduit  par  le  centre  O  de 
cet  ellipsoïde ,  a  pour  équation 

, ., ,  xx'  yy'         zz' 

•3)  —r  +  ~-^  —  —  0. 

'  a-  o'  c 

Donc,  si  du  pôle  1  on  abaisse  une  perpendiculaire  IT  sur  ce  plan ,  on 
aura ,  pour  les  équations  de  cette  droite , 

(4)  d^  z' [x  —  x')  —  c"^  x' {z  —  z')  =■  o, 

(5)  a^  j' [x  —  oc')  —  b'' x' {j  —  y')  =  o.  , 

f\o.. 
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Or,  si  de  ces  trois  dernières  équations,  on  tire  les  valeurs  de  a,  j-,  z 
coordonnées  du  pied  T  de  la  perpendiculaire,  on  trouvera  [en  faisant 
les  réductions  qui  proviennent  des  deux  premières  équations  (i)  et  (2)], 
ces  expressions  très-simples, 


(1  ou  I  on  tire 


<*'       , 

J  ^ 

h 

'-b'     , 

A'—c' 

i,.     J  » 

c" 

a"-  X 

'  y' 

= 

_ ,           c^z 

h^  -  a- 

"  ~"  h'—  c= 

Donc,  en  mettant  ces  valeurs  de  x',y,  z'  dans  les  équations  (i)  et  (a), 
on  aura  en  x,  r,  z  les  deux  équations 

a'x'  b'' y-  c- z- 


[h-'  —  a'Y         {h'—b'Y         ,/^=  — r=)'~     ' 

qui  appartiennent  à  deux  nouveaux  ellipsoïdes  dont  l'intersection 
donne  l'orbite  t  décrite  par  le  point  T  qui  est  la  projection  continuelle 
du  pôle  I  sur  le  plan  du  couple. 

Remarque  I. 
i().   Si  l'on  retranche  ces  deux  équations  l'une  de  l'autre,  on  a 

o, 


fOT'  -r-^      •       ^' 


h'—  a'        h'—  h'         //•■  —  (■- 

équation  de  la  surface  conique  décrite  par  la  ligne  OT  dans  l'inté- 
rieur du  corps.  Et  c'est  ce  qui  s'accorde  parfaitement  avec  ce  que  nous 
avons  trouvé  d'une  autre  manière ,  en  cherchant  cette  surface  co- 
nique, comme  la  suite  des  normales  OT  à  la  surface  du  cùne  décrit 
par  l'axe  OG  du  couple  dans  l'intérieur  d\\  mobile.  Et,  en  effet,  cette 
dernière  surface  décrite  |)ar  OG  a  pour  équation 

(OG)  {h'  -  a^)x^  +  {h^  -f')j'-h{h'  ~c')z'  =  o. 

Or  il  est  clair  (juc  l'une  de  ces  deux  surfaces  coniques  peut  être  re- 
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gardée  comme  la  suite  dos  normales  à  la  surface  de  l'autre  :   d'où 
l'on  voit  qu'il  suffit  d'en  connaître  une  pour  les  avoir  toutes  deux. 

il.  Dans  le  cas  singulier  de  h  =  b ,  le  cône  (OG)  se  réduit  à  un 
plan  passant  par  l'axe  moyen  b ,  et  dont  l'équation  est 


c  a^ —  h' 

~a'  y  h-'—  C-- ■ 


et  le  cône  (OT)  à  une  simple  ligne  droite  perpendiculaire  à  ce  plan,  et 
dont  l'équation  est 


c  h'' — f' 

~a'  \J  a-'—b' 


Par  conséquent,  l'orbite  r  décrite  par  le  point  T  ne  peut  être  ici 
qu'une  ligne  terminée  OT,  allant  du  centre  O  jusqu'au  point  T  qui 
répond  à  la  distance  maximum  \j^^  —  b"^  de  ce  point  au  centre  O. 

42.  Dans  les  deux  cas  particuliers  de  Â  =  a,  ou  A  =  c,  l'orbite  t 
se  réduit  à  un  point  qui  est  le  centre  O  de  l'ellipsoïde  central. 


Remarque  II. 

45.  Si  l'on  ne  combinait  ensemble  que  les  équations  (1),  (2),  (4) 
et  (5)  pour  en  éliminer  x',  j',  z',  et  qu'on  n'employât  point  l'équa- 
tion (3)  du  plan  du  couple,  on  aurait  en  x,  j,  z  une  équation  qui 
répondrait  à  la  surface  tracée  par  la  suite  des  normales  TT  que  l'on 
mènerait  à  la  surface  de  l'ellipsoïde  central ,  le  long  de  l'orbite  s  dé- 
crite par  le  pôle  instantané  I  ;  et  si  l'on  portait  ensuite  sur  chaque  nor- 
male IT,  à  partir  de  son  pied  I ,  et  du  même  côté  que  l'ellipsoïde , 
une  longueur  IT  égale  à  la  ligne  h ,  la  suite  des  extrémités  de  toutes 
ces  lignes  formerait  encore  l'orbite  t  décrite  par  le  point  T. 

Au  lieu  de  l'équation  (3)  on  pourrait  donc  emplover  l'équation 
suivante  : 

(P)  [x-x'f+{j-j')-^-^[z-z'y  =  h\ 

qui  exprime  que  la  ligne  IT  est  de  longueur  constante  h.  Mais  comme 
cette  équation  exprimerait  également  que  la  ligne  IT  peut  être  portée 
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de  l'autre  côté  du  plan  tangent,  la  combinaison  des  cinq  équations  ((), 
(2),  (4),  (5)  et  (P)  donnerait,  non-seulement  l'orbite  t  décrite  par  le 
pied  de  la  perpendiculaire  IT  au  plan  du  couple ,  mais  une  autre 
orbite  t'  décrite  par  le  point  T'  situé  à  la  même  distance  IT'  au 
dehors  de  l'ellipsoïde  :  courbe  tout  à  fait  différente  dans  l'espace  re- 
latif, et  qui  est  ici  étrangère  à  la  question  ;  mais ,  dans  l'espace  absolu , 
la  route  du  point  T'  serait  parfaitement  égale  et  parallèle  à  la  route 
du  point  T. 

Remarque  III. 

44.  La  combinaison  des  cinq  équations  (1),  (2),  (4),  (5)  et  P  est 
peut-être  encore  plus  facile  que  celle  des  quatre  premières  avec  l'équa- 
tion (3).  Car,  en  tirant  des  équations  (4)  et  (5)  les  valeurs  de  (z  —  z'), 
(  Y  —  j')  pour  les  porter  dans  l'équation  (P) ,  on  a  tout  de  suite 

d'où,  en  mettant  pour  "^  -f-  ^  sa  valeur  ^  —  ^  tirée  de  l'équation  (2), 
on  a 

ce  qui  donne 


II-  it  <2 

et  il  est  évident  qu'on  aurait  de  même 

expressions  toutes  semblables  à  celles  du  n°  59  ,  mais  où  des  deux 
signes  ±.  il  ne  faut  prendre  que  le  signe  —,  si  l'on  veut  ne  considérer, 
sur  la  normale  IT,  que  le  point  T  qui  tombe  du  même  coté  que  la  sur- 
face de  l'ellipsoïde  central  à  l'égard  du  pian  tangent  en  1  :  car,  en  pre- 
nant les  signes  -t-,  on  aurait  un  point  T  situé  de  l'autre  côté  de  ce 
plan  tangent,  et  la  ligne  OT,  menée  du  centre  O,  ne  serait  plus  per- 
pendiculaire à  la  normale  IT,  comme  on  le  veut  dans  la  question  pro- 
posée. 
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45.  Au  reste,  pour  lever  toute  équivoque,  il  est  évident  que  les 
coordonnées  du  point  T  qui  sont  x,  y,  z  doivent  être  telles,  qu'elles 
satisfassent  à  l'équation  du  plan  du  couple,  qui  est 


XX         ry 

— +  'Tr 


Or,  en  y  mettant  pour  x,  j-,  2  les  doubles  valeurs 


on  aurait 


J 


ou,  d'après  l'équation  ('2 ), 

zt  —  ±  V  ±  -  -f-  I  =  o  ; 

mais  celle-ci,  à  cause  de  l'équation  (1),  n'est  évidemment  possible 
qu'en  adoptant  à  la  fois  les  trois  signes  inférieurs  —  ,  ce  qui  nous 
ramène  aux  expressions  simples  A&  x  ^  y^z  trouvées  par  la  première 
analyse. 

Enfin,  quant  à  l'orbe  n  décrit  par  le  point  P  pris  à  la  distance 
OP  =  h  sur  l'axe  OG  du  couple  d'impulsion ,  il  est  très-facile  d'en 
trouver  les  équations.  Il  est  évident  que  cette  courbe  n'est  autre 
chose  que  l'intersection  de  la  sphère  dont  l'équation  est 

j::^  +  j-^  4-  s^  =  lî^ , 

avec  la  surface  conique  décrite  par  OG,  et  dont  l'équation  est 

{Jî"  -a-')x-^{h^~b^)y-+  [h'-  c=)z==  o. 

D'où  l'on  voit  que  cette  courbe  n  est  un  orbe  sphérique,  à  double 
courbure,  comme  les  orbes  elliptiques  ■:  ets,  et  qu'elle  est  décrite  au- 
tour du  même  axe. 

46.  En  considérant  les  deux  cônes  (OP)  et  (OT)  terminés  par  ces 
orbes  tt  et  t  qui  leur  servent  de  bases,  le  mouvement  du  corps  se  fait 
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de  telle  manière  que  le  corps  tourne,  à  chaque  instant  dt ,  sur  les 
génératrices  OP  et  OT  de  ces  deux  cônes,  avec  des  vitesses  angulaires 
proportionnelles  aux  longueurs  mêmes  de  ces  génératrices  :  de  sorte 
que  la  première  vitesse  Q  cos  /  est  constante  comme  la  ligne  OP ,  et 
que  la  seconde  B  sin  /  est  variable  comme  la  ligne  OT. 

CHAPITRE  m. 

MOUVEMENTS    ANGULAIRES   DES    AXES  PRINCIPAUX   DU    CORPS 
DANS    l'espace    ABSOLU. 


Nous  n'avons  considéré  jusqu'ici  que  le  mouvement  de  l'axe  in- 
stantané, parce  qu'il  suffit  de  le  connaître,  et  dans  le  corps  et  dans 
l'espace,  pour  avoir  le  mouvement  du  corps  lui-même,  et,  par  suite, 
les  mouvements  des  trois  axes  principaux  que  le  corps  entraîne  avec 
soi  dans  l'espace  absolu. 

Mais  il  n'est  peut-être  pas  inutile  d'indiquer  en  peu  de  mots  ces  co- 
rollaires, et  de  montrer,  à  l'égard  de  chacun  de  ces  axes  principaux  a, 
b,  c,  le  mouvement  qu'il  a  pour  tourner  autour  de  l'axe  y/jre  du 
couple  d'impulsion;  pour  s'abaisser  et  se  relever  alternativement  sur 
le  plan  de  ce  couple  :  ce  qui  répond  aux  mouvements  qu'on  ap- 
pelle, en  Astronomie,  la  précession  des  nœuds,  la  nutation  de  l'axe; 
quantités  analogues  à  celles  qui,  dans  l'analyse  précédente  (relative  à 

l'axe  et  à  l'équateur  instantanés),  sont  désignées  par  -î  et  y,  et  dont 

les  valeurs  en  fonction  de  5,  et   par  conséquent,  du  temps  t,  sont 
exprimées  par 

d'i  _  h  ^|^ 

dt  ~  J~^  /!(X'e=  — /(')' 

di       du  h 


dt      dt    ey//>e"_/,= 

i7.  Soient  donc  ici  À,  /jl,  v  les  trois  angles  que  les  rayons  prin- 
cipaux a,  b,  c  font  avec  l'axe  fixe  du  couple  d'impulsion,  et  repre- 
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lions  les  lettres  x,  y,  z  pour  désigner  les  lignes  kp,  k(j,  kr;  il  est 
aisé  de  voir  qu'on  a  les  trois  équations  suivantes  : 

,  ,  liT  hy  hz 

I  COS  /   =:  ^ ,       COS  a  ^  -r-,       COS  V  =  -  ) 

et,  par  conséquent,  celles-ci  : 

,     ,  -os  o'  —  /^-'x'  .     ,  i"  —  /l'y'  .    „  c' —  ft' z' 

(  2  )       sin''  À  =  : ,     sin''  u.  = ; 5      sui''  v  = • 

D'où  l'on  peut  conclure  en  passant,  que  si  l'on  prolonge  les  rayons  a, 
h,  c  jusqu'aux  points  A',  B',  C  oii  ils  vont  rencontrer  le  plan  du 
couple  d'impulsion  (lequel  est  à  la  distance  h  du  centre  O),  on  aura, 
en  taisant  les  lignes  variables 

OA'  =  p„,     OB'  =  pt,     O  C  =  fj, , 
les  équations 

ce  qui  donne  ces  deux  propriétés  assez  remarquables, 

-r  H — i  H — ï  :=  constante  =  —  - 
pi       n       Pc  /'' 

a'         b'         c' 

—  +  ~z  -{ — r=  constante  =  i . 

Pfl        H        Pc 

A%.  Maintenant,  soient  —^i  —■,  ~,  ou  simplement  n^,  t^ù»  ^c  les 

vitesses  angulaires  des  projections  des  trois  axes  a,  b,  c  sur  le  plan 
du  couple,  je  dis  qu'on  aura  les  trois  équations  suivantes  : 


h 

na=j 

a-  —  x' 

n'sin'À 

h 

b'-r- 

li 

C-  —  2= 

/     c'  sin' V 
dont  la  démonstration  directe  est  très-facile. 

Et,  en  effet,  il  est  clair  que  r.adt  ne  désigne  autre  chose  que  l'angle 

Tome  XVI.  —  AOUT  i85i.  4' 

7 
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décrit  par  la  projection  du  rayon  a  sur  le  plan  du  couple  pendant 
l'instant  dt.  Or  la  projection  de  a  est  asin  X,  et,  par  conséquent,  l'ex- 
pression a^sin^X.TTa  dt  représente  l'aire  décrite  par  cette  projection 
de  a  :  mais  l'aire  décrite  sur  un  plan  par  la  projection  d'une  ligne 
n'est  autre  chose  que  la  projection  de  l'aire  décrite  dans  l'espace  par 
la  ligne  elle-même.  Nous  n'avons  donc  qu'à  chercher  l'aire  que  le 
rayon  a  décrit  dans  l'espace,  à  la  projeter  sur  le  plan  du  couple,  et  à 
l'égaler  à  l'expression  a^  s\n^  X .  r.„ dt . 

Or,  dans  un  instant  dt ,  le  corps  tourne  autour  de  a  d'ini  angle 
j)dt;  mais,  par  cette  première  rotation,  la  ligne  a  demeure  immobile 
et  ne  produit  aucune  aire  dans  l'espace  :  il  ne  reste  donc  à  considérer 
que  les  deux  antres  rotations  qdt,  rdt  qui  ont  lieu  dans  le  même 
instant  autour  des  deux  autres  axes  /;  et  c. 

Par  la  première,  le  corps  tourne  autour  de  b  d'un  angle  qdt;  et, 
par  conséquent,  le  rayon  a  décrit  un  secteur  a' qdt  dans  un  plan 
perpendiculaire  à  h.  lequel,  étant  projeté  sur  le  plan  du  couple, 
donne  l'aire 

a^  q  dt  ■><  cos  [j. . 

Par  la  dernière  rotation,  le  corps  tourne  autour  de  c  diui  angle 
rdt,  et  le  rayon  a  décrit  un  secteur  a^rdt  perpendiculaire  à  c, 
lequel,  projeté  sur  le  plan  du  couple,  donne  l'aire 

a^  rdt  X  cos  v. 
On  a  donc  l'équation 

a"  àïu'^  1 .  -„dt  =^  [d^  q  cos"  /jl  +  a^  r  cos  'A  dt , 
ou  bien,  en  divisant  de  part  et  d'autre  par  d^  dt .  et   remettant,    au 
lieu  de  q  et  r,  leurs  valeurs  t  et  -> 

ce  qui  est  la  première  de  nos  trois  équations.  Et  il  est  évident  quon 
aurait  de  même  la  seconde,  en  y  changeant  a  en  A,  x  en^,  et  ).  en  a; 
et  ensuite  la  troisième,  en  y  changeant  a  en  <• .  x  eu   :,  et  /.  en  >. 
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Ainsi  on  aura 


(n) 


II 

a-  — ■  X- 
a-  sin-  y.  ' 

h 

n,  =  j- 

è' sin' fi' 

h 

c'  —  z- 

■.-sin'v' 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

49.  Si  l'on  multiplie  la  première  de  ces  trois  équations  par  sin*  X, 
la  deuxième  par  sin*  |ji,  la  troisième  par  sin*  v,  et  qu'on  les  ajoute,  il 
vient 

sin*  X  .  7r„  -!-  sin*  p. .  tt*  +  sin-  v  .  tt^  =  ^  (  j  —  i  )  =  2  -• 

Or,  qu'on  prenne  sur  les  axes  principaux,  et  à  partir  du  centre,  trois 
lignes  égales  à  l'unité,  et  l'on  pourra  voir  sin  X,  sin  fx,  sin  v  comme  les 
trois  projections  de  ces  lignes  sur  le  plan  fixe  du  couple  ;  et  sin*  X  .  tt^, 
sin*  ^  .  ni,,  sin*  v  . Uc  comme  les  fluxions  des  trois  aires  décrites  par  ces 
projections  sur  le  même  plan.  Donc,  en  considérant  la  somme  de  ces 
trois  aires,  on  aura,  pour  cette  somme,  l'expression  très-simple 

où  l'on  peut  remarquer  que  -  est  la  vitesse  angulaire  constante  6  cos/ 
du  système  autour  de  l'axe  fixe  du  couple  d'impulsion  G.    ' 

.^0.  Si,  en  considérant  les  mêmes  équations  (II),  on  multiplie  la  pre- 

sin' >     ,       ,         .,  sin'u     ,  ...  sin' v     ., 

miere  par  — —■,  la  deuxième  par  -jr^i  la  troisième  par  — —■>  u  vient 


—  sin*  X . 

h 

h   X' 

"~7  ? 

i,sin*f.. 

"""^Jb' 

—  sin*  V 

h 

1  "? 
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d'où,  en  ajoutant,  on  tire  cette  équation  remarquable, 

—  sur  A  .  7r„  -h  T-  sin"'  a  .  tti  H — -  sin-^  v-7rc=T-;-(-T--l 

n-  0-  '  c-  k  \a^         6'  c- 

Or  -,  -,  -  ne  sont  autre  chose  que  les  bras  de  l'inertie  du  corps  au- 
tour des  axes  principaux  :  si  donc,  à  partir  du  centre  O,  on  porte  sur 
les  axes,  trois  lignes  égales  aux  bras  respectifs  de  l'inertie  autour  des 

mêmes  axes,  on  pourra  considérer  -  sin  X,  y  sin  a,  -  sin  v  comme  les 

^  a  1)  '        c 

trois  projections  de  ces  lignes  sur  le  plan  du  couple,  et  —  sin^  / .  r.,,, 

^sin^^a.TTj,  —  sin*  V .  îz^.  comme  les  fluxions  des  trois  aires  que  ces 

projections  décrivent  sur  le  même  plan  pendant  le  mouvement  du 
corps;  donc,  en  multipliant  par  dl  et  intégrant,  on  aura  pour  la 
somme   de  ces  aires  décrites  dans  le  temps  t, 

ol.  Voilà  donc  deux  propriétés  nouvelle»  du  mouvement  d  un 
corps  libre  qui  tourne  sur  son  centre  de  gravité  : 

1°.  Sij  à  partir  de  ce  centre,  on  porte  sur  les  axes  principaux  du 
corps,  trois  lignes  égales  entre  elles  et  d'une  longueur  quelconque  r  , 
la  somme  des  aires  décrites  par  leurs  trois  projections  sur  le  plan  fixe 
du  couple  d'impulsion  sera  proportionnelle  au   temps  ;   et  elle  sera 

exprunee  par  o.  -  •  r'  i; 

i".  Si  l'on  porte  sur  les  mêmes  axes  principaux,  trois  lignes  pro- 
portionnelles aux  trois  bras  de  l'inertie  du  corps  autour  des  mêmes 
axes,  la  somme  des  trois  aires  décrites  par  leurs  piojections  sur  le 
plan  du  couple  sera  aussi  proportionnelle  au  temps  ;  et  cette  somme 
sera  exprimée  par 

j  étant  le  commun  rapport  des  trois  lignes  aux  trois  bras  d'inertie; 
ce  qui  forme  deux  théorèmes  très-remarquables  dans  la  théorie  de  la 
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rotation  d'un  corps  libre  de  toute  action  étrangère  :  théorèmes  en 
quelque  sorte  géométriques,  et  qu'il  ne  faut  pas  confondre  avec  ceux 
qui  regardent  le  principe  ordinaire  de  la  conservation  des  aires,  quoi- 
qu'ils en  dépendent  au  fond,  et  qu'on  puisse  en  rapprocher  les  expres- 
sions, comme  on  pf^ut  le  voir  dans  l'article  suivaiit. 

32.  Et,  en  effet,  si  l'on  considère  tous  les  ravons  vecteurs  menés 
du  centre  à  toutes  les  molécules  égales  du  corps ,  et  la  moyenne  de 
toutes  les  aires  que  leurs  projections  tracent  sur  le  plan  fixe  du 
couple,   on   aura  évidemment,  pour   cette  aire  mojenne,   l'expres- 

.sion  —  ;  G  étant  la  grandeur  du  couple  d'impulsion,  et  m  la  masse 

du  corps,  ou  le  nombre  de  toutes  ses  molécules.  Ainsi,  comme  on 

a  représente  G  par  yjj    on    aura,   pour    1  expression    de    cette   aire 

moyenne,  décrite  dans  le  temps  t , 


o3.  Si  donc  on  voulait  que  l'aire  précédente  2-  ■  R-'.f,  due  aux 
mouvements  des  trois  rayons  égaux  r,  pris  sur  les  trois  axes  du 
corps,  fût  égale  à  cette  aire  moyenne  jj-  t  du  système  de  tous  les 

rayons  vecteiu's  menés  aux  particules  du  corps,  il  faudrait  choisir  la 
longueur  du  rayon  r  de  manière  qu'on  eût 

A     ,  I 

ce  qui  donne,  pour  r,  l'expression 

R  =  — =■ 

h  sjl 

Ainsi,  en  prenant,  sur  les  axes  principaux  du  corps,  trois  lignes 
égales  à  — —■>  on  peut  dire  que,  pendant  le  mouvement  du  corps,  ces 

trois  lignes  projetées  sur  le  plan  du  couple  y  décrivent  trois  aires  dont 
la  somme  est  égale  à  l'aire  moyenne  du  système  :  de  sorte  qu'en  mul- 
tipliant cette  aire  par  la  masse  m  du  corps  ,  on  a  l'aire  totale  due  au 
couple  d'impulsion  G. 
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54.   On  pourrait  chercher  de  même  les  rayons  inégaux  e^,  r^,  b.^, 
mais   proportionnels    aux  bras  respectifs  de   l'inertie  -■,  r'  -»   qu'il 

faudrait  prendre  sur  les  axes,  pour  que  l'aire  décrite  fût  égale  à  l'aire 
moyenne  du  système.  En  désignant,  comme  ci-dessus,  par  y  le  rap- 
port inconnu  de  r^  à  ->  de  rj  à  7?  de  r,,.  à  -?  on  aurait,  pour  déter- 
miner/, l'équation 

•2     A  /  I  1  I  I  \  1 

d'où  l'on  tire 

.,  a''b^c' 

ï    :=r 

■'  A' (fl'é'-H  i-'c' -t- a-V)  —  n"- b^ c' 

et,  par  conséquent,  en  faisant  a^b^+  A^c^+a-c-=B  et  a'-b^c-^C, 

bc 

R„  =    , 

v/ba'—  C 

ac 
Ri  =    ,  ; 

V^BÀ'— C 

ab 


Ainsi,  en  prenant  les  aires  décrites  par  les  projections  de  ces  trois 
lignes,  on  aurait  en  somme  une  aire  égale  ;i  l'aire  moyenne  du 
système. 

II. 

Propriétés  des  mouvements  de  nutation  des  trois  ajces  principaux 
vers  l'axe  Jixe  du  couple  d'impulsion. 

5».  Les  trois  équations  (2)  du  n"  47  donnent  : 

a^  sin''  X  =.  a}  —  fi^  —1 

a' 

c^  sin*  V  =  c*  —  A'  —  ; 
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donc,  en  ajoutant,  on  a  l'équation 

(A)  a^  sin'  À  +  b'^  sin-  /z  -+-  c-  sin^  y  ^^  a^  -+-  b-  -i-  c-  —  h^  ^  cnnstmitp. 
Les  mêmes  équations  (2)  donnent 

sin-).  =  I  —  A^— ,     sin^  u.  =  I  —  /(!^^5     sin-v  =  i  —  A"^; 

donc,  en  ajoutant,  on  a 

(B)  sin^  X  +  sin-  [j.  +  sin^  v  =  3  —  i  =  2  =  constante, 
ce  qui  revient  à  l'équation  connue 

COS^  X   +   COS^  |X  H-  COS^  V  =  I , 

comme  cela  doit  être. 

Donc,  si  l'on  considère  les  trois  pôles  A,  B,  C  de  l'ellipsoïde  central, 
il  résulte  de  l'équation  précédente  (A),  que  la  somme  des  carrés  de 
leurs  distances  à  V axe  fixe  du  couple  d'impulsion  est  constante  dans 
tout  le  cours  du  mouvement. 

On  peut  regarder  sin' X  comme  rt^sin-X  X  —■>  c'est-à-dire  comme 
le  produit  du  carré  de  la  distance  du  pôle  A  à  l'axe  du  couple, 
multipliée  par  le  carré  du  bras  -  de  l'inertie  du  corps.  Il  résulte 
donc  de  l'équation  (B)  cet  autre  théorème  : 

La  somme  des  carrés  des  bras  de  l'inertie  du  corps  respectivement 
multipliés  par  les  carrés  des  distances  variables  des  pôles  à  l'axe 
du  couple,  est  constante  dans  tout  le  cours  du  mouvement. 

m. 

Des   courbes   Ga,    ^4,    «7^  décrites  sur  le  plan  du  couple  par  les 
projections  des  trois  pôles  A,  B,  C  de  l'ellipsoïde  central. 

06.  Si  l'on  considère  les  trois  courbes  (7„,  o-j,  Gc  que  décrivent  les 
trois  pôles  A,  B,  C  projetés  sur  le  plan  du  couple,  on  voit  que  ces 
trois  courbes,  dont  le  cours  est  infini,  et  qui,  en  général,  ne  se  fer- 
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ment  pjoint ,  sont  de  même  genre  que  l'herpolliodie  a  décrite  sur  le 
même  plan  par  le  pôle  instantané  de  rotation. 

Si  A  est  >  h,  par  exemple,  et  que  a  soit  ainsi  l'axe  que  l'orbe  el- 
liptique s  du  pôle  instantané  enloure  comme  un  essieu  ,  la  courbe  7,; 
décrite,  sur  le  plan  du  couple,  par  la  projection  du  pôle  A,  sera, 
comme  l'herpolhodie  c,  formée  par  une  suite  d'ondes  égales  et  régu- 
lières autour  du  même  centre  P.  Et  même ,  comme  le  maximum  du 
rayon  vecteur  t» ^  =  rt  sin  X  répond  au  minimum  de  x ,  et  ce  minimum 
au  minimum  du  rayon  vecteur  v  de  la  courbe  c,  on  voit  que  les 
sommets  supérieurs  des  ondes  de  la  courbe  o-^  répondent  aux  som- 
mets inférieurs  de  la  courbe  c,  et  les  inférieurs  aux  supérieurs. 

o7.  Pendant  ce  temps,  les  projections  des  pôles  B  et  C  décrivent 
aussi,  autour  du  même  centre  P,  des  courbes  cj,  cTc  qui  ont  des  som- 
mets alternatifs  de  maximum  et  de  minimum,  où  ces  deux  pôles 
passent  aux  mêmes  époques,  mais  l'un  B  passant  par  un  sommet 
supérieur,  quand  l'autre  C  passe  à  im  sommet  inférieur,  et  récipro- 
quement :  et  cela,  à  un  angle  droit  de  distance  entre  le  rayon  vec- 
teur Vo  de  l'un  et  le  rayon  vecteur  v^  de  l'autre. 

Si  h  est  <C.b,  auquel  cas  l'orbe  elliptique  s  entoure  le  petit  axe  < 
comme  son  essieu,  on  aura  les  mêmes  propriétés  pour  les  courbes 
décrites  par  les  projections  des  trois  pôles. 

Ce  qu'on  peut  remarquer  dans  les  deux  cas,  c'est  que  la  courbe  (7;,, 
décrite  par  le  pôle  moyen  B,  est  la  seule  dont  les  sommets  répondent 
toujours  à  des  sommets  de  même  nom  dans  l'herpolliodie  c,  et  que  le 
contraire  a  toujours  lieu  pour  les  deux  autres  courbes  Oa-,  ^c- 

Cas  singulier  cfe  h  ^  h. 

r>8.  Enfin  si  h  =  b,  auquel  cas  singulier  l'orbe  s  est  luie  ellipse  pas- 
sant oar  l'axe  moyen  h,  et  la  courbe  a  une  spirale  autour  du  centre  P, 
i"  le  pôle  moyen  B  décrira  de  même  une  spirale  autour  du  même 
centre,  se  rapprochant  sans  cesse  de  ce  point  comme  la  spirale  o-,  sans 
jamais  pouvoir  l'atteindre;  2°  le  pôle  A  décrira  aussi  une  spirale, 
mais  qui  ira  sans  cesse  en  .s'éloignant  du   même  centre,   depuis  sa 


distance  minimum  a  ■  \/-rzzr,'->  '    j>^'Sfli''<'    sa   distan 


ce   maximum    a 
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qu'elle  ne  pourra  jamais  atteindre  :  cette  spirale ,  décrite  par  le  pôle  A, 
va  donc  sans  cesse  en  s'épanouissant  vers  une  circonférence  de  cercle 
du  rayon  a,  qui  en  est  connne  l'asymptote;  3°  enfin,  il  en  sera  de 
même  de  la  spirale  décrite  par  le  pôle  C,  et  dont  le  plus  petit  rayon 

sera  =:  c  ■  i/  — -^  et  le  plus  grand  =  c. 

Cas  où  l'ellipsoïde  central  est  de  révolution. 

59.  Si  l'ellipsoïde  central  est  de  révolution ,  l'orbe  s  est  un  cercle 
autour  de  l'axe  de  révolution,  la  courbe  c  est  un  cercle  sur  le  plan 
du  couple,  et  la  projection  du  pôle  de  la  figure  décrit  aussi  un  cercle 
concentrique.  Dans  ce  cas,  il  n'y  a  point,  à  proprement  parler,  d'autre 
pôle  de  la  figure  que  celui  qui  fait  l'extrémité  de  l'axe  de  révolution. 
Mais  si  l'on  voulait  en  marquer  arbitrairement  deux  autres  sur  l'équa- 
teur  du  sphéroïde,  pris  à  un  angle  droit  de  distance  l'un  de  l'autre, 
et  considérer  les  deux  courbes  que  leurs  projections  décrivent,  on 
aurait  deux  courbes  parfaitement  égales,  qui  ne  seraient  point  circu- 
laires, mais  qui  formeraient  des  ondidations  régulières  autour  du 
même  centre  :  les  sommets  de  noms  différents  sur  les  deux  courbes 
étant  toujours  à  un  angle  droit  de  distance  angulaire  l'un  de  l'autre. 

Remnrtjue  1. 

60.  On  a  trouvé  pour  la  vitesse  angulaire  -^  ^^^  pôle  instantané  I 
autour  du  centre,  de  l'axe  du  couple, 

d^  _h    .     [li'—a'){h''—b-){li'—c-') 


dt  k  h?ki'-' 

V  étant  le  rayon  vecteur  de  l'herpolliodie  q.  Voyons  quelle  est,  en 
fonction  de  son  rayon  vecteur  v^,  l'expression  de  la  vitesse  angu- 
laire —^  du  pôle  A  de  l'ellipsoïde  autour  du  même  axe  fixe. 

Cette  vitesse  angulaire  est  exprimée,  comme  on  l'a  vu  plus  haut, 
par 

dit  a        II'    a'  —  x" 
dt         k    a'  sin^  \ 
Tome  XVI.  —  Aoi:t  iS"".!.  43 
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Or,  a*  sin*)  étant  le  carré  du  rayon  vecteur  v^  de  la  courbe  Ca,  on  a 
d'abord 

dtZa  h     a-  ■ —  X- 


fit  h        «.;, 


mais ,  de 


on  tue 


on  a  donc ,  en  mettant  pour  a-  —  oc^  cette  valeur, 

dT:„         a-  a- (h-  —  a-) 

d'où  l'on  voit  que  l'expression  de  la  vitesse  angulaire  -^  du  pôle  A  de 

la  figure  est  semblable  à  celle  de  la  vitesse  angulaire  ^  du  pôle  in- 
stantané I ,  l'une  et  l'autre  se  composant  d'une  partie  constante  et 
liuie  partie  réciproque  au  carré  du  rayon  vecteur. 

Et  il  est  évident  qu'on  peut  dire  la  même  chose  des  deux  autres 
pôles  B  et  C,  puisque  leurs  mouvements  angulaires  sont  donnés  par 
la  même  expression  jcpie  la  précédente  en  y  changeant  simplement  a 
en  A,  et  a  en  c. 

Remarque  II. 

<»î.   Si  le  corps  était  de  révolution ,  autoin-  de  l'axe  principal  a  par 

exemple,  il  est  certain  que  la  vitesse  angulaire  — j^  du  pôle  A  serait 

égale  à  celle  du  pôle  instantané  I.  On  doit  donc  trouver,  dans  le  cas 
de  ft  =  c , 

~dr~  Tt' 

C'est,  en  effet,  ce  qui  a  lieu,  car  il  est  aisé  de  voir  que,  dans  le  cas 
de  h  :=  c,  le  carré  du  rayon  vecteur  \>  de  l'herpolhodie  7  est  constant 
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et  qu'il  a  pour  valeiu' 

h'  ' 

d'un   autre  côté,  on   a,   pour   le  carré  du   rayon   vecteur  v^  de  la 
courbe  a„, 

2_  !''■  [a' —  h') 

or,  en  mettant  ces  valeurs  de  v'^  et  p,?  dans  les  expressions  respectives 
de  -^  et  — r^>  on  trouve  d'abord 

dt  dt 

rfF"~  k~^  h'k.{a'  —  h'){h'—b') 
et  ensuite 


h 

k'{h'—b')         b' 

1. 

h'k         ~  kh 

h 

h     lu  —  b--          b' 

"k 

k          h-'       "  kh 

dt  k         k  h'(a'  —  h') 

même  valeur  que  la  précédente,  comme  cela  devait  être. 

Remarque  III. 

62.   Comme  dans  notre  analyse  la  quantité  —  exprime  la  grandeur 
du  couple  d'impulsion,  on  tire  de  l'expression  précédente, 

d-K^  _    b' 

qui  ne  renferme  que  le  produit  hk  et  le  carré  de  h'^,  cette  conséquence 
remarquable  :  c'est  que,  dans  un  corps  dont  l'ellipsoïde  central  est  de 

révolution,  le  mouvement  —p-  des  nœuds  de  l'équateur  sur  le  plan 

fixe  du  couple  ne  dépend  que  de  la  grandeur  de  ce  couple,  et  point 
du  tout  de  sa  direction;  que  ce  mouvement  ne  dépend  pas  non  plus 
du  moment  d'inertie  autour  de  l'axe  a  du  corps,  mais  du  seul  moment 
d'inertie  autour  du  rayon  b  de  l'équateur.  Ainsi,  quelles  que  soient 
la  position  du  couple  par  rapport  à  l'axe,  et  la  valeur  du  moment 

d'inertie  —  autour  de  cet  axe,  le  pôle  A  du  corps  tournera  toujours  avec 

42.. 
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la  même  vitesse  angulaire  — r^  autour  de  l'axe  fixe  du  couple  d'impni- 
sion. 

Or  il  n'est  pas  difficile  de  reconnaître  que,  même  sans  changer  la 
masse  d'un  corps,  on  en  pourrait  changer  la  figure  d'une  infinité  de 
manières  telles,  que  le  sphéroïde  central  y  aurait  pour  tous  un  équa- 
teur  de  même  rayon  b ,  mais  un  axe  a  qui  différerait  de  l'im  à  l'autre. 
On  peut  donc  dire  qu'un  même  couple  G,  appliqué  comme  on  voudra 
à  l'un  quelconque  de  ces  corps,  y  produirait  exactement  la  même 
précession,  c'est-à-dire  le  même  mouvement  angulaire  de  la  ligne  des 
noeuds  de  l'équateur  sur  le  plan  fixe  de  ce  couple. 

IV. 

Équations  différentielles  des  courbes  g„,  C/,,  a^. 

()5.  Si  l'on  voulait  avoir  l'équation  polaire  de  l'une  des  coin-bes  <7„, 
entre  son  rayon  vecteur  v^  et  l'angle  7ia  qu'il  décrit  sur  le  plan  fixe , 

il  suffirait  de  chercher  l'expression  de  -~-  en  fonction  de  t'^,  et  de  la 
comparer  à  celle  de  —^  qui  nous  est  déjà  connue. 
Ainsi,  comme  on  a 


et  d'ailleurs 


(a' —  b'')  (a'  —  c' 


("^ 


on  aura,  en  faisant,  pour  abréger. 


(«'-*')  K-c') 


l'équation 

(r)  d}  —  vl^^  n[iâ  —  o?)^ 

d'où  l'on  tire 

Vu  dv^  u  tlu 

dT  ~dt' 
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Or  on  a  trouvé  précédemment  (n°  8) 

et  l'on  a,  craj)rès  l'équation (i)  ci-dessus, 

lâ  —  a^  = ; 


donc,  en  substituant  ces  valeurs,  on  aura 


"'  k  \/n 

-_     .  ,,  .  ,      (Irtla 

Maintenant,  comme  on  a  pour  1  expression  de  —■> 

dTZa  a"-      11'  —  (  a-  —  p'  ) 

~dr  ~  Id'  Vl  ' 

on  aura,  en  divisant  cette  équation  par  la  précédente, 

rfir„  a"-  sjn  i>l  —  a'  -(-  II' 


ce  qui  est,  entre  le  rayon  vecteur  v„  et  l'angle  ti^  qu'il  décrit  sur  le 
plan  fixe  du  couple  d'impulsion,  l'équation  cherchée  de  la  courbe  7„. 
On  trouverait  de  même  les  équations  polaires  des  deux  autres 
courbes  g/,,  g^  décrites  sur  le  même  plan  par  les  projections  des  deux 
pôles  B  et  C  de  l'ellipsoïde  central  :  il  suffirait  de  changer  a  en  h ,  et 
a  en  c  dans  l'équation  précédente,  mais  avec  cette  attention  de  faire 
le  même  changement  dans  l'expression  du  nombre  n,  qui  étant  ici. 

a'  h' 
pour    (ja, 

serait  pour  (7j , 

et  pour    (7c,  •-  —  ,L2  ,,'    a  « 


{a' 

-*=)(«= 

-c-') 

b'h' 

(«' 

-b^){b^-- 
c-'h' 

-c^y 

334  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

64.  Si,  au  lieu  de  la  courbe  Ca,  décrite  par  la  projection  du  pôle  A, 
on  voulait  considérer  la  courbe  (7„'  tracée  par  le  point  A'  où  l'axe  a 
prolongé  va  rencontrer  le  plan  du  couple,  il  est  clair  qu'en  nom- 
mant l'a-  le  rayon  vecteiu-  de  cette  nouvelle  courbe  <7a'i  on  aurait 
d'abord  entre  i>,t  et  p^-,  cette  relation 

R)  ^:  =  -n î- 


Or,  ces  deux  rayons  vecteurs  t'a  et  Va'  étant  toujours  dans  une  même 
direction,  il  est  évident  que  le  mouvement  angulaire  du  rayon  v^^'  est 
parfaitement  égal  à  celui  du  rayon  v„,  et  que,  par  conséquent,  pour 

avoir  la  vitesse  angulaire  —-  du  rayon  y^',  il  suffit  de  mettre,  dans 

l'expression  précédente  de -T-^î  au  lieu  de  v^,  sa  valeur  en  tv  qui  est 

donnée  ci-dessus.  On  aura  donc  de  suite  l'équation 

tiiTa'        h    I',;.  -\-  h-  —  a' 
HT  ~  1  '^. 

V  présent,  pour  obtenir  l'équation  polaire  de  cette  nouvelle  herpol- 
hodie  (7„',  il  faudrait  chercher  l'expression  de  —^  en  fonction  de  v„'. 
Or  l'équation  (R)  étarU  différentiée  donne  d'abord 

dt  a[v.'  —  ai'a'-l-  /'')      'Il  ' 

il  ne  reste  donc  qu'à  trouver  le  facteur  -^  en  fonction  du  rayon  t' <• 

•  (it  ■' 

Mais  nous  avons  trouvé  plus  haut  —^  en  fonction  du  rayon  v^,  et 
celui-ci,  par  l'équation  (R),  est  donné  en  Va'',  donc,  en  faisant  ces 
substitutions,  on  aura  l'expression  de  -j-  en  fonction  du  rayon  vec- 
leur  Vq'. 

Donc  enfin,   si  l'on   divise  l'expression  de   -y-  par  celle  de  —--,  il 
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viendra 

— ^  =  fonction  de  f,/, 

ce  qui  donnera  l'équation  polaire  de  la  courbe  Ca-. 

On  trouverait  les  deux  autres  courbes  ca,  o-^.  par  le  simple  change- 
ment de  a  en  b,  et  de  «  en  c  dans  la  précédente. 

65.  On  peut  remarquer  entre  ces  nouvelles  courbes  et  les  pre- 
mières une  différence  assez  notable.  Chacune  des  trois  premières 
courbes  Ca,  <7b,  a^  est,  comme  Therpolbodie  a,  toujoms  renfermée 
entre  deux  cercles  de  rayons  finis,  dont  elle  va  toucher  alternative- 
ment l'une  et  l'autre  circonférences.  Mais,  des  trois  courbes  c^-,  cy, 
Gc',  il  n'y  en  a  qu'une  seule  qui  circule  ainsi  entre  deux  circonférences 
finies;  et  cette  courbe  est  ou  a,/  ou  g^'  selon  qu'on  a 

h  >  b     ou     h  <  b. 

Pour  les  deux  autres,  elles  vont  porter  les  sommets  supérieurs  de 
leurs  ondes  sur  des  circonférences  de  cercle  d'un  rayon  infini.  C'est 
ce  qu'il  est  facile  de  reconnaître  par  la  simple  comparaison  thi  ravon 
vecteur  v^  au  rayon  vecteur  Va';  etc. 

66.  Par  les  deux  variables  7r„  et  Cq,  déterminées  en  fonction  du 
temps  /,  on  aurait  la  projection  du  pôle  A  sur  le  pian  fixe,  et  comme 
la  hauteur  de  ce  point  au-dessus  du  plan  est  exprimée  par  sja-  —  v'r,, 
on  connaîtrait  la  position  du  pôle  A  dans  l'espace  absolu  :  et  ainsi 
pour  les  deux  autres  pôles  B  et  C  du  corps.  Mais  l'intégration  de  ces 

expressions  -p  et   -^  a  les  mêmes  difficultés  et  demande  l'emploi  des 

mêmes  fonctions  elliptiques  que  les  précédentes  -j-i  '—  relatives  au  pôle 
instantané  f  de  la  rotation,  etc.,  etc. 

67.  Mais  je  n'irai  pas  plus  loin  dans  ces  détails  :  nous  u'avi((iis  ici 
d'autre  but  principal  que  de  bien  démontrer  notre  théorie  nouvelle 
de  la  rotation  des  corps,  et  de  l'élever  à  un  point  de  clarté  où  elle 
devînt,  pour  ainsi  dire,  élémentaire:  or  il  me  semble  que,  par  les 
nouveaux  théorèmes  et  les  images  variées  qui  précèdent,  cet  impor- 
tant objet  se  trouve  entièrement  rempli. 
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J'ajouterai  seulement ,  sur  la  nature  du  mouvement  de  rotation 
d'un  corps  libre,  ce  dernier  corollaire:  c'est  que  l'ellipsoïde  central 
du  corps  est  perpétuellement  coupé  par  le  plan  fixe  du  couple  d'im- 
pulsion suivant  ime  ellipse  dont  la  forme  varie,  mais  dont  l'aire  est 
constante. 

Cela  se  voit  presque  immédiatement  si  l'on  considère  que  tous  les 
rhomboïdes  construits  sur  trois  diamètres  conjugués  de  l'ellipsoïde 
sont  égaux  en  volume,  et  qu'il  en  est  de  même  de  tous  les  cylindres 
inscrits  à  ces  rhomboïdes;  que,  par  conséquent,  de  cette  infinité  de 
cylindres  égaux,  ceux  qui  ont  même  hauteur,  ont  des  bases  équiva- 
lentes. Or  c'est  précisément  ce  qui  a  lieu  pour  les  cylindres  dont  les 
deux  bases  parallèles  touchent  l'ellipsoïde  central  aux  deux  bouts 
de  l'axe  instantané  de  rotation. 
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NOTE   SUR   DIFFÉRENTES   SÉRIES; 
Par  m.  p.  TCHEBICHEF. 


On  parvient  à  des  formules  très-intéressantes,  comme,  par  exemple, 
au  développement  de  e~-^  en  produit  d'une  infinité  de  facteurs,  à 
l'expression  de  sin  oc  et  cos  x  par  des  séries  dont  le  calcul  ne  demande 
que  la  multiplication  de  oc  par  différentes  constantes,  et  encore  à  plu- 
sieurs autres  relations  curieuses,  en  cherchant  la  valeur  Ae  f(\), 
j  (x)  étant  une  fonction  liée  à  une  autre  F  .r)  par  une  éqnation  de 
l'une  de  ces  trois  formes  : 

F(^)  =/(.r)  +j\ix\  +/(3x)  +/(4.r  !  +/(5^)  +j[^cc  ,  +  ..., 

FU)=/(a:)-/(3x)+/(5a^)-/(7J:-,+/(9.r)-/(ii.rj  +  .... 

Pour  y  parvenir,  nous  allons  chercher  quelle  est  la  loi  des  séries  qui 
déterminent  la  valeur  dey^(i)  dans  ces  trois  cas.  Commençons  par  le 
premier  oùJ[x)  et  ^  [oc]  sont  liées  par  l'équation 

(0     F^  =f[x)  -^/[ix)  +J\3jc)  +f[hx)  +/{B.t)  +/(6x)  +  .... 

Il  est  évident  qu'en  vertu  de  cette  équation,  la  valeur  cherchée  de 
/(i)  sera  exprimée  par  une  série  de  la  forme  suivante  : 

(-2)    f[\)=  A,  F(i)  + A,,F(2)  +  A,,F(3)  +  ...+  A,„  F(.'/i) -^... , 

où  A,,  A2 ,  A3,...,  Am  sont  des  coefficients  numériques  indépendants 
des  fonctionsy"(.r)  et  F  (.r).  Pour  trouver  ces  coefficients,  supposons 

r  étant  une  quantité  quelconque  supérieure  ;i    i .  Pour  celle  forme 
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particulière  dej\jc),  la  fonction  F(j:'),  d'après  l'équation  (i),  sera 
déterminée  par  l'équation 

_ ,    ,         I  I  1  I  I  1 

"•    '       x'       (2xf       (3^)'       (4-'')        (5-r)        [bxy 

ou  bien,  ce  qui  revient  au  même, 

'  r'  I  I  I  I 


Or,  comme  cette  expression  de  F[x),  conjointement  avec 

doit  vérifier  l'équation  (a),  nous  concluons  que 
_      I  1 i_        1  / . 


A,         A, 

—  +    07 


t,  par  conséquent. 

A,         A,  A„ 

s^"*"--'^^'  ' \"     27  \"     yiy     5^/ V     7'* 


*.-^-*+-----  =  (-5)(-T-)('-j)(-i 


D'après  cette  équation,  et  en  remarquant  que  les  coefficients  A, ,  A, , 
A3,...,  A,„,...  sont  indépendants  de  r,  on  conclut  qu'en  général  A,„  est 

'igal  au  coefficient  de  -^  dans  le  développement  du  produit 


i'-T-){'-m'-h){-?) 


Or,  en  examinant  ce  produit,  on  s'aperçoit  de  suite  qu'il  n'y  entre 

point  de  termes  de  la  forme  —  toutes  les  fois  que  m  est  divisible  par 

un  carré;  donc,  pour  de  telles  valeurs  de  m,  le  coefficient  A,„  sera 
égal  à  zéro.  Quant  aux  autres  valeurs  de  m,  le  coefficient  A„,  se  réduit 
à  I  lorsque  m  a  un  nonibre  pair  de  diviseurs  premiers,  et  il  est  égal 
à  —  I  quand  le  nombre  des  diviseurs  premiers  de  m  est  impair.  Ainsi 
nous  trouvons  la  loi  de  la  série  (2)  qui  donne  la  valeur  (le/(i)  déter- 
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minée  par  l'équation 

V  '  .t']  =  f(  .t)  -h  f{i  x)  ^  /{"^  x)  +  f{J[  X)  ^-  f(^  X  )  -^  /[&  x)  +.... 

De  la  même  manière  nous  trouverons  que,  la  fonction  /(xi  étant 
déterminée  par  l'équation 

F  .r)=/(x)  +/(3.r)+/(5jr-)+/(7x)+yf9.r)+/\ii,r)  -v-..^, 
la  valeur  tle^  (i)  sera  égale  à 

B,FfT)  +  B,F(a)  +  B3F(3)  +  B,,,  F(4) +...+  B,„  F  (/h) +•••, 

où  B,,  B»,  Bj,  B4,...,  B,„  sont  lescoefffcientsde  I,  — -  =-»-7-i-»  — ,  dans 
le  développement  du  produit 

De  là  nous  concluons  que 

B,„  =  o 

q<iand  m  est  divisible  par  1  ou  par  un  carré,  et  que 

B„,  =  +  I   ou   —  I , 

suivant  que  le  nombre  des  diviseurs  premiers  de  m  sera  pair  ou 
impair. 

En  passant  au  cas  de 

F  ix)  ^j{x)  -/{3x)  +/r5.r)  -^  (7  j:)  +f{i)x)  -  /{i  .  x  )  +... , 
nous  trouvons 

y(TJ  =  C,F(i)  +  C2F(a)  +  C3F(3)  +  C,F(4)  +  ...+  C„,F(mj  +  ..., 
où  ('.,,  C, ,  C3 ,  Cj,,...,  C,„  sont  é£;aux  aux  coefficients  de  i ,  —■>  rr» 
i-,...,  —  dans  le  développement  du  produit 

(-^)(-^-){-ï=)(-tV-)--.„,.  .,  , 

Donc .  .,  , 

.       .      .         C„,  =  o 

Ai.. 
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dans  le  cas  où  m  est  pair  ou  divisible  par  un  carré; 

si  m  a  un  nombre  pair  de  diviseurs  premiers  de  la  forme  4  «  +  1 1  et 
enfin 

C,„  =  —  I 

si  le  nombre  de  ces  diviseurs  est  impair. 

D'après  ce  qui  vient  d'être  établi,  il  est  visible  que,  pour  chaque 
formule  connue  de  l'une  de  ces  trois  formes  : 

F(.r)=/(x)+/(2a')+/(3a:)+/(4^)+/(5.r)+/(6a:)+..., 
F(a')=/(^)+/(3.r)+/(5.r)+/(7.r)+/(9x)+/(.ix)+..., 
F(x)  =J\x)  -y(3,r)  +/(5.r)  -f[^cc)+J\<^oc)  -/( ,  ,  .r)  +..., 

on  aura  une  formule  nouvelle. 
Ainsi,  de  la  formule  connue 


n'—  I 
nous  tirons 


=^  a' 


a  —  I         à' — I         a^ — I         a^ — i         a^ — i 

Le  développement  de  log  (i  —  n^)  nous  donne  une  formule  qui  peut 
être  mise  sons  cette  forme  : 

log[i  —  a'^)  a"'         «"""         a""         a~*'         a-"         «-"' 

X  X  IX  3  a.'  ^x  5x  6x  '' 

d'oii  nous  tirons,  en  cherchant  la  valeur  de pour  x  =  i, 

_  log(i  — <ï)  _  log  (!  —  <'')  _  loë(i— a')  _  log(i— a^) 

~^  —      ;  2  3  5 

log(i  — a«)         log(i  — a')    ,     |og(i  — a") 

_j_  — 1_  .  _ 

b  7  lo 

et,  par  conséquent, 

e      — : i ; 


(i-a^y{i-arii-a^f... 
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En  partant  de  la  formule  connue 

r  T  f^''  a''  fl" 

arc  tang  a  ^z  a 5-  H — ^  h . . . , 

qui  donne 

arc  tang  a-' a'        a''        a'-'        if 

X  X  Zx        5x         •]  X        '"' 

nous  trouvons 
a  ^^  arc  tang  «  +  ^  arc  tang  a'  —  ^  arc  tang  a^  -^  -  arc  tang  rt'  -!- 

Le  développement  de  cos  -  en  produit  de  facteurs  donne 

cos  -  =    I  —  ——,      I  —  ir-r-2      •  —  kti--   •  •  •' 
d'où  l'on  conclut 

log  (  cos  -  )  =  log  (  I  —  ■%— ,  I  +  I02  (  l  —  ^  ) 

et,  d'après  cette  équation,  nous  trouvons 

.     'og  (  '  -  if)  "^  *°§  ^^^^  ")  ~  '"§  V°^  l)  ~  '°S  (  '^os  ^  ) 

-  log(^cos^)  -  log  (cos-^)  -  log(^cos-^j 

+  log(cos^)  -log^cos^j  _log(^cos-^j 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

a  a  If  ,  I  ;=  (, 

,  COS  a  .  cos  — =  •  cos  — •  •  •  ■ 

tt'  —  ^^a■  i5     21 


cos  -^  •  cos  ■=  •  cos  -  • 
3    5    7 


Voyons  maintenant  ce  qu'on  peut  tirer  de  la  valeur  connue  de  la 
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série 

cosajrXj:  coS2.37rX:i:         c0S2.57rX.r         cos  2 . 7  ir  >.  j; 

i'  3-  5'  7- 

Pour 

Xx  =  m  ±  u, 

...  ï 

où  m  est  un  entier,  u  une  quantité  positive  qui  ne  surpasse  pas-. 

nous  trouvons  cette  série  égale  à 

expression  que  nous  pouvons  mettre  sous  la  forme 

en  dénotant  par  le  signe  \'/.Jc\  la  plus  petite  quantité  qu'il  tant  ajou- 
ter a  },x  ou  retrancher  de  '/.x-  pour  avoir  un  nombre  entier.  Donc  on 
aura 

COS27r>J:          COS2.37r>.J;         COS2.57r>.r         COS3.77rXjr  n',  /.  l-\~J\ 

— r~-+ — 3^ — -^ 5^      +     y      +..._  g(i-4|/xj). 

En  faisant,  dans  cette  formule,  x  =  o,  nous  trouvons 
Celte  équation,  combinée  avec  la  précédente,  donne 

a    I — cos27rX;c         2    i  —  cosi.SîrXx         2   1  —  cosa.SwXj: 


(3x)'  tt'  (5x)' 


2    I  —  cos  2  .  7  ir  A  j: 


il^-^l- 


,,  ,  ,  111  1       2    I — C0S2rÀ.r 

En  cliercliant,  d  après,  cette  formule,  la  valeur  de  — ~ pour 

X  =  I,  nous  trouvons 

\l\       {3X|       t5X|       I7XJ       |,.x) 
—  (  I  —  cos  2n}~  )  =  -jT j, 5^ T: ;, 

i3'  i5'         ""' 
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et,  par  conséquent, 

\l\       iSXJ        {5>i       (7^       !■■>{, 

COS  2  71  X  =  I   — 


I'       3=       5'       r 


Voilà  une  expression  de  cosiTrX  dont  le  calcul  ne  demande  que  la 
multiplication  de  X  par  i,  3,  5,  7,  ii,  i3,  i5,....  Nous  trouverons  une 
expression  pareille  pour  sin  anX,  en  remplaçant  dans  la  formule  pré- 
cédente X  par  X  —  75  ce  qui  donnera  la  série 


4 


\  i-^l  i"-îl  i!Hj  Irl!  ) 

7~~  R'  5'  1'  f 


-  '•    ;  ■  ^'  5'  '" 

SUl  2  7rX=I (  .  ,,  01/  e 

1 1 1       l  i3  - .        i5 

4  i  _  I 11    ,    ( 4_ 

qui,  par  la  propriété  de  la  notation  j    j ,  se  réduira  k 


sni  2  7:/.  =  I 

4)      I  4 


II'  i3' 

La  même  méthode  nous  conduira  aussi  aux  valeurs  des  séries 

I         I         I  I  I  I  1  i  I      , 

3        5        7         II        i3        17         19        23  29 

I         I         I         I  I  I  II  I 

3'       5'       7'       II'       i3'       17'       19'       23'  29' 

I         I         I  I  I  1  I  I  1 

■oT  —  7^  "^~  ~1  ~^  't  —      o^  —  ~    ',     ■"         ï     '        ô"  ^  "^  •  •  •  9  . 

33       51        j'        II'        133        jf^'        19'        23  29' 
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d'après  celles  des  suivantes  : 


3  5  7  9  II  i3  i5 

I  I  I         I  I  I  1 

3'  5-  9'  9=  II'  i3'  i5'  ' 

I  I  I  I  I  I  I 

3'  5'  7'  9'  11='  iS'  i5' 


Pour  y  parvenir,  nous  remarquons  que  le  produit 


3"  5""  7"  II"  i3"' 

se  réduit  à  cette  série  : 

,  ,   (-1)"    .     ,     ,   (-.)"   ,     .     ,   (-.)-  ^      I      ,    (-1)" 


3"'  5""  7'"         9°"  II"'         13""  iS"        ■"' 

et,  par  conséquent, 

C    I  3-71  5/n  ^m  ^m  ,,ni  ,3m  ,5™  ] 

=  -log(.-^i^")-log(,-^)-log(,-tpI") 
-log(.-^Vlog(.-^)'-... 

~     S"  2     3""  3     3^»  4     3""      "^5     3"" 

I         II  II  II  II 

-•-    5^-1-257^+357^  +  4  STm  +   5  sT. +  ••■ 

+   ,„  +,   ,,.  +3  ,„.   +4  „..   +5   7-  +••• 
;-.)-     ,(-i)^^     ,(-.)»•     .(— r  _.(ziir. 

,,m               2        ,,J»i               3        ,,jm               4       ,,<oi  5        ,,5"' 

l  II  II  II  II 

i3"'        2  i3""        3  i3""        4  '3""        5  i3"" 
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De  là  nous  tirons  la  formule 

log  S,„  =  2,„  +  i  2„„  +  3  I„„  +  i  2,„  +  i  2,,„  + ..., 
en  dénotant  la  somme 

par  S,„,  et  les  sommes  de  la  forme  "       ' 

(4)  -l^  +  5^  +  -^  +  T^  +  73"+---' 

eu  général,  par  2,„.  En  changeant  dans  l'équation  précédente  m  en 
mx,  et  divisant  ensuite  tous  ses  termes  par  x,  nous  aurons  ^ 

d'où  nous  tirons,  pour  la  valeur  de  2,„,  i 

1^  —  log  S;;,  —  ^  log  S^^  —  -^  log S3,„  -  g  log  Sj» 
+  g'ogS,„  — -^  logS,,„-.... 

Ainsi  nous  parvenons  à  déterminer  la  valeur  de  la  série  1,,,  de  la 
forme  (i),  composée  seulement  de  nombres  premiers,  au  moyen  des 
valeurs  des  séries S,„,  S^m,  S^^,  S^,„,  S, „,...  de  la  forme  (3),  composées 
de  tous  les  nombres  impairs.  Dans  le  cas  particulier  de 

/?i  =  1  ,    2  ,    3 , 
la  formule  que  nous  venons  de  trouver  donnera  >        r 

2.  =  logS, -^logS.  -^logSa-glogS,  +glogS,  -^logS,  -+-..., 

2,=  logS2— ilogS,. -^logSe-^logS,,  +  giogS,,-;ilogS,,+-..., 

2,  =  log  83  —  ^logS„  —  ^logS,  —  ^logS,5-l-glogS,,-MogS,,-i-.... 
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Hais  on  sait  que 

S,  =1-5  + 

5        7 

I 

+  - 

9 

s,=.  +  ^  + 

5^+r 

9' 

«3='-^  + 

5^-^ 

1 
9' 

S,  =i  +  ^  + 

5^-^^ 

I 
9 

c                               I  l  I  I  I 

3*  5='  ']'  9*  II* 

c                  .      '  '  l  '  ' 

3»  5«  7"  9^  II- 

o                               I  I  1  I  I 

3'  5  7  9'  II' 

r,                               I  I  I  I  I 

^0  =  '  —  ô;  +  K -,  -) — ; ,- 

i'  5'  7'  9'  II' 

o                                       I  I  I  I  I 

3'"  5'"  7'"      9'"       II'" 


i3 

i5    '   •• 

—r 

I 

-5-,+ 
i3= 

i 
75'+" 

,.— g, 

73"' ~ 

I 
753+- 

32  ' 

I 

73^  + 

I 

1 

73"*  ~ 

7k=+-- 

5,r' 

■~  i536' 

I 

73-'  + 

75'  +•• 

7t" 
■  ~   960  ' 

73'"" 

I 

75'-+-- 

61  tt' 
'  '  "~  184320 

I 

I 

75»+- 

_   2777:» 

i3' 

■ ~~  8257536 

1 

T3^  +  - 

75^  +  - 

3l  7r'° 

2oo3o4o 

Donc,  d'après  les  formules  précédentes,  nous  aurons 

v  I         ^  Il         f  '  Il  tt'  Il  5  Tr'  I    ,  iz''  I   ,  6 1  w' 

2,  =  log  -y loe  Q  —  ^  loe;  ^ ^  I02  -=^75  +  ?  loe  -7: loe  -qt^ — 

°4       2^8        30  32       5     °  i536       6      ^960       7     "  184320 

1    ,  3l  tt'" 

to     "  2903040       '"' 

^^=^«g|-^°g^-^*"g8S^--  •' 
ce  qui  donne 

2,  =  —  5  +  7; I--Î-I h...  =  —  0,33498.., 

'  3       5       7        II        i3        17        19  '      -«^ 

■'       3'       5'       7'        II'        i3'        17'        19' 

„  I  I  I  I  I  1  I  'J  c 

2  =—  --i-- -4-_H -H ^^  _(_...=_  o,o3a25.... 

•"  3>       5'       7'        II'        i3'        17'       19' 
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NOUVELLE  ÉTUDE  SUR  LA  THÉORIE  DES  FORCES: 
Par   m.    p.    SAINT- GUILHEM  , 

Ingénieur  en  chef  dos  Ponts  vX  ('liaussyes. 


CONSIDÉRATIONS    PRÉLIMINAIRES    SUR    LA    COMPOSITION    DES    FORCIS 
QUI   SOLLICITENT   UN    CORPS  SOLIDE. 

1 .  Si  les  forces  P,,  P^,  Pa,.-.,  appliquées  à  divers  points  d'un  corps 
solide,  sont  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  même 
point  du  corps,  leur  résultante  P  sera  ce  que  nous  nommerons  la  ré- 
sultante géométrique  des  forces  P,,  P^,  P3,...;  l'une  quelconque  de 
celles-ci  sera  le  coinpléinent  des  autres  par  rapport  à  la  force  P. 

Nous  dirons  que  la  droite  D  est  la  résultante  des  droites  D, ,  D^, 
D3,...,  lorsque  la  droite  D,  considérée  comme  une  force,  sera  la 
résultante  des  droites  D,,  Dj,  D3,..  ,  considérées  aussi  comme  des 
forces. 

On  démontre  facilement  [voir  la  Note  1,  page  372)  qu'une  force 
quelconque  P  peut  toujours  se  décomposer  en  deux  autres,  F  et  G, 
situées  toutes  deux  dans  le  plan  qui  passe  par  la  force  P  et  par  un 
point  arbitraire  o,  l'une  appliquée  immédiatement  au  point  o,  l'autre 
suivant  une  droite  arbitraiie  distante  du  point  o  d'une  quantité  égale 
à  l'unité. 

La  force  G  a  pour  mesure,  quelle  que  soit  sa  direction,  le  produit 
de  la  force  P  par  sa  distance  au  point  o  et  tend  à  tourner  autour  du 
point  o  dans  le  même  sens  que  la  force  P;  la  force  F  n'est  autre 
chose  que  le  complément  de  la  force  G  par  rapport  à  la  force  P. 

Nous  nonnnerons  la  force  G  le  moment  de  la  force  P  autour  du 
point  o;  le  point  n.  autour  duquel  on  peut  imaginer  que  le  moment 

44.- 
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àe  la  force  P  tend  à  faire  tourner  son  point  d'application,  sera  le 
centre  du  moment  de  la  force  P  ;  le  plan  passant  par  la  force  P  et  par 
le  point  o  sera  le  plan  du  moment  de  la  force  P. 

Composition  directe  des  moments  et  de  leurs  compléments. 

2.  Soient  P,,  Pj,  Ps,.-  des  forces  quelconques  appliquées  à  divers 
points  d'un  corps  solide;  G,,  G;,,  G,,...  leurs  moments  respectifs  au- 
tour d'un  point  arbitraire  o;  F,,  Fo,  F3,...  les  compléments  de  ces 
moments  par  rapport  aux  forces  P,,  P^,  Pj,.--  appliqués  au  point  o. 

Les  moments  G,,  Go  pouvant  affecter  des  directions  arbitraires  dans 
leurs  plans,  concevons  qu'ils  soient  appliqués  au  même  point  suivant 
deux  droites  perpendiculaires  à  l'intersection  de  leurs  plans;  ils  se 
composeront  en  une  seule  force  G',  laquelle  ,  étant  située  à  l'unité 
de  distance  du  point  o,  se  confondra  avec  son  propre  moment;  les 
compléments  F,,  Fj  se  cotrqioseront  également  en  ime  seide  force  F' 
qui  sera  évidemment  le  complément  de  G,  et  Gj  ou  de  G'  par  rapport 
à  la  résultante  géométrique  de  P,,  P^. 

Appliquons  maintenant  les  moments  G'  et  G,  an  même  point  per- 
|)enrlicula)rement  à  l'intersection  de  leurs  plans;  ils  se  composeront 
en  un  seul  G";  les  compléments  F',  F3  (dont  les  directions  et  les 
intensités  ont  changé  en  même  temps  qne  les  directions  de  G'  et  G3)  se 
composeront  en  un  seul  F"  qui  sera  le  complément  de  G"  par  rapport 
à  la  résultante  géométrique  de  P,,  Pj,  P3. 

Fil  procédant  toujours  de  même,  on  arrive  à  un  dernier  moment, 
qui  sera  le  moment  résultant  dn  système,  et  à  un  dernier  complément, 
qui  sera  le  complément  du  moment  résultant  par  rapport  à  la  résul- 
tante géométrique  du  système. 

Composition  des  moments  par  leurs  axes. 

3.  Si,  par  le  point  o,  on  élevé  nue  perpendiculaire  au  plan  du 
moment  de  la  force  P,  cette  perpendiculaire  sera  Vaxedu  moment  de 
la  force  P  ;  la  direction  de  cet  axe  sera  telle,  qu'un  spectateur,  qui  au- 
rait les  pieds  sur  le  plan  et  le  dos  appuyé  contre  l'axe,  verrait  la 
force  P  dirigée  de  sa  gauche  à  sa  droite;  sa  grandeur  sera,  la  grandeur 
même  du  nioment  de  la  force. 
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De  cette  définition  on  déduit  immédiatement  ces  deux  corollaires  : 

Corollaire  I.   L'angle  des  axes  de  deux   moments  est   toujours 

égal   (jamais  son   supplément)  à   l'angle  des   moments  eux-mêmes 

appliqués  au  même  point  perpendiculairement  à  V intersection  de  leurs 

plans. 

Corollaire  II.  Uaxe  du  moment  résultant  de  deux  fo, ces  est  la 
diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  les  axes  des  moments  de 

C€S  iorcçs  - 

A  l'aide  de  ces  deux  corollaires,  on  établit  sans  peine  la   relation 

suivante  :  y  y 

Quelles  que  soient  les  forces  appliquées  à  un  corps  solide,  l  axe  du 
mlent  résultant  est  la  résultante  des  axes  des  moments  du  système. 

Détermination  algébrique  de  l'axe  du  moment  résultant. 

4.   Posons  les  deux  lenimes  suivants  : 

Lemme  I.  Si  l'on  projette  sur  un  plan  plusieurs  forces  appliquées  au 
même  point  et  leur  résultante,  la  projection  de  la  résultante  sera  la 
résultante  des  projections. 

En  effet,  un  parallélogramme  se  projette  toujours  sur  un  plan  sui- 
vant un  pJrallélogramnie;  donc  le  principe  est  vrai  pour  deux  forces 
et  leur  résultante,  donc  il  est  général. 

Lemme  IL  J  une  force  donnée  on  peut  toujours  substituer  ses  trois 
projections  sur  trois  plans  rectangulaires  quelconques  et  une  quatrième 
force  appliquée  à  l'intersection  commune  des  trois  plans,  égale,  paral- 
lèle et  contraire  à  la  force  donnée. 

En  effet,  soient  o  un  point  arbitraire;  ojr,  oj,  02  trois  axes  rec- 
tangulaires menés  par  ce  point;  P  la  force  donnée.  Si  l'on  suppose 
d'abord  la  force  P  dirigée  suivant  la  perpendiculaire  abaissée  de  son 
point  d'application  sur  l'axe  des  x,  elle  pourra  évidemment  être  rem- 
placée par  ses  projections  sur  les  plans  des  zx  et  des  xy  :  d'ailleurs 
cette  force  étant  parallèle  au  plan  des  jz  et  dirigée  vers  l'axe  des  x, 
elle  se  projettera  sur  le  plan  des  xy  dans  sa  véritable  grandeur  suivant 
une  droite  dirigée  vers  le  point  o  ;  donc,  dans  ce  cas,  le  principe  est 


vrai. 
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En  second  lieu,  si  la  force  P  a  une  direction  quelconque,  elle 
pourra  toujours  être  décomposée  en  trois  autres  suivant  les  trois 
perpendiculaires  abaissées  de  son  point  d'application  sur  les  axes 
des  X,  des  j,  des  z:  le  principe  sera  vrai  pour  chacune  d'elles;  donc 
il  sera  vrai  pour  leur  résultante,  puisque  la  projection  de  celle-ci  sur 
chaque  plan  est  la  résultante  des  projections  des  composantes. 

Nota.  Le  même  raisonnement  démontre  que  la  force  P  peut  ton- 
jours  être  remplacée  par  ses  projections  sur  les  trois  plans  coor- 
donnés et  par  leur  complément,  par  rapport  à  la  force  P,  appliqué  an 
point  o. 

5.  Cela  posé,  soient  o  le  centre  des  moments;  ox,  oj,  oz  trois 
axes  rectangulaires  menés  par  ce  point;  remplaçons  chacune  des 
forces  données  par  ses  projections  sur  les  plans  des  jz,  zx,  xj  et  par 
une  force  égale,  parallèle  et  contraire  appliquée  au  point  o;  suppo- 
sons que  les  forces  situées  dans  les  plans  des  j^s,  zx,  xy  aient  les 
axes  de  leiu-s  moments  positifs  ou  négatifs,  suivant  qu'ils  coïncident 
avec  la  partie  positive  ou  négative  de  l'axe  des  x,  des  j.,  des  z;  sup- 
posons, en  outre,  que  les  moments  eux-mêmes  soient  positifs  ou  né- 
gatifs suivant  que  leurs  axes  sont  positifs  ou  négatifs;  qu'ils  soient 
positifs  sur  le  plan  des  yz  lorsqu'ils  tendent  à  tourner,  autour  du 
point  o,  des  7'  positives  vers  les  z  positives;  que,  par  conséquent,  ils 
soient  positifs  sur  le  plan  des  zx  lorsqu'ils  tendent  à  tourner  des  z 
positives  vers  les  x  positives;  sur  le  plan  des  xy  lorsquils  tendent  à 
tourner  des  x  positives  vers  les  y  positives. 

Si  l'on  appelle  P,  une  des  forces  données  appliquée  au  point  m,; 
j:,,^,,  2,  les  coordonnées  du  point  m,  ;  X, ,  Y,,  Z,  les  composantes 
de  P,  |)arallèles  aux  axes  des  x.,j,  z,  il  est  facile  de  voir  que,  (|uelle 
que  soit  la  position  du  point  m,,  les  moments  des  projections  de  la 
force  P,  sur  les  plans  des^z,  zx,  xy  seront  respectivement 

(i)  Z,j,  —  Y,  ;.,,     X,z,  —  Z,j:-,,     Y,  .r,  —  X,j,. 

Ces  trois  foruudes  sont  comprises  dans  la  suivante  : 

Si  L'on  considère  x,,  y,,  z,  coinine  Jonnant  un  gioupe  dr  lettres 
tournantes ,  en  sorte  que  .r,  précède  y  f.  y  t  précède  z,  et  z,  précède  x,, 
le  maillent  de  la  projection  de  la  foi  ce  P,  sur  le  plan  cooidonm'  parai- 
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lèle  à  deux  quelconques  des  coordonnées  du  point  m,,  est  égal  à  la pre- 
mièie  des  deux  coordonnée <; ,  multipliée  par  la  composante  de  P,  paral- 
lèle à  la  seconde,  moins  la  seconde  multipliée  par  la  composante  de  P, 
parallèle  à  la  première. 

Si  l'on  désigne  maintenant  par  L,  M,  N  les  composantes  de  l'axe 
du  moment  résultant,  parallèles  aux  axes  des  x,  des  j^,  des  z,  on 
aura  évidemment 

/L  =  2(Z,j,  -  Y,  2,), 
(a)  M=2(X.  z, -Z,.r,), 

(n  =  2(Y,x,-X,  j,), 

la  sommation  indiquée  par  le  signe  1  s'étendant  à  tous  les  points  du 
corps. 

Comment  varie  le  montent  résultant  lorsqu'on  déplace  le  centre  des 

moments. 

(>.  Si  l'on  désigne  par  o'  le  nouveau  centre  des  moments;  par  L,,, 
Mo,  No  ce  que  deviennent  L,  iVI ,  N  lorsqu'on  transporte  toutes  les 
forces  du  système  parallèlement  à  elles-mêmes  au  point  o'  ;  par  L', 
M',  W  ce  que  deviennent  les  mêmes  quantités  lorsqu'on  prend  pour 
centre  des  moments  le  point  o'  et  que  les  axes  coordonnés  sont  trans- 
portés parallèlement  à  eux-mêmes  en  ce  point,  on  aura  évidemment, 
en  vertu  des  relations  (a) , 

I.=  L'+Lo,     M  =  M'+Mo,     N  =  N'+No, 
d'où  l'on  déduit  immédiatement  le  théorème  suivant  : 

5/  par  un  point  arbitraire  de  l'espace  on  mène  trois  droites  A,  A',  B' 
égales  et  parallèles,  la  première  à  l'axe  du  moment  résultant  relatif 
nu  point  o;  la  deuxième  à  l'axe  du  moment  résultant  relatif  au 
point  o';  la  troisième  à  l'axe  du  moment  de  la  résultante  géométrique 
du  système  appliqué  au  point  o'  par  rapport  au  point  o,  la  droite  A 
sera  la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  A'  et  B'  [iwir  la 
Note  II,  page  373). 

De  là  les  conséquences  suivantes  : 

i".   Si  l'on  déplace  le  centre  des  moments  sur  une  parallèle  à  la 
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résultante  géométrique,  l'axe  du  moment  résultant  conservera  la 
même  grandeur  et  la  même  direction;  en  effet,  dans  cette  hypothèse, 
la  droite  B'  est  toujours  nulle:  donc,  etc. 

2°.  Quel  que  soit  le  déplacement  du  centre  des  moments,  Taxe 
du  moment  résultant,  estimé  suivant  la  résultante  géométrique  du 
système,  conservera  toujours  la  même  grandeur  et  la  même  direction; 
car  la  droite  qui  joint  les  extrémités  de  A  et  A'  est  parallèle  à  la 
droite  B',  laquelle  est  nécessairement  perpendiculaire  à  la  résultante 
géométrique. 

3".  Parmi  tous  les  axes  des  moments  résultants  relatifs  aux  divers 
points  de  l'espace,  les  plus  petits  sont  parallèles  à  la  résultante  géomé- 
trique du  système  et  égaux  à  la  projection  de  l'axe  du  moment  résul- 
tant relatif  à  un  point  quelconque  sur  celte  résultante. 

Le  lieu  des  centres  correspondants  aux  axes  minima  s'ohtient  aisé- 
ment; en  effet,  si  A'  est  l'un  de  ces  axes,  A  et  A'  étant  connus  en 
grandeur  et  en  direction,  B'  l'est  également;  B'  étant  connu,  si  l'on 
construit  une  force  R  égale  et  parallèle  à  la  résultante  géométrique 
et  dont  le  moment  par  rapport  au  point  o  ait  pour  axe  une  droite 
égale  et  parallèle  à  la  droite  B',  la  droite  suivant  laquelle  agit  la 
force  R  sera  évidemment  le  lieu  cherché.  Cette  droite  est  ce  que  l'on 
nomme  Vaxe  central. 

4".  Si  A  coïncide  avec  l'axe  central .  en  appelant  p  la  distance  du 
point  o'  à  l'axe  central,  on  aura 

B'=  Rp, 
et,  par  conséquent, 

k'^  =  A-'  +  R^p\ 

Conditions  d' écjuiUbre  d'un  corps  solide  sollicité  par  des  Jbrces 
(pielcoiiques. 

7.  Soient  G  le  moment  résultant  des  forces  données  par  rapport  à 
un  point  arhifraire  o;  F  son  complément  apjiliqué  au  point  o  par  rap- 
port à  la  résultante  géométrique  du  système;  B  cette  résultante. 

Les  forces  F  et  G  ne  pouvant  être,  par  leur  nature,  directement 
opposées,  on  doit  admettre  comme  un  axiome  qu'elles  ne  peuvent  se 
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faire  équilibre,  à  moins  qu'elles  ne  soient  séparément  nulles,  c'est- 
à-dire  que  l'on  n'ait 

F=o,     G  =  o, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

R  =  o,     G  =  o. 

De   ces   deux    conditions,   on    déduit    facilement    les    six    équations 
connues. 

II. 

RELATIONS    ENTRK     bUb    Vil^SSliS    DES    DIVERS     POINTS    d'uN    CORPS    SOUDE 
EN    MOUVEMENT. 

8.  Nous  appelons  milieu  un  espace  indéfini,  fixe  ou  mobile,  déter- 
miné par  des  points  géométriques  dont  chacun  est  situé  à  des  distances 
invariables  de  tous  les  autres.  Le  milieu  est  absolu  ou  re/,7///  suivant 
qu'il  est  en  repos  ou  en  mouvement.  '>>n^rn\> 

Un  milieu  est  doué  d'une  vitesse  donnée,  lorsque  tons  les  points 
de  ce  milieu  sont  doués  d'une  vitesse  égale  et  parallèle  a  la  vitesse 
donnée. 

Un  point  matériel  est  doué  à  lajois  des  vitesses  a,  b,  c,...,  k  lorsque 
ce  point,  considéré  comme  situé  à  la  fois  dans  autant  de  milieux  qu'il 
possède  de  vitesses,  est  supposé  doué  de  la  vitesse  a  dans  le  premier 
milieu;  ce  premier  milieu  doué  de  la  vitesse  b  dans  un  deuxième 
mdieu;  ainsi  de  suite;  enfin  l'avant-dernier  milieu  doué  de  la  vitesse  A 
dans  le  dernier  iiiUieu,  qui  est  un  milieu  absolu. 
De  là  on  déduit  immédiatement  ce  |)rincipe  : 

Si  un  point  matériel  est  doué  à  lajois  des  vitesses  a,  b,  c,...,  k,  il 
est  doué  réellement  dans  l'espace  d'une  seule  vitesse  représentée  en 
crrandeur  et  en  direction  par  la  résultante  des  vitesses  a,  b,  c,...,  A 
composées  entre  elles  comme  des  forces. 

Un  corps  solide  est  doué  à  lajois  des  mouvements  A,  B,  C,...,  K 
lorsque  ce  corps,  considéré  comme  situé  à  la  fois  dans  autant  de  mi- 
lieux qu'il   possède  de  mouvements,    est  supposé  doué  du  mouve- 

Tome  XVI.  — Septembrf  iSji.  ^ 
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ment  \  dans  le  premier  milieu;  le  premier  milieu   du  mouvement  B 

dans  le  deuxième  milieu;  etc. 

Lorsqu'un  corps  sulidn  est  doué  d'un  mouvement  de  rotation  au- 
tour d'un  axe,  nous  supposerons  que  cet  axe  a  une  direction  positive 
et  une  direction  négative;  la  direction  positive  sera  telle,  qu'un  spec- 
tateur qui  serait  placé  le  long  de  l'axe,  les  pieds  du  côté  négatif,  la 
tète  du  côté  positif,  verrait  le  mouvement  du  corps  s'effectuer  de  sa 
gauche  à  sa  droite. 

Si  siu'  l'axe  de  rotation  <  t  a  partir  d'une  origine  arbitraire  on  piend, 
(lu  coté  positif,  une  longueur  il  égale  à  la  vitesse  angulaire  du  corps, 
nous  dirons  que  la  portion  de  i'axe  ainsi  déterminée  est  la  caracté- 
ristique 0  du  uiouvemcnt  de  rotation. 

Le  moment  de  la  caractéristique  par  rapport  à  un  point  sera  le 
moment  de  la  force  représentée  par  cette  caractéristique. 

PREMii.RF,  RELATION.  Si  iHi  corps  Solide  se  ment  autour  d'un  point 
fixe,  le  mouvement  qui  a  lieu  peut  être  conside'ré  pendant  la  durée  de 
chaque  instant  comme  un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe 
Jixe. 

Nous  avons  donné  dans  le  tome  f'  de  ce  Journal,  page  3io,  une 
démonstration  géométrique  très-simple  de  cette  relation;  nous  ne  la 
reproduirons  pas  (vocVla  Note  HT.  page  374)- 

DEUxih^iK  RKLVTioN.  Un  coips  soUdc  cu  moin'cment  peut  toujours 
être  considéré  comme  doué  d'un  mouvement  liéliçoidal  le  long  d'un 
axe  fixe  ou  mobile. 

En  effet,  si  nous  concevons  le  corps  plongé  dans  un  milieu  doué 
d'un  mouvement  égal  et  parallèle  à  celui  d'un  quelconque  de  ses 
points  m,  il  est  évident  que  le  corps  tournera  dans  ce  milieu  autour 
du  point  m  comme  autour  d'un  point  fixe.  Soient  c  la  vitesse  du 
pouit  m  dans  l'espace;  D  l'axe  instantané  dans  Ir  milieu  relatif.  Dé- 
composons la  vitesse  v  en  deux  autres  t',,  l'o,  l'une  suivant  la  droite  D, 
l'autre  peipendicidaire  à  cette  droite;  menons  par  la  droite  D  un 
plan  |)erpendiculaue  à  v.,  ;  tirons  dans  ce  plan  une  droite  D'  paral- 
lèle a  la  droite  D  et  douée  dans  le  milieu  relatif  d'une  vitesse  de  rota- 
tion v'  égale  et  contraire  à  v^.  Un  point  quelconque  m'  de  cette  droite 
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sera  doué  dans  l'espace  de  la  vitesse  i'  et  de  la  vitesse  /,  ou  des  trois 
vitesses  c,,  v.,  et  i>'.  Mais  f'  est  égal  et  contraire  à  v,;  donc  le  point  m 
n'est  doué  que  île  la  vitesse  *',  dirigée  suivant  la  droite  D':  il  en  est  de 
même  de  tous  les  autres  points  de  la  droite  D'.  D'ailleurs  chaque  point 
de  la  droite  D  est  doué  dans  ''espace  d'une  vitesse  égale  et  parallèle 
à  i',  ou,  ce  qui  revient  au  même,  d'une  vitesse  égale  et  parallèle  ;i  i', 
suivant  la  droite  D',  et  d'ime  vitesse  de  rotation  égale  à  e.,  autoin-  de 
la  même  droite;  donc,  etc. 

Nota.  Chaque  point  du  corps  détermine  un  axe  qui  jouit  de  la 
même  propriété;  par  conséquent,  il  y  a  une  infinité  d'axes  le  long 
desquels  le  corps  se  meut  à  chaque  instant  d'un  mouvement  héli- 
coïdal. 

Troisième  relation.  Si  un  corps  solide  est  doué  à  la  fois  de  plu- 
sieurs mouvements  de  rotation  dont  les  caractëristicpies  iî, ,  û^ ,  12^ , . . . 
convergent  vers  un  même  point,  le  corps  sera  donc  d'un  simple  mouve- 
ment de  rotation  dont  la  caractéristique  sera  la  résultante  Q.  des 
caractéristiques  i2, ,  fij,  û, , 

En  effet,  soit  o  le  point  de  concours  des  caiactérisliques  12,,  i>j. 
ilj , . . .  ;  menons  par  ce  point  un  plan  perpendiculaire  à  la  résul- 
tante iî;  prenons  dans  ce  plan  un  point  aibitraire  m  situé  à  l'unité 
de  distance  du  point  o.  Le  point  m  sera  doué  à  la  fois  des  vitesses  o),. 
'02 ,  0)3,...  telles,  qu'en  les  considérant  comme  des  moments,  leurs 
axes  seront  les  caractéristiques  ii,,  iij,  Û3,...;  la  vitesse  résultante  auia 
pour  axe  Û;  donc  le  point  m  sera  doué  réellemeiit.  autour  de  l'axe  il, 
d'un  mouvement  de  rotation  dont  la  caractéristique  sera  Û.  Cela  étant 
vrai  pour  tous  les  points  situés  à  l'unité  de  distance  du  point  o  (ians 
le  plan  perpendiculaire  à  Û  mené  par  ce  point,  cela  est  vrai  pour 
le  corps  tout  entier  ;  donc,  etc. 

Quatrième  relation.  Si  un  corps  solide  est  doué  à  la  jois  de  plu- 
sieurs mouvements  de  rotation  dont  les  caractéristiques  Q.,,  i>j.  i^3,... 
aient  des  situations  quelconques  dans  lespace,  on  pourra  toujours  le 
considérer  comme  doué  seulement  de  deux  mouvements  :  d'un  mouve- 
ment de  translation  dont  la  vitesse  serait  représentée  en  grandcui  et 
en  direction  par  l'axe  du   moment  résultant  des  caractéristiques  re- 

45.. 
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IntiJ  à  un  point  arbitraire  m,  el  d'un  moui'enient  de  rotation  dont  la 
caractéristi(jue  serait  représentée  par  la  résultante  géométrique  des 
caractéristiques ,  appliquée  au  point  m. 

En  effet,  les  caractéristiques  il,,  l},,  Qs,-..  pourront  évideimnent  se 
composer  entre  elles  exactement  comme  si  elles  représentaient  des 
forces;  par  conséquent,  elles  pourront  se  réduire  k  deux  F  et  G,  l'une 
ayant  pour  origine  le  point  m,  l'autre  dirigée  suivant  une  droite 
distante  du  point  m  d'une  quantité  égale  à  l'unité,  celle-ci  étant  le 
moment  résultant  des  caractéristiques  par  rapport  au  point  m;  celle-là 
le  complément  de  la  caractéristique  G  par  rapport  à  la  résultante 
géométrique  R  des  caractéristiques  il,,  IL,  O3,.... 

La  caractéristique  F  pourra  être  décomposée  en  deux  :  l'une  —  G 
égale,  parallèle  et  contraire  à  la  caractéristique  G,  l'autre  égale  et  pa- 
rallèle à  la  résultante  R.  On  aura  alors  deux  caractéristiques  G,  —  G 
égales,  parallèles  et  opposées,  et  une  troisième  caractéristique  R  appli- 
quée au  point  m.  Or  il  est  facile  de  voir  que  les  deux  rotations  G, 
—  G  produisent  un  simple  mouvement  de  translation.  En  effet, 
soient  rn'  un  point  de  la  caractérique  —  G  autre  que  le  point  m,  m"  un 
point  quelconque  de  la  caractéristique  G  ;  il  est  visible  qu'en  vertu 
des  deux  rotations  simultanées  G,  —  G,  les  trois  points  m,  m',  m"  au- 
ront des  vitesses  égales  et  parallèles  à  l'axe  du  moment  de  la  carac- 
téristique G  relatif  au  point  m;  donc  le  plan  déterminé  par  les  carac- 
téristiques G,  —  G,  et,  par  conséquent,  le  corps  tout  entier  aura 
un  mouvement  de  translation  dont  la  vitesse  sera  égale  et  parallèle 
à  l'axe  du  moment  résidtant  des  caractéristiques  Ù,  ,  Q.,,  ilj,...  relatif 
ait  point  m  ;  d'ailleius  il  a  un  mouvement  de  rotation  dont  la  carac- 
téristique est  R;  donc,  etc. 

Nota.  Si  l'on  prend,  suivant  les  indications  du  n''  G,  l'origine  m 
do  manière  que  l'axe  du  moment  résultant  des  caractérisliqiu's  soit 
parallèle  à  la  résultante  géométrique  de  celle-ci,  le  corps  aura  un 
mouvement  hélicoïdal  le  long  d'un  axe  parallèle  à  cette  résul- 
tante; la  vitesse  de  translation  sera  alors  tui  mininnun,  connue  nous 
lavons  vu. 
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m. 

DU     MOUVEMENT     d'uN     CORPS    SOI.ID'Î     AUTOUR     d'uN     POIMT     FIXE 
EN    TENANT    COMPTE    DES    FORCES    QUI     LE    SOLLICITENT. 

9.  Un  point  matériel  qui  est  soumis  à  des  forces  et  à  des  liaisons 
quelconques  peut  toujours  être  considéré  connue  libre  et  soumis  à  une 
force  unique  :  nous  nommerons  cette  force  unique  \a  force  totiile  qui 
sollicite  le  point  matériel  ;  la  résultante  de  toutes  les  forces  qui  solli- 
citent un  point  matériel  sera  \a.  force  motrice. 

Si  l'on  décompose  la  force  totale  en  deux,  l'une  suivant  la  taugeule 
à  la  courbe  décrite,  l'autre  suivant  la  normale,  la  première  sera  la 
force  tangentielle,  la  seconde  iajorce  iriflcchissante  ou  centripète.  Si 
l'on  désigne  par  m  la  masse  du  point  matériel  que  l'on  considt-re  ; 
par  V  sa  vitesse  au  bout  du  temps  t;  par  p  le  rayon  de  courbure  du 
petit  arc  décrit  dans  le  temps  dt;  la  force  tangentielle  aura  pour  me- 

sure  -^■.  elle  sera  positive  ou  négative  suivant  qu'elle  agira  dans  le 

sens  du  mouvement  ou  en  sens  contraire;  la  force  infléchissante  aura 

pour  mesure  — :  elle  tendra  à  infléchir  le  mouvement  vers  le  centre 

? 
de  courbure. 

Si  l'on  imagine  une  force  appliquée  à  un  point  matériel  suivant  la 
direction  de  sa  vitesse  et  ayant  pour  mesure  sa  niasse  multipliée  par 
sa  vitesse,  on  aura  ce  que  l'on  nomme  la  quantité  de  mouvement  du 
point  matériel. 

Relation  qui  existe  entre  l'axe  du  moment  lésnltant  des  forces 
infléchissantes  et  l'axe  du  moment  résultant  des  quantités  de 
mouvement . 

10.  Soient  o  le  point  fixe;  ni  la  masse  d'un  point  quelconque  du 
corps;  P  et  Q  sa  force  infléchissanle  et  sa  quantité  de  mouvement;  F 
et  G  les  axes  des  moments  des  forces  P  et  Q  relatifs  au  point  o;  F^  l'axe 
du  moment  résultant  des  forces  infléchissantes;  G^  Taxe  du  moment 
résultant  des  quantités  de  mouvement;  soient  d'ailleurs  Û  la  caracté- 
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ristique  du  mouvement  de  rotation;  (5„,  p  les  distances  du  point  m  au 
point  fixe  et  à  la  caractéristique;  ho  la  projection  de  po  sur  la  carac- 
téristique. On  aura,  comme  on  sait,  les  relations  suivantes  : 

V  =  ii/iï'p,     Q  =  i?iLip,     ¥T=„iiVpho,     G  =  mQ.pp„. 

Cela  posé,  menons  par  le  point  o  trois  axes  rectangulaires  ox,  oj,  oz 
tels,  que  l'axe  oz  coïncide  avec  la  caractéristique  du  mouvement  ;  que 
le  point  m  soit  dans  l'angle  xoz  ou  dans  l'angle  .roz',  02'  étant  le  pro- 
longement de  oz\  que  le  corps  tourne  des  x  positives  vers  les  y  posi- 
tives. 

Il  est  visible  que  l'axe  F  sera  toujours  situé  clans  le  plan  de  xy  et 
coïncidera  avec  l'axe  des  j-  négatives  ou  desj'  positives  [*]  suivant  que 
le  point  m  sera  dans  l'angle  xoz  ou  dans  l'angle  xoz' ;  que  la  projec- 
tion de  l'axe  G  sur  le  plan  des  .r/ coïncidera ,  dans  les  mêmes  hypo- 
thèses, avec  l'axe  des  x  négatives  ou  des  x  positives.  Donc  l'axe  F  se 
trouvera  toujours  sur  le  plan  des  xj  à  90  degrés  à  droite  de  la  pro- 
jection de  l'axe  G  sur  le  même  plan  :  d'ailleurs  cette  projection  est 
égale  ;ï 

milp  .po  —  =^  niilp  ho=  F  ■  -  : 

donc,  si  l'on  désigne  par  g,,  la  projection  de  G^  sur  le  plan  des  xy, 
cette  projection  sera  située  à  90  degrés  à  gauche  de  F^,  et  l'on  aura 

ff.  =  F,  •  -      ou      F,  =:ij,  .û. 

Donc  Fr  est  parallèle  à  la  vitesse  de  l'extrémité  de  l'axe  G^  et  égale  à 
cette  vitesse;  donc,  lorsqu'un  corps  solide  tourne  autour  d'un  point 
fixe,  l'axe  du  moment  résultant  des  forces  infléchissantes  est  repré- 
senté en  grandeur  et  en  direction  par  la  vitesse  du  point  du  corps  situé 
à  l'extrcmité  de  l'axe  du  moment  résultant  des  quantités  de  mouve- 
ment, le  centre  des  moments  étant  le  point  Jixe. 


(*]   Suivanl  uos  conventions,  le   nionimt   il'iinr   foiri'   ttnd   tmijoiirs   .1   tourtirr  île 
Lraurlic  ;'i  droiu:  autour  de  son  axi . 
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Détermination  île  l'axe  ilii  ninnient   résuilnut  dex  quantités 
de  inoiwement . 

11.  Soient  Q.  la  caractéristique  du  mouvement;  m  la  masse  d'iui 
point  quelconque  du  corps;  p  sa  distance  à  la  caractéristique;  <  ,j^,  r 
ses  trois  coordonnées  par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires  menés 
par  le  plan  fixe  et  assujettis  aux  conditions  exprimées  au  n"  5;  /j,  '/,  / 
les  trois  composantes  de  la  caractéristique  suivant  les  axes  ties  x^ 
y,  -• 

Si  Ton  imagine  que  l'on  ait  mené  par  le  point  m  une  droite  égale, 
parallèle  et  contraire  à  la  caractcribtique,  il  est  visible  que  Taxe  du 
moment  de  cette  droite  considérée  comme  une  force  sera  égal  et  pa- 
rallèle à  la  vitesse  du  point  m\  d'où  il  suit  que  les  projections  de  la 
vitesse  du  point  m  sur  les  axes  des  .r,  v,  z  seront  respectivement, 
d'après  la  formule  du  n"  5,  qz  —  ry ,  i-x  — pz,  py  —  (/.t;  que  l'axe 
du  moment  de  la  quantité  de  mouvement  du  point  m  aura  pour  pro- 
jections sur  les  mêmes  axes  les  quantités 

m[{<iz  -  rj)  z  —  [pr  —  qx,jc], 
m\{rx'  —  pz)  .X  —  [qz  —  rj)  j]- 
Si  nous  posons,  poiu-  abréger. 

2/«(7-^+  ;^)  =  A,     2wfi-^  +  a-^)  =  B,      linix^-^  }■■')  =  {:., 
liiijz=D,  lmzx=E,  lu!xj^=Y, 

la  sommation  indiquée  par  le  signe  2  s'étendant  à  tous  les  points  i\m 
corps,  et  si  nous  désignons  par  L,  M,  N  les  projections  de  l'axe  du 
moment  résultant  des  quantités  de  mouvement  sur  les  axes  des  .r. 
j,  z,  on  aura 

(i)  L  =  A/7- F7- £/■,     M=:Bf/- D/-F/J,     IN  =  Cr- E/>  —  D7. 

Ces  trois  projections  suffisent  pour  déterminer  à  chaque  instant  la 
grandeur  et  la  direction  de  l'axe  du  moment  résultant  des  quantités 
de  mouvement. 
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Comment  varie  le  moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  à  un  axe 
dont  la  position  change  sans  cesser  de  passer  par  le  point  fixe. 

12.  Si  l'on  appelle  k  le  moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  à 
l'axe  instantané,  kH  sera  l'axe  du  moment  résultant  des  quantités  de 
mouvement  estimé  suivant  la  caractéristique,  et  l'on  aura  la  relation 

Ai>  =  l/  +  M?  +N-, 
a  a  a 

ou  bien,  en  observant  que  û"  =  /)-  -i-  q-  -\-  /-, 

(  2  ;  k  <  p-  -f-  (y2  4-  r^  >)  _  J^^,  _i_  IVT  7  -J-  N  ; 

Si  dans  cette  relation  on   considère  p,q,  r  comme  les  coordonnées 
d'un  point  variable  de  la  surface  représentée  par  l'équation 

L/j  -t-  Mr/  +  Nr  =  !  . 

ou.  ce  qui  revient  au  même,  par  l'équation 

('^  A /;-  -I-  B f/-  -I-  C /  ■'  —  2 D (/»  —  a E r/)  —  2  Y pq  ^  i  ; 

et  si  l'on  désigne,  en  outre,  par  è  la  longueur  du  rayon  vec(eur  mené 
du  point  fixe  au  point  p,  q.  r.  on  aura 

kr-  =  1  ; 
d'où  résulte  cette  relation  très-simple  : 

Le  moment  d'inertie  du  corps  relatif  à  un  rayon  vecteur  quelconque 
lie  la  surface  (3)  est  en  raison  inverse  du  carré  de  ce  rajon  vecteur. 

Le  rayon  vecteur  ayant  toujours,  comme  le  moment  d'inertie,  une 
valeur  finie,  on  voit  que  la  surface  (^3)  est  nécessairement  un  ellip- 
soïde. Cet  ellipsoïde  se  nomme  Vellipsoide  central. 

L'ellipsoïde  central  jouit  de  ileux  propriétés  très-remarquables  qui 
se  démontrent  très-aisémenl  à  l'aide  des  formules  précédentes  : 

1°,  /;,  q,  r  étant  les  coordonnées  d'un  point  variable  de  la  sur- 
face (3),  si  l'on  prend  ces  quantités  proportionnelles  aux  composantes 
de  la  caractéristique  suivant  les  axes  des  r,  j,  :,  les  quantités  L, 
M,  N  seront  proportionnelles  aux  cosinus  des  angles  que  l'axe  du  plan 
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tangent  au  point  p,  7,  r  de  la  surface  (3)  fait  avec  les  axes  des  oc-,  y,  z  ; 
donc  le  plan  tangent  à  Vellipsoïde  central  au  point  où  l'axe  instan- 
tané rencontre  cette  surface  est  perpendiculaire  à  Vaxe  du  moment 
résultant  des  quantités  de  mouvement. 

•2°.  On  verra  plus  loin  que  lorsque  le  corps  n'est  sollicité  par  au- 
cune force,  la  projection  de  la  caractéristique  sur  l'axe  du  moment 
résultant  des  quantités  de  mouvement  est  une  quantité  constante; 
donc,  dans  les  mêmes  hypothèses  que  précédemment, 

L/)  +  M9  +  Nr=  H, 

H  étant  une  quantité  fixe.  Si  â  est  la  longueur  du  rayon  vecteur  qui 
aboutit  au  point  ^,  q.  r  de  l'ellipsoïde  central,  on  aura  évidemment 

^  =  A-  =  5.     ou     ii  =  c?  v/H  ; 

d'où  l'on  voit  que  la  vitesse  angulaire  du  corps  est  proportionnelle  à 
la  longueur  du  rayon  vecteur  qui  coïncide  avec  l'axe  instantané. 
Ces  propriétés  sont  plus  curieuses  que  réellement  utiles. 

13.  On  appelle  axes  principaux  du  corps  les  axes  principaux  de 
l'ellipsoïde  central.  Il  résulte  de  cette  définition  que,  si  les  axes  coor- 
donnés sont  les  axes  principaux  du  corps,  on  a 

D=:o,     E  =  o,     F  =  o; 
par  conséquent, 

L=Ar/,      M  =  kq,     TV  =  Cr, 

relations  qu'on  peut  traduire  ainsi  : 

La  projection  de  Vaxe  du  moment  résultant  des  quantités  de  mou- 
vement sur  l'un  quelconque  des  axes  principaux  du  corps  est  égale  au 
moment  d'inertie  du  corps  relatij  à  ce  dernier  axe  multiplié  par  la 
projection  de  la  caractéristique  sur  le  même  axe. 

Remarquons  que  si  le  corps  tourne  autour  d'un  axe  principal,  l'axe 
du  moment  résultant  des  quantités  de  mouvement  coïncide  avec  l'axe 
de  rotation,  et  l'axe  du  moment  résultant  des  forces  infléchissantes 
est  nul.  Ces  propriétés  pourraient  servir  de  définition  aux  axes  prin- 
cipaux; la  première  fournirait  iunnédiatement  les  moyens  de  détermi- 
ner ces  axes.  ,      ,,,,  ,  „  ,, 

Tome  XVI.  —  Septembre  iSâi .  4*3 
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Détermination  de  l'axe  du  moment  résultant  des  forces  infléchissantes . 

14.  Soient  toujours  p,  q,  r  les  composantes  de  la  caractéristique 
suivant  les  axes  des  x,  j,  z;  L,  M,  N  les  composantes  de  l'axe  du 
moment  résultant  des  quantités  de  mouvement  suivant^  les  mêmes  axes 
coordonnés;  ^  l'extrémité  de  l'axe  du  moment  résultant  des  quantités 
de  mouvement. 

Si  l'on  imagine  qu'on  ait  appliqué  au  point  jt  une  force  égale ,  pa- 
rallèle et  contraire  à  la  caractéristique,  l'axe  du  moment  de  cette  force 
sera  évidemment  égal  et  parallèle  k  la  vitesse  du  point  zs;  par  consé- 
quent, il  coïncidera  en  grandeur  et  en  direction  avec  l'axe  du  moment 
résultant  des  forces  infléchissantes,  ainsi  que  nous  l'avons  vu  au  n"  10. 
.Si  donc  nous  appliquons  au  point  ct  une  force  dont  les  composantes 
suivant  les  axes  des  x,  des  j,  des  z  soient  —  p,  —  q ,  —  r,  les  coor- 
données du  point  zs  étant  L,  M,  IS  ,  l'axe  du  moment  de  la  force  ap- 
pliquée au  point  ts  aura  pour  projections  sur  les  axes  des  x,  j,  z  les 
quantités  Nç —  M r,  Lr— Np,  Mp—  Lq.  Ces  quantités  seront,  par 
conséquent ,  les  projections  de  l'axe  du  moment  résultant  des  foices 
infléchissantes. 

Si  les  axes  coordonnés  sont  les  axes  principaux  du  corps,  les  pro- 
jections de  l'axe  du  moment  résultant  des  forces  hifléchissantes  seront 
respectivement 

{C-B)qr,     {\-C)rp,     {B-\)pq. 

Équations  du  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  Jixe. 

15.  Dans  tout  système  de  forces  il  y  a  équivalence  entre  les  forces 
motrices  et  les  forces  totales,  ou  bien  entre  les  forces  motrices  d'une 
part,  les  forces  tangentiellcs  et  infléchissanles  d'autre  part.  Donc,  dans 
le  cas  dont  il  s'agit,  lorsque  les  points  d'application  des  forces  sont 
invariablement  liés  entre  eux,  le  moment  résultant  des  forces  motrices 
par  rapport  à  un  axe  quelconque  [*]  est  égal  à  la  somme  des  moments 

[  *]  Nous  appelons,  suivant  l'usage,  moment  d'une  force  par  rapport  à  une  droite  le 
moment  de  la  projection  de  la  force  sur  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite,  le  plan  et 
la  droite  passant  par  le  centre  des  moments. 
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résultants  des  forces  tangentielles  et  infléchissantes  par  rapport  an 
inènie  axe. 

Évaluons  chacun  de  ces  moments  au  bout  du  temps  t  par  rapport  à 
trois  axes  rectangulaires  ox^  oj,  oz  menés  par  le  point  fixe  o;  nous 
supposerons  que  ces  trois  axes  sont  fixes  dans  le  corps,  et  assujettis 
aux  conditions  exprimées  au  n"  5. 

Moments  résultants  des  forces  motrices.  Nous  avons  enseigné,  dans 
le  §  I",  à  évaluer  le  moment  résultant  d'un  système  quelconque  de 
forces  appliquées  à  lui  corps  solide  par  rapport  à  ime  droite  donnée: 
nous  pouvons  donc  supposer  que  les  moments  résultants  des  forces 
motrices  qiU  solliciieut  le  corps  au  bo\it  du  temps  t  par  rapport  aux 
axes  ox,  oj,  oz  sont  connus  et  représentés  par  P,  Q,  R. 

Moments  résultants  des  forces  tangentielles .  Si  l'on  appelle  L,  M,  N 
les  moments  résultants  des  quantités  de  mouvement  au  bout  du 
temps  t  par  rapport  aux  axes  ox ,  oy,  oz,  il  est  évident  que  les  mo- 
ments résultants  des  forces  tangentielles  par  rapport  aux  mêmes  axes 

.      ,  .  dL      dM     rfN 

seront  expnmes  respectivement  par  — -•.  -j-i  —r- 

Moments  résultants  des  forces  infléchissantes.  Si  l'on  appelle /j,  (y.  / 
les  composantes  de  la  caractéristique  au  bout  du  temps  t,  les  mo- 
ments résultants  des  forces  infléchissantes  par  rapport  aux  axes  ox , 
OJ ,  oz  seront  exprimés  respectivement,  comme  nous  l'avons  vu  ais 
n°  14,  par  les  quantités  Ny  —  Mr,  Lr  —  N/7,  Mp  —  Lcj. 

Cela  posé,  on  aura,  conformément  à  ce  qui  a  été  dit,  les  équations 
suivantes  : 

(4)  {^=^-^^^''-N^ 


R 


=  _^Mr-Lr^. 


Ces  équations,  jointes  aux  équations  (i),  feront  connaître  p,  cj,  r. 

Déterminons  maintenant  la  position  des  axes  ox,  oj,  oz  mobiles 
avec  !e  corps  par  rapport  à  trois  axes  fixes  o.r,,  o/,,  oz,  ;  à  cet  elfet, 

46,. 
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PL-marquons  que  le  corps  tournant  autour  de  l'axe  instantané  pendant 
l'instant  dt  avec  une  certaine  vitesse  angulaire  occupe  à  la  fin  de  cet 
instant,  par  rapport  à  l'un  quelconque  des  axes  fixes  ox^,  oj^,  oz,, 
la  même  position  que  si  le  corps  était  resté  fixe  et  que  l'axe  fixe  eût 
tourné  autour  de  l'axe  instantané  avec  une  vitesse  de  rotation  égale 
et  contraire  à  celle  qu'avait  le  corps. 

Donc,  si  l'on  prend  sur  l'un  des  axes  ox,,  oj,,  oz,  un  point  quel- 
conque m',  et  qu'on  mène  par  ce  point  une  droite  égale  et  parallèle  a 
la  caractéristique,  l'axe  du  moment  de  cette  droite  (considérée  comme 
une  force)  sera  égal  et  parallèle  à  la  vitesse  de  ce  point;  donc,  si  l'on 
appelle  x',  j' ,  z'  les  coordonnées  du  point  m'  par  rnppoi  i  aux  axes 
nx,  ojr,  oz,  on  aura  les  relations 

tW  ,  , 

lu  =  'y   -  <?"  ' 

(5)  '^-=/,z'-,-x, 

dz'  ,  , 

—  r=  r/x  -  pq  . 

Au  moyen  de  ces  relations  on  aura  la  position  de  chacun  des  axes 
nxt,  ojy,  oz^  par  rapport  aux  trois  axes  principaux,  et,  par  consé- 
quent, la  position  de  chacun  des  axes  principaux  par  rapport  aux 
trois  axes  fixes  ox^,  o/,,  oZi.  Les  équations  (5)  étaient  déjà  connues, 
mais  on  n'y  était  parvenu  que  par  des  combinaisons  d'équations  plus 
ou  moins  pénibles. 

Examen  du  cas  où  l'on  a  à  la  fois  P  =  o,  Q=o,   R=:o. 

16.   Dans  le  tas  particidier  où  l'on  a  à  la  fois 
P  =  o,     Q  =  o,      R  =  o, 

c'est-à-dire  dans  le  cas  où  les  forces  motrices  se  font  équilibre  autour 
du  point  fixe,  le  problème  qui  a  pour  objet  la  détermination  du  mou- 
vement du  corps  peut  se  résoudre^  plus  simplement  que  par  les  équa- 
tions (i),  (4)  et  (5). 

En  effet,  en  prenant  pour  les  axes  mobiles  ox,   oy,  oz  les  axes 
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principaux  du  corps,  on  a  d'abord 

A|  =  (B-C)<?r, 

(6)  (B§  =  (C-A)/-;,, 

;J  =  (A-B)/.</. 

On  déduit  immédiatement  de  ces  équations  les  deux  suivantes  : 
A/j='-4-Bf/^  +  Cr=  =  H, 


(7) 


H  et  K  désignant  deux  constantes  arbitraires. 

La  première  de  ces  relations  exprime  que  l'axe  du  moment  résul- 
tant des  quantités  de  mouvement  est  constant  en  grandeur.  Il  est 
facile  de  voir,  à  priori,  que  cet  axe  est  constant  non-seulement  en 
grandeur,  mais  encore  en  direction.  En  effet,  l'axe  du  moment  résul- 
tant des  quantités  de  mouvement  se  compose  à  chaque  instant  avec 
l'axe  du  moment  résultant  des  forces  totales  pour  former  l'axe  du  mo- 
ment résultant  des  quantités  de  mouvement  qui  a  lieu  l'instant  d'après. 
Or,  puisque  les  forces  motrices  se  font  équilibre,  les  forces  totales  se 
font  aussi  équilibre;  donc  l'axe  du  moment  résultant  de  ces  dernières 
est  nul  à  chaque  instant;  donc  l'axe  du  moment  résultant  des  quan- 
tités de  mouvement  est  constant  en  grandeur  et  en  direction.  On 
l'appelle,  par  ce  motif,  Vaoce  invariable.  Le  plan  mené  par  le  point 
fixe  perpendiculairement  à  l'axe  invariable  est  le  plan  invariable . 

La  seconde  des  relations  (7),  mise  sous  la  forme 


hp 

B^              C/ 

H 

kT 

■P-^^'i+K- 

'■  =  K 

exprime  que  la  projection  de  la  caractéristique  sur  l'axe  invariable  est 
une  quantité  constante  [*J.  comme  nous  l'avons  dit  au  n'^'  12. 


[*]  Cette  relation  peut  aussi  se  démontrer  directement.  En  effet,  puisque  les  forces 
totales  se  font  équilibre,  l'axe  du  moment  résultant  des  forces  tangentiellcs  est  égal  et 
contraire  ;\  l'axe  du  moment  résultant  des  forces  infléchissantes;  or  ce  dernier  est  per- 
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Les  équations  (7),  combinées  avec  une  des  équations  (6),  donneront 
les  valeurs  de  p,  q,  r.  On  déduit,  en  effet,  des  équations  (7)  : 


(8) 


^      /K^  — Cl 


CH  +  (C  — A)A/?' 


B  — Cj.B 


/  K'  —  BH  -t-  (  B  —  A  j  A/J- 

V  '        ;c  — B).c 


En  substituant  ces  valeurs  dans  la  première  des  équations  (6),  on  la 
met  sous  la  forme 

.    ,  .  ±s^BCArf/j 

(9)  ^^- 


V/[A/)^A  —  C)  +  CH  —  K.-JlApMB  —  A)-l-f:'  —  KH] 

Au  moven  des  Tables  des  fonctions  elliptiques  on  trouvera  facilement 
la  valeur  de  p,  qui  correspond,  dans  cette  équation,  à  une  valeur 
donnée  de  t;  connaissant  p,  les  équations  (8)  donneront  les  valeurs 
de  q  et  r. 

Les  équations  (6)  et  les  valeurs  initiales  de  p,  q,  r  feront  cesser 
complètement  l'ambiguïté  du  double  signe  ±  dans  les  équations  (8) 

et  (9)- 

Il  reste  à  trouver  la  position  des  axes  principaux  au  bout  du  temps  t. 
A  cet  effet,  menons  par  le  point  fixe  trois  axes  fixes  dans  l'espace  oa*, , 
njf,  oz,,  dont  le  premier  coïncide  avec  l'axe  invariable;  appelons  9 
l'angle  que  l'axe  ox  fait  avec  l'axe  ox,,  c'est-à-dire  avec  l'axe  inva- 
riable; <^  l'angle  que  la  projection  de  l'axe  ox  sur  le  plan  des  j-,.  z, 
fait  avec  l'axe  des  j^,,  cet  angle  étant  compté  des  j,  positives  vers 
les  z^  positives.  Il  est  évident  que  ces  deux  angles  détermineront  com- 
plètement la  position  de  l'axe  ox. 

pendiculairc  à  la  caractéristique;  donc  l'autre  l'est  aussi  ;  donc  on  a  la  relation 

Atip.p  -hBdf/ .  q  -{-  Cdr.  r^  O, 
ou,  ce  (|ui  revient  au  même, 

\p.dp  -\-\iq.(lq  -f-  C r  (lr=:o. 

Donc  la  composante  élémentaire  dont  les  projections  sur  les  axes  principaux  sont 
li/j ,  dq ,  dr,  est  perpendiculaire  à  l'axe  du  moment  résultant  dos  quantités  de  mouve- 
ment; donc  la  projection  de  la  caractéristique  sin-  l'axe  invariable  est  constante. 
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On  sait  déjà  que  l'axe  ox,  fait  avec  l'axe  ojr  un  angle  dont  le  co- 
sinus est  -^  ;  donc 

(.0)  cosô=^^ 

Il  reste  à  trouver  l'angle  <];•  Or,  si  l'on  désigne  par  :r,,  y,,  z^  les 
coordonnées  d'un  point  m,  situé  sur  l'axe  ox  par  rapport  aux  axes 
ojc,,  07,,  oz,,  on  aura  évidemment 

(|i  =  arc  tang  —  ; 


Yi  Zi  ^— 


Exprimons  les  deux  termes  de  cette  fraction  au  moyen  de  o,  o,  /■. 
1°.   Le  terme  j,  — '  —  z^  -^  n'est  autre  chose  que  la  projection  de 

l'axe  du  moment  de  la  vitesse  du  point  m^  sur  l'axe  des  x^  ;  or,  si  le 
point  /;.',  est  situé  sur  l'axe  ox  à  une  distance  du  point  fixe  égale  à 
l'unité,  il  est  visible  que  l'axe  du  moment  de  la  vitesse  du  point  w, 
se  trouve  à  l'intersection  du  plan  des  jz  et  du  plan  mené  par  l'axe 
ox  et  la  caractéristique;  que  sa  grandeur  est 


que,  par  conséquent,  il  coïncide  en  grandeur  et  en  direction  avec  la 
projection  de  la  caractéristique  sur  le  plan  des  y^  ■  donc  les  projec- 
tions de  l'axe  du  moment  de  la  vitesse  du  point  /«,  sur  les  axes  ox 
ojr,  oz  seront  respectivement  égales  k  o,  q,  r.  D'ailleurs  l'axe  ox    fait 

avec  les  axes  ox,  oj,  oz  des  angles  dont  les  cosinus  sont  — >  —,  — : 

K.       K.      K. 

donc  on  a 


On  a 


jr. 

dz, 

Tt 

- 

z, 

dt 

_  Bç'  +  C 
K 

r- 

2      ,      y2 

1  ^y  1 

+ 

•*( 

\  = 

I,      X,  = 

Ap 
K 
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donc 

Cela  posé, 

la  relation  (  1 1)  devient 

«'^!/_B9'4-C^' 

dt        K'  — A'/.'         ' 

ou  bien 

(it.) 

d^=^a^^-^<i^- 

Si  l'on  remplace  <i^i  par  sa  valeur  prise  dans  la  formule  (9),  cette 
équation  fera  connaître,  au  moyen  des  Tables  des  fonctions  ellip- 
tiques, la  valeur  de  tj/  correspondante  à  une  valeur  de  p,  et.  par  con- 
séquent, à  une  valeur  donnée  de  t. 

A  l'exemple  de  M.  Poinsot  et  de  quelques  savants  professeurs,  nous 
appellerons  généralement  l'angle  qu'une  droite  passant  par  le  point 
fixe  fait  avec  l'axe  invariable,  la  îiutation  de  cette  droite;  1  angle  que 
la  projection  de  cette  droite  sur  le  plan  invariable  fait  avec  un  axe 
fixe  situé  dans  ce  plan,  la  précession  de  la  droite.  (  11  serait  peut-être 
plus  convenable  d'appeler  ces  quantités  les  dislances  polaire  et  azi- 
mutale  de  la  droite.) 

Ces  définitions  admises,  désignons  par  5',  9",  0",  0  les  nutations  des 
axes  ox,  oj,  oz  et  de  la  caractéristique  ;  par  ij>',  ^",  Y ,  ^  ^^s  préces- 
sions des  mêmes  droites  comptées  à  partir  de  l'axe  des^,  et  détermi- 
nons successivement  ces  huit  quantités;  on  aura 

(l3)  COs5=-^7       COSS    =-=^,        COS&    =-— • 

Js.  l\.  K 

^Multipliant  ces  cosinus  respectivement  par  ^?  -»  -  et  ajoutant  les  pro- 
duits, la  somme  représentera  évidemment  la  nutation  de  la  caracté- 
ristique; donc 

(,4)  cos0  =  i. 

Les  raisonnements  à  l'aide  desquels  on  a  établi  l'équation  (i 2) 
conduisent  aux  relations  suivantes  : 
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Mettant  pour  dt  sa  valeur  eu  p,  ou  </,  ou  /•,  ces  équations  font  con- 
naître, à  l'aide  des  fonctions  elliptiques,  les  quantités  ^j;')  Y^  4'  • 

Pour  trouver  la  valeur  de  ¥,  on  considérera  la  pyramide  triangu- 
laire qui  a  pour  arêtes  les  axes  des  ar,,  des  x  et  la  caractéristique; 
alors  la  formule  fondamentale  de  la  trigonométrie  sphérique  donne 

sans  calcul 

p 

cos  9  cos  0 

^  '   '  sin9  sin©  AH 

On  trouverait  de  même 

COS  (M^  -  d>")  =  ^'Z^^  cot  S"  cot  0. 

Divisant  ces  deux  dernières  équations  l'iuie  par  l'autre  et  posant 

B(K'— AH)cotei'  _    . 
A  (K=  — BU)  cote"  ~      ' 

on  aura 

(16)  tang  ¥  = r-77 — -   ■     „• 

^      -^  "  sin  I'—  (î  sin  i|/ 

La  précession  de  l'axe  instantané  peut  être  déterminée  d'une  autre 
manière  qui  mérite  d'être  remarquée. 

Nous  avons  vu  que  l'axe  du  moment  résultant  des  forces  infléchis- 
santes est  toujours  représenté  en  grandeur  et  en  direction  par  la 
vitesse  de  l'extrémité  de  l'axe  du  moment  résidtant  des  quantités  de 
mouvement;  donc  il  est  perpendiculaire,  dans  le  cas  qui  nous 
occupe,  à  l'axe  instantané  et  à  l'axe  invariable;  donc  il  coïncide  avec 
l'intersection  de  deux  pians  menés  par  le  point  fixe,  l'un  perpendicu- 
laire à  l'axe  instantané,  l'autre  perpendiculaire  à  l'axe  invariable; 
donc  la  précession  de  l'axe  instantané  a  pour  mesure  l'angle  que 
l'axe  du  moment  résultant  des  forces  infléchissantes  fait  avec  sa  posi- 
tion initiale,  en  supposant  que  cette  position  coïncide  avec  l'axe 
des  7, . 

Appelons  /j,,,  q^.  r„,  Q^  les  valeurs  initiales  de  p,  q,  r,  12,  et  obser- 
vons que 

(A  -  B)>»  q'-h{A~  CYp'  r'  -f-  (B  -  C^q^r' 

=  [k'p'  -+-  B^q'-hC^r^)  {p^  +  7*  -f-  r«)  -  (A/j^  +  67=  +  C/-^)% 

Tomf  XVl.  —  Skptembre  i8"i .  '17 
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nous  aurons,  d'après  les  valeurs  que  nous  avons  trouvées  poiu'  les 
projections  fie  l'axe  du  moment  résultant  des  forces  infléchissantes 
sur  les  axes  ox,  07-,  oz, 

^Qg  ^  _  (B-C)^?,ro9/-+(C-A)'r„fo^-KA-B)V,?o/>g 

Cette  valeur  montre  qu'o/i  peut  toujours  au  mojen  des  quantités  p, 
(j,  r,  par  conséquent  au  moyen  d'une  seule  intégration,  déterminer,  à 
une  époque  quelconque,  la  position  de  Vaxe  instantané  dans  l'espace 
et  dans  le  corps. 

IV. 

MOUVEMENT    d'uN    POINT    I\IA.TÉRIEL    DANS    UN    MILIEU    RELATIF. 

17.  Le  mouvement  absolu  d'un  point  matériel  plongé  dans  lui 
milieu  relatif  peut  être  considéré  comme  composé  à  chaque  instant 
de  deux  mouvements:  du  mouvement  d entraînement,  c'est-à-dire  du 
mouvement  qu'aurait  le  point  matériel  s'il  restait  en  coïncidence  avec 
le  point  du  milieu  relatif  qu'il  occupe  actuellement,  et  du  mouvement 
relatif,  c'est-à-dire  du  mouvement  qu'il  a  dans  ce  milieu.  La  vitesse 
et  la  force  totale  correspondantes  au  mouvement  d'entraînement 
seront  la  vitesse  et  \a  force  d'entraînement;  la  vitesse  et  la  force  totale 
correspondantes  au  mouvement  relatif  seront  la  vitesse  et  la  lorce 
relatives. 

Lorsqu'un  point  matériel  est  en  mouvement  dans  un  milieu  relatif, 
si  plusieurs  quantités  a,  «',  a",..-,  b,  b\  h",...  changent  avec  la  posi- 
tion de  ce  point,  mais  les  unes  a,  a\  a",...  avec  le  mouvement  d'en- 
traînement seulement;  les  autres  b,  h',  b",...  avec  le  mouvement 
relatif  seulement;  nous  désignerons  la  dérivée  totale  d'une  fonc- 
tion u  de  ces  quantités  par  Dm;  la  dérivée  par  rapport  à  a,  a', 
a",...  qui  ne  changent  qu'avec  le  mouvement  d'entraînement,  par  D^«; 
la  dérivée  par  rapport  à  b,  h',  h",...  qui  ne  changent  qu'avec  le  mou- 
vement relatif,  par  D^m;  la  dérivée  du  second  ordre  suivant  les  in- 
dices e  et  r,  par  D,-,,  m. 

D'après  ces  notations,  on  aura,  quel  que  soit  u, 
(  1 17)  D  u  =:  Dg  u  -h  Dr  u , 

(18)  D'«  =  D,%  «-+-D,%«-f  aD.%  M. 
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Cela  posé,  soient  x^  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  matériel  m 
par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires  fixes  dans  l'espace.  Si  l'on  rem- 
place w,  dans  les  équations  (17)  et  (18),  successivement  par  x,  y.  z, 
les  trois  équations  provenant  de  l'équation  (17)  montrent  que  la  vitesse 
absolue  du  point  m  est  la  résultante  de  la  vitesse  d'entraînement  et 
de  la  vitesse  relative,  ce  que  l'on  savait  à  priori;  les  trois  équations 
provenant  de  l'équation  (18)  montrent  que  si  l'on  désigne  par  F  la 
force  totale  absolue  du  point  m  ;  par  F^  la  force  d'entraînement;  par  F, 
la  force  relative;  par  F'  la  force  qui  a  pour  projections  sur  les  axes 
des  X,  des  y,  des  z;  les  quantités 

1 D j", ,  X ,     2  D,?_  r  y-,     -i  D,", ,  ^  ; 
la  force  F  est  la  résultante  des  trois  forces  F^,  F;-  et  F'. 

Voyons  ce  que  c'est  que  F'.  Soient  o'  un  point  arbitraire  du  milieu 
relatif;  o' x\  o' y\  o' z'  trois  axes  rectangulaires  fixes  dans  le  milieu 
relatif  menés  par  le  point  o';  x\  y\  z'  les  coordonnées  du  point  m  au 
bout  du  temps  t  par  rapport  à  ces  axes;  a,  h,  c  les  cosinus  des  angles 
que  ces  mêmes  axes  font  avec  l'axe  des  x;  a.  l'ordonnée  du  point  o 
relative  au  plan  des  r,  z.  On  aura  évidemment  la  relation 

X  ^=.  a.  +  ax'  +  hy'  +  cz', 

de  laquelle  on  déduira,  en  observant  que  a,  a,  h ,  c  ne  dépendent 
que  du  mouvement  d'entraînement,  tandis  que  x\y\  z'  ne  dépendent 
que  du  mouvement  relatif, 

Dl,,  X  =  D,  fl  D,  x'+Vf.h  D,  /  +  D,  cD,  z'. 

On  auraif  une  relation  semblable  par  rapport  k  y  ex  une  autre  par 
rapport  à  z. 

Or,  si  l'on  tire  du  point  o'  une  droite  parallèle  à  la  vitesse  relative  du 
point  m  et  égale  au  double  de  cette  vitesse,  l'extrémité  m,  de  celte 
droite  aura  pour  coordonnées  les  quantités 

donc,  si  x^  est  la  valeur  de  x  correspondante  au  point  m,,  on  aura 
De.r,  =  DgK  H-  9.  D,  x'Ti^a  -^  iTi^  y-'V^^b  +  2D,.  z'D^r , 

47- 
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et,  par  conséquent, 

2  D,;^  .r  =:  Df  X,  —  De  a. 

Mais  si  l'on  observe  que  le  mouvement  irentraînement  du  point  m, 
peut  être  considéré  comme  composé  d'un  mouvement  de  translation 
égal  et  parallèle  à  celui  du  point  o'  et  d'un  certain  mouvement  de 
rotation  autour  de  ce  point,  on  en  conclura  que  la  force  F'  n'est  autre 
chose  que  la  vitesse  de  rotation  du  point  m^  autour  du  point  o' .  On 
a  donc  le  théorème  suivant  : 

La  force  totale  absolue  cjiti  sollicite  Le  point  m  est  la  lesultatite  de 
trois  forces  :  de  la  force  d'entraiiiement^  de  In  force  relative  et  d'une 
Iroisième  force  égale  et  parallèle  à  la  vitesse  de  rotation  d'un  certain 
point  m,  appartenant  au  milieu  relatif,  autour  d'an  point  arbitrait  e  o' 
de  ce  milieu,  le  point  //z,  étant  lié  aux  points  o'  et  m  par  la  condition 
(jueo'm,  soit  parallèle  à  la  vitesse  relative  du  point  m  et  égale  au 
double  de  cette  vitesse. 

A  l'aide  de  ce  théorème  on  aura  immédiatement  la  force  totale  qui 
sollicite  le  point  m  dans  le  milieu  relatif  lorsque  les  trois  autres  forces 
seront  connues. 


NOTE  I. 

Sur  la  définition  des  moments  par  rapport  à  un  point. 

Soient  O  un  point  arbitraire  d'un  corps  solide  ;  P  une  force  appliquée  à  l'un  des 
points  du  corps;  D  «ne  droite  arbitraire  située  dans  le  plan  qui  passe  par  le  point  O  et 
par  la  force  P  ;  P'  la  force  P  transportée  parallèlement  à  ellc-nièine  au  point  m  où  sa 
direction  vient  rencontrer  la  droite  D. 

Le  point  m  étant  lié  invariablement  au  point  d'application  de  la  force  P,  il  est  évi- 
dent que  la  force  P'  sera  équivalente  à  la  force  P  ;  or  la  force  P'  peut  se  décomposer,  à 
l'aide  du  parallélogramme  des  forces  ,  en  deux  autres  F  et  G  ,  l'une  dirigée  suivant  ta 
droite  inO ,  l'autre  suivant  la  droite  D:  la  première  sera  le  complément  de  la  force  G 
par  rap|)ort  à  P,  et  pourra  être  considérée  comme  agissant  au  point  O.  Pour  détermi- 
ner l'intensité  de  la  force  G  et  le  sens  dans  lequel  elle  agit ,  on  observera  que  la  droite 
qui  joint  les  extrémités  des  forces  G  et  P'  étant  parallèle  à  mO,  les  deux  triangles  qui 
ont  pour  sommet  commun  le  point  O  et  pour  bases  les  forces  G  et  P',  ou  bien  les 
forces  G  et  P,  sont  équivalents;  d'où  il  suit  que  les  forces  G  et  P  sont  en  raison  in- 
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verse  de  leurs  distances  au  point  O  :  il  est  évident,  d'ailleurs,  que  la  force  G  tend  tou- 
jours à  tourner  autour  du  point  O  dans  le  même  sens  que  la  force  P. 

Donc  la  force  P  peut  toujours  se  décomposer  en  deux  autres  F  et  G  :  l'une  appli- 
quée au  point  0,  l'autre  suivant  la  droite  D  :  la  première  est  le  complément  de  la 
force  G  par  rapport  à  la  force  P  ;  la  seconde,  comparée  à  la  force  P,  est  en  raison  in- 
verse de  sa  dislance  au  point  O  et  tend  à  tourner  dans  le  môme  sens  autour  de  ce  point. 

Nous  avons  suppose  que  la  direction  de  la  force  P  rencontrait  la  droite  D;  si  elle  lui 
était  parallèle,  la  même  loi  de  décomposition  subsisterait  encore,  car  cette  loi  existe, 
quelque  petit  que  soit  l'angle  de  la  force  P  avec  la  droite  D,  par  conséquent  lorsque 
cet  angle  est  égal  à  zéro.  On  peut,  au  reste,  le  démontrer  directement  d'une  manière 
très-facile  à  l'aide  d'une  double  décomposition  ;  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

Lorsqu'on  suppose  la  droite  D  distante  du  point  O  d'une  quantité  égale  à  l'unité, 
la  force  G  est  égale  au  produit  de  la  force  P  par  sa  distance  au  point  O.  Dans  cette 
hypothèse,  nous  ajipelons  la  force  G  le  moment  de  la  force  V  par  rapport  a.n  point  O. 

Nous  rentrons  ainsi  dans  la  notion  des  moments,  telle  que  l'avait  conçue  Galilée. 
«  Galilée ,  dit  Lagrange  dans  la  première  section  de  la  Mécanique  analytique,  entend 
»    ])ar  moment  d'un  poids  ou  d'une  puissance  appliquée  à  une  machine,  l'effort,  l'ac- 

•  tion,  l'énergie,  Vimpetus  de  cette  puissance  pour  mouvoir  la  machine,  de  manière 

•  qu'il  y  ait  équilibre  entre  deux  puissances  lorsque  leurs  moments  |)our  mouvoir  la 
»  machine  en  sens  contraires  sont  égaux.  Je  ne  vois  pas,  ajoute  Lagrange  ,  pounpioi 
D  on  a  abandonné  cette  notion  pour  y  on  substituer  une  autre  q.ui  exprime  seulement 
»   la  valeur  du  moment  dans  certains  cas.  >> 

Nota.  La  notion  des  moments,  considérés  comme  efforts,  pei\t  facilement  être  ap- 
pliquée à  un  système  assujetti  à  des  liaisons  complètes  quelconques  ;  elle  donne  lieu  à 
une  démonstration  très-simple  du  principe  des  vitesses  virtuelles.  (  Foi'r  les  Mémoires 
de  l'Académie  des  Sciences  de  Toulouse,  année  i85o.) 


NOTE  II. 

Sur  une  autre  démonstration  de  la  loi  suivant  laquelle  vaiie  l'axe  du 
moment  résultant  lorsqu'on  déplace  le  centre  des  moments. 

Soient  o  et  o'  l'ancien  et  le  nouveau  centre  des  moments;  m  un  point  auquel  est  ap- 
pHquée  la  force  P  ;  ///  un  point  tel  ,  que  la  figure  on' mm'  soit  un  parallélogramme  ayant 
om  pour  diagonale  ;  P',  Q'  deux  forces  égales  et  parallèles  à  la  force  P  ap]iliquées  avix 
points  m',  o'. 

Si  du  point  o  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  forces  P,  P',  Q',  ces  perpendi- 
culaires feront  évidemment  entre  elles  les  mêmes  angles  que  les  axes  des  moments 
de  CCS  forces,  et  seront  ])roportionnellcs  à  ces  axes.   D'ailleurs,  ces  perpendiculaires 
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étant  les  projections  s-ur  un  même  plan  des  droites  om,  om' ,  oo'  qui  forment  la  diagonale 
et  les  côtés  d'un  parallélogramme,  il  est  clair  que  la  première  de  ces  perpendiculaires  est 
la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  les  deux  autres;  donc  l'axe  du  moment 
de  la  force  P  est  la  résultante  des  axes  des  moments  des  forces  P',  Q' 

Mais  l'axe  du  moment  de  la  force  P'  est  égal  et  parallèle  à  l'axe  du  moment  de  la 
force  P  par  rapport  au  point  o' ,  l'axe  du  moment  de  la  force  Q'  est  l'axe  du  moment 
de  la  force  P  transportée  parallèlement  à  elle-même  au  point  o'  par  rapport  au  point  o. 

Donc,  en  considérant  à  la  fois  toutes  les  forces  qui  sollicitent  un  corps  solide,  on 
aura  le  théorème  suivant  : 

■Si  par  un  point  quelconque  de  l'espace,  on  mène  trois  droites  A,  A',  B',  l'une  égale 
et  parallèle  h  l'axe  du  moment  résultant  du  système  relatif  au  point  o,  la  seconde,  etc. 


NOTE  III. 

Sur  une  démonstration  fie  l'existence  de  Vaxe  instantané. 

La  démonstration  citée  dans  le  texte  peut  être  modifiée  comme  il  suit  :  Soient  o  le 
point  fixe;  m  un  point  quelconque  du  corps;  M  un  plan  mené  par  ce  jjoint  perpendi- 
culairement à  sa  vitesse  ;  il  passera  par  le  point  o  ,  puisque  le  point  m  décrit  un  arc  de 
cercle  autour  du  point  o.  Démontrons  que  la  vitesse  d'un  point  quelconque  m'  du 
plan  M  est  aussi  perpendiculaire  à  ce  plan  ;  il  suffit  pour  cela  ,  puisque  cette  vitesse  est 
déjà  perpendiculaire  à  om' ,  de  prouver  qu'elle  est  perpendiculaire  à  une  seconde  droite 
mm'  située  dans  le  plan  M.  Or,  quel  que  soit  le  mouvement  du  point  m'  dans  le  premier 
instant,  puisque  ce  point  reste  n  une  distance  constante  du  point  m,  on  peut  le  consi- 
dérer comme  doué  de  deux  mouvements  à  la  fois  :  d'un  mouvement  de  translation  égal 
el  parallèle  à  celui  du  point  m,  et  d'un  certain  mouvement  de  rotation  autour  de  ce 
point.  Ces  deux  mouvements  infiniment  petits  étant  l'un  et  l'autre  perpendiculaires  à 
mm' ,  le  mouvement  résultant  est  nécessairement  perpendiculaire  à  mm' . 

Donc,  si  la  vitesse  d'un  point  appartenant  à  un  plan  mené  par  le  point  o  est  perpen- 
diculaire à  ce  plan  ,  il  en  sera  de  même  des  vitesses  de  tous  les  autres  points  du  plan. 
De  là  il  suit  que  ,  si  par  deux  points  quelconques  du  corps  dont  les  vitesses  ne  sont 
pas  parallèles,  on  mène  deux  plans  perpendiculaires  à  ces  vitesses  ,  l'intersection  de  ces 
plans  sera  immobile  pendant  un  instant. 


■nmnmur-» 
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NOUVELLE 

DÉMONSTRATION    D'UN   THÉORÈME  DE   LEGENDRE; 

Par  m.  Ant.  WINCKLER, 

Professeur   h  VÉccle   Polytechnique   .le   Carlsruhe. 


T  étendre  a  trouvé  {Mémoires  de.  l'Académie  des  Sciences,  an- 
née .787.  page  358^  que  le  calcul  d'un  triangle  sphénque,  dont  les 
côtés  sont  trfs-petUs  par  rapport  au  rayon  de  la  sphère,  se  ramené 
au  calcul  d'un  triangle  rectiHgne  des  mêmes  cotes,  en  retranchant 
le  tiers  de  l'excès  sphérique  de  chacun  de  ses  angles. 

Les  dén,onstrations  connues  que  Lagrange,  dans  le  v,^  caWer  du 
Journal  de  l  École  Polrtechnicjue,  et  M.  Gauss,  dans  le  to^e  V  du 
présent  Journal,  page  .'3,  ont  donné  de  ce  remarquable  et  utde 
théorème,  peuvent  être  remplacées  avantageusement,  je  crois,  par  .a 
démonstration  élémentaire  et  plus  rapide  que  voici. 

Soient  «,  b,  c  les  côtés  et  «,  |3,  7  '^^  ^"g'^^  '*'""  ^"^"^^^  sphénque 
sur  une  sphère  dont  le  rayon  =  .  ;  désignons  par  «»,  P»,  /  les  angles 
d'un  triangle  rectiligne  des  mêmes  cotés  :  ces  côtés  a,  b,c  sont  re- 
gardés comme  des  quantités  très-petites  du  premier  ordre,  et  le  théo- 
rème de  Legendre  suppose  qu'on  néghge  les  quantités  du  quatrième 
ordre.  Or,  dans  la  formule 


développez    en    séries   les   sinus,    et    faites    les    multiplications,    en 
négligeant  les  termes  du  quatrième  ordre  et  des  ordres  supérieurs  : 
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vous  aurez 


J-' 

(a'_|_  ii^_c=—  2  bc) 

\/  -^ 

(n'-f-  t--(-  c-4-  2*r;. 

tang 


ta„g^=tang|y/,+  ^/,^^ 
et,  si  l'on  extrait  la  racine. 

tang^  =  tang|.  [i^lbc], 
ri'où  i!  suit 

a  —  a"  I    ,  .a''  a 

sui =  7;  t?c  .  sm  —  CCS  — 

20  22 

Il  résulte  de  la  que  la  différence  a  —  a"  est  du  second  ordre.  Partant . 
si  l'on  pose 

a  —  a"  =  ^  bc  sin  a", 

cette  équation  sera  exacte  aux  ternies  près  du  quatrième  ordre.  A  ce 
degré  d'approximation ,  on  aura  de  même 

jS  —  jS"  =  ^  rtc-  sin  /3°  .     y  —  y"  z=^ah  sin  y°. 

Mais  les  trois  quantités  ^c  sin  a",  «c  sin  /S",  aé  sin  7"  sont  égales  entre 
elles,  en  vertu  du  rapport  qui  lie  les  côtés  d'un  triangle  rectiligne  aux 
sinus  des  angles  opposés.  Donc  les  différences  a  —  a*,  |3  —  /S",  y  —  -y" 
sont  aussi  égales;  et  comme  leur  somme  fait  l'excès  sphérique,  cha- 
cune d'elles  en  est  le  tiers  :  de  là ,  comme  conséquence  immédiate,  le 
théorème  de  Legendre. 


rTnixw«ar- 
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MÉMOIRE 

Sur  la  théorie  des  nombres  complexes  composés  de  racines 
de  l'unité  et  de  nombres  entiers; 

Par  m.  E.-E.  KIJMMER, 

Professeur  de  Mathématiques  à  l'UniKersitc  de  lîreslaii ,  en  Silésie. 


Dans  l'état  actuel  de  la  science,  on  entend  généralement  par  nombre 
complexe  une  fonction  entière,  à  coefficients  entiers,  des  racines  irra- 
tionnelles d'une  ou  de  plusieurs  équations  algébriques  dont  les  coef- 
ficients sont  également  des  nombres  entiers.  Le  produit  de  tous  les 
nombres  complexes  qu'on  déduit  d'un  d'entre  eux  en  changeant  les 
racines  des  équations  qu'il  contient,  étant  une  fonction  symétrique 
de  ces  racines,  sera  toujours  délivré  de  toute  irrationnalité.  Ce  produit, 
qu'on  appelle  la  norme  du  nombre  complexe,  sera  donc  un  nombre 
entier;  et,  par  conséquent,  tout  nombre  complexe  sera  facteur  irra- 
tionnel d'un  nombre  entier.  De  même,  si  l'on  prend  les  coefficients 
du  nombre  complexe  pour  des  indéterminés ,  la  norme  représentera 
une  forme  homogène  d'un  certain  degré ,  du  genre  de  celles  qui  sont 
décomposables  en  facteurs  linéaires.  La  théorie  des  nombres  com- 
plexes revient,  au  fond,  à  la  théorie  de  ces  formes,  et,  à  cet  égard  , 
elle  fait  partie  d'une  des  plus  belles  branches  de  l'Arithmétique  supé- 
rieure. C'est  sous  ce  point  de  vue  que  M.  Lejeune-Dirichlet  a  fait  des 
recherches  très-générales  siu-  les  formes  de  degrés  quelconques  qui 
dépendent  des  normes  des  nombres  complexes.  Il  a  jeté  les  fonde- 
ments de  cette  théorie  en  découvrant  les  propriétés  générales  de  ces 
formes;  mais,  malheureusement,  il  n'en  a  publié  jusqu'à  présent  que 
quelques-uns  des  résultats  principaux,  en  ne  donnant  que  des  notions 
générales  sur  les  principes  nouveaux  dont  il  s'est  servi  pour  y  parve- 
nir. D'un  autre  côté,  la  théorie  des  nombres  complexes  peut  être  con- 

Tome  XVI.  —  Octobre  i85 i .  48 
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sidérée  comme  la  théorie  de  la  décomposition  des  nombres  en  facteurs 
irrationnels,  et  c'est  sous  ce  point  de  vue  qu'elle  a  un  grand  intérêt, 
aussi  bien  en  elle-même  que  pour  les  applications  nombreuses  et  im- 
portantes qu'on  en  a  faites  dans  plusieurs  questions  relatives  à  l'Arith- 
métique et  à  l'Algèbre  supérieure. 

Je  ne  traiterai,  dans  ce  Mémoire,  que  les  nombres  complexes  dont 
les  irrationnalités  sont  les  racines  imaginaires  de  l'unité  ou  de  l'équa- 
tion binôme 

genre  spécial  de  nombres  complexes,  mais  duquel  l'importance  pour 
la  théorie  générale  est  comparable  à  celle  qu'il  faut  attribuer  à  la 
solution  de  l'équation  binôme  pour  les  équations  algébriques  les  plus 
générales.  La  théorie  de  ces  nombres  complexes  a  été  depuis  longtemps 
le  sujet  de  mes  recherches,  que  j'ai  publiées  dans  les  Comptes  rendus 
de  l'Académie  de  Berlin  et  dans  le  Journal  de  RL  Crelle  [*].  En  repre- 
nant ici  cette  matière,  j'ai  en  vue  de  compléter  et  de  réunir  la  sub- 
stance principale  de  ces  divers  Mémoires  pour  en  former  un  Traité 
entier  et  continu  qui  puisse  servir  de  base  sûre  à  des  recherches  ulté- 
rieures dans  cette  partie  de  la  théorie  des  nombres.  J'ajouterai  aussi 
deux  applications  des  nombres  complexes,  dont  l'une  se  rapporte  à  la 
théorie  de  la  division  du  cercle,  l'autre  à  la  démonstration  du  dernier 
théorème  de  Fermât. 

§1- 
Définitions  et  théorèmes  préliminaires . 

Les  nombres  complexes  dont  nous  nous  occuperons  dans  ce  Mé- 
moire sont  des  fonctions  rationnelles  et  entières,  à  coefficients  en- 
tiers, d'une  racine  imaginaire  de  l'équation 

a^  =  I, 
X  étant  un  nombre  premier  impair.  A  l'aide  de  l'équation 
i -\- a -\-  a."^  -\-  . . .  +  «'-'  =  o, 

[*]  Rappelons  aussi  les  premiers  essais,  dcjîi  très-intéressants,  que  M.  Kuminer 
avait  consignes  dans  un  Mémoire  imprimé  d'abord  à  Breslaii ,  en  l844  >  «t  inséré  depuis 
au  tome  XII  du  présent  Journal.  (J.  Liouville.) 
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qui  contient   toutes  les  racines  imaginaires  de  l'équation  a^=  1,  un 
nombre  complexe  y  (a)  est  toujours  réductible  à  la  forme 


a,  a,,  a^,...,  a^_^  étant  des  nombres  entiers.  On  démontre  aisément 
que  cette  réduction  ne  pourrait  être  effectuée  que  d'une  seule  ma- 
nière; car,  si  l'on  avait 

f[c/.)  =  a  +  rt,  a  +  a^a'  +  ...  -f-  (i.^_^a,'-'^ 

et 

f[a)  —  h  -^  h^a-^  b^a}  +  ...-¥■  b^_^a^—^, 

on  en  conclurait 

a  —  b  -h  {a,  —  b,)a  +  {a^  —  b^)  a.''  -h  ...  +  {a^_^—  b^_.^)<x>~^=  o, 

équation  qui  ne  peut  pas  subsister  à  cause  de  l'irréductibilité  de 
l'équation 

I  -t-  a  -f-  a^  -f-  ...  +  «■'  —  ■=:  o. 

En  prenant  pour  a  successivement  toutes  les  racines  différentes, 
que  nous  représenterons  comme  puissances  de  l'une  d'elles  par  a,  a', 
a*,...,  a^— ',  on  obtient  les  X  —  i  nombres  complexes 

que  nous  appellerons  nombres  complexes  conjugués.  Deux  nombre» 
conjugués,  tels  quey^(a")  etj  {or"),  dont  les  racines  sont  réciproques, 
seront  appelés  nombres  complexes  réciproques . 

Le  produit  de  tous  les  nombres  conjugués 

«tant  une  fonction  symétrique  de  toutes  les  racines  de  l'équation 

I  +  a  H-  «^  -I- . . . -t-  a-*  ~'  =  o, 

se  réduit  à  un  nombre  rationnel  et  entier  qui,  suivant  M.  Lejeune- 
Dirichlet,  sera  appelé  la  norme  du  nombre  complexey^(a),  et  qui  sera 

48.. 
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désigné  par  la  lettre  N ,  en  sorte  qu'on  ait 

N/(a)=/(«)./(a^)./(a').../(a^-)- 
Il  suit  immédiatement  de  la  définition  : 

1°.  Que  les  nombres  conjugués  ont  tous  la  même  norme 

N/(a*)  =  N/(a); 

2*'.   Que  la  norme  du  produit  de  deux  ou  de  plusieurs  nombres 
complexes  est  égale  au  produit  des  normes  des  facteurs 

N[/(a).ç(a)]  =  N/(a).Nî>(a). 
La  norme  du  nombre  complexe 

J\a.)  =  a-\-a,a.  -^  a^^câ  -\-  ...  +  a.^_^a''-'^ 

est  une  fonction  homogène  du  degré  X  —  i  des  X  —  i  nombres  in- 
déterminés a,  a,,  a^,...,  nx  —  ^-  Donc  la  théorie  des  nombres  com- 
plexes est,  au  fond,  la  même  que  la  théorie  de  ces  formes,  et,  pour 
cette  raison,  elle  donne  lieu  à  des  questions  semblables  à  celles  qu'on 
connaît  de  la  théorie  des  formes  quadratiques.  Le  développement  ef- 
fectif de  la  norme  comme  forme  du  degré  X  —  i  étant  très-pénible, 
nous  pourrons  nous  en  dispenser  en  la  représentant  toujours  comme 
produit  de  facteurs  conjugués;  d'ailleurs  la  discussion  de  ces  formes 
nous  paraît  moins  simple  que  celle  des  nombres  complexes  eux- 
mêmes,  qui  en  sont  les  facteurs,  les  éléments,  pour  ainsi  dire,  et 
dont  l'analogie  avec  les  nombres  entiers  est  frappante,  comme  on 
le  verra  dans  la  suite. 

L'addition  et  la  soustraction  des  noml)res  complexes  n'offrent  au- 
cime  difficulté,  car  les  deux  nombres  complexes 

f{a)  =  a  4-  fl,  a  +  «a  a*  -H  ...  -<-  <^;_.,  a^~^ 
et 

(p{a)  =  h  -h  h,a  -{-  b.iO:^  +  ...-^  b^_^a}-'^, 

donnent  immédiatement  la  somme  et  la  différence 

/(a)  ±  y  (a)  =  «  dt  (^  +  (a,  ±:  6,  )  a  -I-  («2  =t  *a  )  «^  -t-  ■  •  • 
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Le  résultat  de  la  .nultiplicalion  des  nombres/(a)  et  y  («)  sera  tou- 
jours un  nombre  ^  (a)  de  la  forme 

^  (a)  =  c  +  c,  a  +  C2  a*  -f-  .  ■ .  -H  <-■),_,  «^ "" '' 

qui,  au  moyen  de  l'équation 

I  +  a  +  «'  +  •••+  a^-"  =  o, 
se  réduira  à 

^{a)  =  c-c,_,  +  (c.  -  6-,_ J a  +  [c,  -  c,_,)  «^  +  •  •• 

et  l'on  aura 

c  =ab^  a,_.,b,  +  a;_3è2  +  •••  +  a,b,-^, 
c,—  a,b-i-a6t  +  a;_2*2  +  ---  +  «3^;--^> 


L'addition  de  ces  équations  donne 

C-f-6',  +  C0  +  ...  +  Cj_, 
=  («  +  «.  +  «,  +  ...+  «._.)(*+^+^^-  +  -+^^-^)' 

et  la  somme  des  coefficients  du  produit  ^{a)  dans  sa  forme  réduite, 
étant  égale  à 

on  eu  conclut  ce  théorème  : 

La  somme  des  coefficients  du  produit  de  deux  nombres  complexes 
est  congrue  au  produit  des  sommes  des  coefficients  des  /acteurs  pour 

le  module  X. 

11  est  clair  que  ce  théorème  subsiste  également  pour  un  nombre 
quelconque  de  facteurs.  En  l'appliquant  aux  facteurs  conjugués  dont 
se  compose  la  norme  du  nombre 

/(a)  =  rt  -4-  fl,  a  +  «2  a^  +  ■  •  ■  +  a^_r,cc>'-\ 

pour  lesquels  les  sommes  des  coefficients  sont  toutes  égales,  on  aura 

N/(a)  =  (a  +  «.  +  «.  +  -  +  «A-.y~'     ^™°''-^^' 
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On  en  conclut  : 

Pour  que  la  nonne  d'un  nombre  complexe  soit  divisible  par  X,  il 
faut  et  il  suffit  que  la  somme  des  coejjficients  de  ce  nombre  soit  divisible 
par  X. 

Mais  si  cette  somme  n'est  pas  divisible  par  X,  on  a,  en  vertu  da 
théorème  de  Fermât , 

(rt  -1-  a,  +  «2 -4-  ...  +  a;_2)^-'^i     (mod.  X), 

et ,  par  conséquent , 

N/(a)=i     (mod.  X). 

Il  suit  de  là  cet  autre  théorème  : 

La  norme  de  tout  nombre  complexe  dont  la  somme  des  coefficients 
n'est  pas  divisible  par  X,  est  de  la  forme  linéaire  m\->i-  \. 

La  division  des  nombres  complexes  se  réduit  immédiatement  au 
cas  où  le  diviseur  est  un  nombre  entier  non  complexe.  En  effet,  <p  (a) 
étant  le  dividende  et  f{a)  le  diviseur,  on  les  multipliera  tous  les  deux 
par  f[v^)-f\ci?)  ■  •  •f{o^^~^)  et  l'on  aura  le  diviseur  N/ (a),  qui  sera 
entier.  Pour  que  f  (a)  soit  divisible  pary^(a),  il  faut  que  le  quotient 
soit  égal  k  un  nombre  entier  complexe  4*  (*)■  L'équation 

donne 

WJiT) -  '1'^")' 

(i'ou  l'on  conclut  que,  dans  le  produit 

?(«)-/V)./(a')---/(«^-'). 
développé  et  réduit  à  la  forme 

c  4-  c,  a  4-  Ca a'  -4-  ...  -h  c^_^a^-^, 

tous  les  coefficients  c,  c,,   Cj,...,   Cj_,  doivent   être  divisibles    pa 
îjy  (a),  et  cette  condition  étant  remplie,  on  aura  effectivement  ç  (  ■. 
divisible  pary(a). 
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Théorie  des  unités  complexes. 

Les  nombres  complexes  dont  la  norme  est  égale  à  l'unité  sont 
appelés  unités  complexes.  Ces  unités,  toujoiu's  infinies  en  nombre, 
excepté  le  seul  cas  de  X  =  3,  jouent  un  rôle  principal  dans  toutes  les 
questions  sur  les  nombres  complexes,  et  c'est  pour  cette  raison  que 
la  discussion  des  unités  doit  être  mise  à  la  tête  de  cette  théorie. 

D'abord  ,  il  est  visible  que 

±1,      ±a,      ±a\...,      ±a>'-' 

satisfont  à  la  définition  des  unités;  nous  les  appellerons  des  unité'i 
simples.  De  plus,  il  est  aisé  de  voir  que  le  nombre  complexe 


/■  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  non  divisible  par  X,  a  pour 
îiorme  la  fraction 

(i--a^)(i-a")(l— a^^).  .  .  [i  — a(^-')'-] 


(l_a)(i-a')(l  — a^)...(l-a^-') 


qui  se  réduit  à  l'unité.  Donc sera  aussi  une  unité  complexe,  et. 

'  I  —  a  r  '        ■ 

puisqu'une  puissance  entière  quelconque  et  le  produit  de  plusieurs 
unités  sont  toujoius  une  imité ,  il  est  clair  que 


^' {~)'~  (yy^' {^y 


sera  une  unité  pour  toutes  les  valeurs  entières  des  exposants  m,  n, 
p,  etc.  On  a  ainsi,  en  général,  une  infinité  d'unités  différentes.  Mais 
ce  qui  constitue  dans  celte  théorie  la  question  la  plus  importante 
et  en  même  temps  la  plus  délicate ,  c'est  la  représentation  de  foutes 
les  unités  sous  la  forme  la  plus  simple. 
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Nous  allons  aborder  cette  question  par  la  démonstration  du  théo- 
rème : 

Chaque  unité  complexe,  divisée  par  sa   réciproque ,   dorme  pour 
quotient  une  unité  simple. 

C'est-à-dire  E  (a)  étant  une  unité  quelconque ,  on  a  toujours 

E  («)  ^       A 

E(a-)  -''■■ 

D'abord  il  est  visible  que  ce  quotient  est  un  entier  complexe.  Nous 
pourrons  donc  poser 

g/",l   =  ip(a)=  «-h  rt,  a  -)-  aja^-i-  ...  -f- «i_,  a-*-', 

et  nous  aurons 

(p(a)  ©(a"')  =  I. 

En  effectuant  la  multiplication ,  on  trouve 

9)(a)  9)(a~')=  A  +  A,  a  +  A^a-  -i-  ...  +  A._|  a'-', 
A  =  a' +  a J -J- aj  4- . . . -4- a]  _  I , 
A,=  aa,  +  rt,  flj  -t-  aj  «3  -I-  ...  -h  a^_^  a, 
A2=  aa.2  4-  a,  «3  -+-  «j  a^  4-  ...  +  fi)_,  a,, 

Aj,_,=  ««j  _,  -h  a,a  -\-  a^a,  +  ...  ■+■  aj,_,  n^_^, 
et,  en  prenant  la  somme  de  ces  coefficients, 

A  -H  A,  -t-  Aj-+- ...  +  A;j_,  =  (a  -f-  rt,  -+-  a2  +  ...  -f-  a^_,)^ 
De  l'équation 

9  (a)(p  (a~')  =  A  -I-  A,  a  -)-  Aja'  -4-  ...  +  A^_,  a^-'  =  I 

il  suit  aussi 

A,  =  Aj  =  Aj  =:  . . .  =  A^_,     et     A  =  A4  -I-  I , 
et  de  \h 

I  -f-  X  A,  =  (a  4-  «,  -+-  rtj  -t-  ...  -t-  a^_^y 
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on 

db  I  ^  a  -I-  a,  -f-  f/o  4-  . . .  +  flj _ I      (  mod.  >,)  ; 

et,  puisque  le  nombre  complexe  cp  (a)  ne  change  pas  de  valeur  quand 
on  augmente  ou  diminue  tous  ses  coefficients  d'une  même  quantité, 
il  est  évident  qu'on  peut  prendre 

a  +  rt,  -H  «2+  ...  +  rtj_,  =  ±.  i, 

et  de  là  on  a 

A,  =  o,     A2=o,      Aj^o,...,     Aj_|:=o, 

A  =  a^  -h  a^  +  c/j  -f-  ...  -t-  «j"_,  =  I  ■ 

Mais  la  somme  des  carrés  des  nombres  entiers  a,  a, ,  o.^,...,  a^_^  ne 
pourra  jamais  être  égale  à  l'unité,  à  moins  qu'un  quelconque  d'entre 
eux  ne  soit  égal  à  l'unité  et  tous  les  autres  égaux  à  zéro.  On  a  donc 
effectivement 

E(a) 


E(a-M 


<?(«)  = 


On  conclut  facilement  de  ce  théorème,  que  toutes  les  unités  com- 
plexes peuvent  être  décomposées  en  deux  facteurs,  dont  l'un  soit 
une  unité  simple  a*,  et  l'autre  une  fonction  des  périodes  à  deux 
termes  a  -h  a~' ,  a}  +  a~^,   a?  +  a"',  etc.,  de  sorte  qu'on  a  toujours 

E(a')  =  a*[c  +  L\  (a  +  ar')  +  c^^o?  -f-  ar"^)  4-  ...-f-  t>(a/'  -f-  «-  '')], 

où  nous  avons  fait,  pour  abréger, 

A  I    

2  ^' 

Ainsi ,  pour  le  cas  de  X  =  3 ,  on  a 

E(a)  =  a*  [6-  +  c,  (a  +  a-*)], 

et ,  en  réduisant  au  moyen  de  l'équation  i  4-  a  +  «^  =  o, 

E(a)=:  a*(c  -  6',), 
d'où 

c  —  c,  =  ±  i; 

Tome  XVI.  -Octobre   i85i.  49 
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donc,  clans  ce  cas,  il  n'y  a  pas  d'autres  unités  que 

zh  I,      ±  a,      =t  cl'. 

Poin-  le  cas  de  X  =  5,  on  a 

E(a)  =  a''[c  +  c,  (a  -i-  a"' )  -i-  c,(a'''-t-  a'^')], 

et,  en  réduisant  et  mettant  pour  abréger  c  —  c^^=  t,  c^  —  0^=^  u, 

E(a)  =  a*[<  -f-  (a  +  a'')u], 

et  de  là 

E(a)E(a^)  =  a'*',i^  -  tu  -  u^). 

On  en  conclut  que  la  forme  quadratique  t"  —  tu  —  m'^  doit  être  égale 
à  l'unité,  et  connaissant  la  solution  générale  de  l'équation 

t-  —  tu  —  u"^  =  \, 

on   en   tire  toutes  les  valeurs  des  unités  complexes  pour  le  cas  de 
À  =  5,  lesquelles  peuvent  être  représentées  sous  la  forme  simple 

E(a)  =  ±ia''(a  + a^)'", 

m  étant  un  entier  quelconque  positif  ou  négatif. 

L'exemple  donné  pour  X  =  5  suffit  pour  faire  voir  ce  qu'il  faut  cher- 
cher pour  une  valeur  quelconque  du  nombre  premier  X.  Mais,  en  allant 
plus  loin,  on  est  bientôt  arrêté  par  de  grandes  difficultés  qu'on  ne 
pourra  guère  surmonter  qu'à  l'aide  de  principes  nouveaux.  Ces  prin- 
cipes, dont  nous  ferons  usage  dans  la  théorie  des  unités  complexes , 
sont  dus  à  M.  Lejeune-Dirichlet  qui  les  a  signalés  dans  une  Note 
insérée  dans  les  Comptes  rendus  de  V  Académie  de  Berlin  du  3o  mars 
de  l'année  i8.|6.  Nous  reproduirons  aussi  plusieurs  des  beaux  résul- 
tats trouvés  par  M.  Kronecker,  et  publiés  en  i845  dans  un  Mémoire 
sur  les  unités  complexes. 

Prenons  un  système  de  -^^^  unités  complexes 

6',  (a),     c,(a),     c,(a),...,     tv_,(a), 

où 

>  — I 
a  =  ) 
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qui  soient  toutes  dégagées  du  facteur  ±:  a'*,  en  sorte  qu'elles  ne  con- 
tiennent que  les  périodes  à  deux  termes  a  +  cr\  a''  4-  a~',  etc.  Ces 
unités  seront  évidemment  des  quantités  réelles  que  nous  prendrons 
toujours  comme  positives.  Cela  posé,  nous  en  composons  la  forme 

c,  (a)    '.6-o(a)     .C3[a.)    '...C-i^a)   '^      » 

où  les  exposants  /«, ,  m.,,  m^,  etc.,  sont  entiers. 

Si  cette  forme  a  la  propriété  que ,  pour  des  valeurs  différentes  des 
exposants  entiers  m^ ,  m^,  m^ ,  etc.,  elle  ne  donne  que  des  unités  réel- 
lement différentes,  ou,  ce  qui  est  au  fond  la  même  chose,  qu'elle  ne 
donne  jamais  l'unité  ordinaire  i  tant  que  ces  exposants  ne  sont  pas 
tous  égaux  à  zéro,  le  système  des  unités 

c,(a),     c\{a.),      C3(a),...,     c^-.ia), 

selon  M.  Dirichlet,  est  appelé  un  système  indépendant.  '  •■''■ 

La  condition  du  système  indépendant  que  nous  venons  d'énoncer 
revient  à  ce  que  le  déterminant  D  des  quantités  logarithmiques 

1  c,  (a),  1^2  (a),  lc3(a),...,  lc^_,(a), 

\c,{a?),         lc,(a^),         XcJm?),...,        l6V_,{a7). 
\c,{af),        lc,(a^'),         ïc.U'),-..,       lc„_,  ((77'), 


ne  soit  pas  égal  à  zéro.  ^La  lettre  y  désigne  ici,  comme  dans  les  for- 
mules suivantes,  une  racine  primitive  de  la  congruence  ■/^-'«i  (mod.  X). 
et  l'on  fait  toujours  fji  =  )• 

Pour  le  prouver,  posons 

c,(a)     Cj(a)     ...c^_,(a)   ■       =  c,  (a)    c^{a.)    ...c„_,  (a)  "-'; 

49- 
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en  divisant  par  le  second  membre  de  cette  équation,  et  faisant 

m,  —  n,  =  X,,     nij  —  71.^  =  x^,--.-, 
on  aurait 

c,  (a)  'c2faf'...c^_,(af''-'  =  i, 
et,  en  changeant  la  racine  a  en  cf?,  a^  ,...,  a?'      ,  on  aurait  de  même 

et,  en  prenant  les  logarithmes, 

JT,  1  c,(a)  -f-  X2  lc2(a)  -h  ...  +  x^—i  1  c„_,  (a)  =  o, 
X,  le,  la"'')  H-  xA  c.>  (a'')  +  ...  +  .r^_,  1  c„._,  (a'^)  =  o, 

j:,1c,  (a*''      j  +  0:2 1  Co  (a'*"      j  +  ...  +  j:^_,  1  Ca-,  (a''       )  =  o. 
En  ajoutant  ces  équations  et  observant  qu'on  a 

et  de  là 

lc*(a)-(-  \cXv))  4-  IcA^a"'')  +  ...  +  \cXaf     j  =  o, 
on  obtient  le  résultat  identique 


On  voit  par  là  qu'une  de  ces  tj.  équations,  par  exemple  la  dernière, 
peut  être  rejetée  comme  déjà  contenue  dans  les  autres  ;  on  n'aura 
donc  que  \y.  —  i  équations  différentes  à  un  même  nombre  d'inconnues 
JT,,  J^î,...,  x^_,.  On  sait  que,  si  le  déterminant  de  ce  système  n'est 
pas  égal  à  zéro,  on  n'a  que  la  seule  solution 

X,  =  o,     j:2=o,...,     j:^_,  =  0, 
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ce  qui  donne 

7M,  =  n, ,     m^  =  «21-  •  1     "î//— I  ^  fiji—i  ; 

mais  on  sait  aussi  que  le  système  a  une  infinité  de  solutions  différentes 
si  le  déterminant  est  égal  à  zéro.  Donc  le  système  des  unités 

c,(a),     c^{a),...,     c„_,"(a) 

sera  un  système  indépendant  si  le  déterminant  D  n'est  pas  égal  à  zéro, 
et  il  ne  sera  jamais  un  système  indépendant  si  D  =  o. 

C'est  un  point  principal  de  la  théorie  générale  des  unités  com- 
plexes de  prouver  qu'il  est  effectivement  des  systèmes  indépendants 
de  /x  —  I  unités.  Pour  ce  but,  nous  proposons  le  système  de  p.  —  i 
unités  conjuguées 


c 
dans  lequel  t*(a)  signifie  l'unité  spéciale 


2  (,_a/) 


D'après  le  système  exposé  ci-dessus,  ce  système  sera  indépendant  si 
le  déterminant  D  des  quantités 

lc(a),  \c(a'),  \c{a''),...,      le  (a'""'), 

IcXa-^),  \c(af),  \c{a'^),...,      le  (a'""'), 

XM"'),     IcU^"-'),     Ic(a/),...,     1.(.7-''). 

n'est  pas  égal  à  zéro.  Nous  tirerons  ce  déterminant  de  la  résolution 
effective  du  système  des  équations  linéaires 

xlc(a)  +  X,  lc(a')  +  •••  -t-  3C^-^\c\c/?       )  =  A, 
x\c  \iy?)  +  X,  1  c  [cO)  +  ...  -H  x^-i\c  («■'       )  =  A, , 

X  1  c  \a?'''     )  -H  JC,  I  c  (a'       )-)-...  +  x„_î  \c\a'       )  =  A„_a. 
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Eîï  les  ajoutant  et  faisant 

A  -H  A,  -+-  ...  -h-  Au— 2  =  —  A^ _ I , 
ail  moyen  de  l'équation 

1  c(a)  -4-  1  c  (av)  +  \c(af)  -^-  .. .  +  1  c  (a"'""')  =  o, 

on  en  déduit  encore  l'équation  suivante  qu'on  peut  regarder  comme 
complémentaire , 

jclcya.'"      )  -\-  x,\c{cx.)  -h  ...  -+-  x-f^^^lc  {(/?      )  =  A^_,. 

En  multipliant  ces  équations  par   i,  jS^*,  jS**,...,  jS^  ."— '*  respective- 
ment, fi  étant  une  racine  primitive  de  l'équation 

et  ajoutant,  on  reconnaît  facilement  que  le  premier  membre  de  cette 
somme  se  décompose  en  deux  facteurs,  et  il  en  résulte 

X  [1  c  (a)  +  P'M  c  (a')  +  |3'M  c  (a''  )  +  ...  +  P'^(/'—)*  le  (  a"'""')! 
=  A  +  /3=*A,  +.  j3**Ao  +  ...  +  /3^(/'-')^- A^_.; 

de  là,  en  posant,  pour  abréger, 

lc(a)-(-/3*Mc(a'')  -<- /3**1  c  (a"'')  -t-  . . . 

et 

A-(-/3=*A, +  ^**A,  ^...-f-  /3^(''— J*A^_,  =  iK/3»*), 

on  a 

et  de  là,  en  multipliant  par  /3^*'*  —  /3~**,  prenant 

k=  i,  2,  3,...,  fx  —  I, 
et  ajoutant,  on  trouve  la  solution  complète  du  système  propose  de5 
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équations  linéaires 


tXX/,  = 


L(P)  L(P') 


On  en  conclut  que  le  dénominateur  commun  de  toutes  les  inconnues 
T,  X,,...,  Xy,  _2  est  donné  par  le  produit 

L(i3^).L(/3^)...L(|3--^.-'). 

lequel,  dégagé  du  facteur  étranger  p.,  donne  le  déterminant  cherché 

D  =  L(P')-L(P')-L(P^).--L(p^.--^)  _ 


Ainsi  la  démonstration  de  l'indépendance  du  système  proposé  des 
unités  conjuguées 

c(ai,     c{a''),...,     c{cfy       ) 

est  réduite  à  prouver  que  l'expression 

n'est  égale  à  zéro  pour  aucune  des  valeurs 

A'  =  1,   2,   3,...,  |u,  —  1 . 

Pour  cela,  nous  renvoyons  le  lecteur  au  célèbre  Mémoire  de  M.  Le- 
jeune-Dirichlet,  inséré  dans  les  sectes  de  L'y4cadéinie  de  Berlin  de 
l'année  rSSy,  dans  lequel  il  a  démontré  le  premier  que  toute  série 
arithmétique  dont  le  premier  membre  et  la  différence  sont  sans  fac- 
teur commun,  contient  une  infinité  de  nombres  premiers  [*].  La  mé- 
thode ingénieuse  de  ce  grand  géomètre  repose  de  même  sur  cette 
proposition  dont  il  a  donné  luie  démonstration  rigoureuse  à  l'endroit 
cité.  Il  est  donc  prouvé  que  le  système  des  p.  —  i  unités  conjuguées 

c  (  a),     c  [a') ,     c  [y?)  ,...,     c  (o'7^       ) 

I*]  Une  traduction   française  de  ce  Mémoire,  par  M.  Terqiiem ,  a  paru  au  tome  l\ 
(lu  présent  Journal.  (,T.  Liouvili.e.) 
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est  un  système  indépendant,  et,  par  conséquent,  toutes  les  propriétés 
générales  des  systèmes  indépendants  que  nous  allons  expliquer,  con- 
viendront toujours  à  ce  système  remarquable. 
Revenons  au  système  général  des  [j.  —  i  unités 

c\{a),     C2(a),     C3{a),...,     6-^._,  (a), 

et  supposons  toujours  qu'il  soit  indépendant,  c'est-à-dire  que  le  dé- 
terminant D  des  logarithmes  de  ces  unités  et  de  leurs  conjuguées  ne 
soit  pas  égal  à  zéro.  Alors  nous  savons  que  toutes  les  unités  conte- 
nues dans  la  forme 

c,{a)     .Cj(a)     .C3(a)     ...c„_,  (a)   ' 

sont  diftérentes  entre  elles;  mais,  en  général,  pour  toutes  les  valeurs 
entières  positives  et  négatives  des  nombres  w,,  m^,...,  '«^— ,,  cette  forme, 
multipliée  par  l'unité  simple  ±  a*,  ne  contient  pas  toutes  les  unités 
possibles.  Pour  remédier  à  ce  défaut,  nous  ferons  abstraction  de  la 
restriction  qtie  les  exposants  doivent  être  des  nombres  entiers,  et  nous 
essayerons  d'exprimer  toutes  les  unités,  dégagées  des  unités  simples 
±.  a*,  par  la  forme 

E(a)  =  c,  (a)  ' .  Cn{a.f'  .c^{a)  \..  c^._,  (af  ""'', 

dans  laquelle  ce,,  jc„,  x^,...,  jr^_,  désignent  des  quanhtés  numé- 
riques quelconques.  En  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  de 

l'équation  proposée  et  changeant  a  en  a^,  cf?  ,...,  a^  ,  on  obtient  ce 
système  d'équations  linéaires 

.r,  le,  (a)  +  x.,\c.{a)  +  ...-l-.r^._,  !  c^_  ,  (a)  =  I  E  (a) , 

.r.  1  6-,  {a')  .+  X,  1  6-,  (a?)  +  ...  +  a-„_.  I  c„_,  («">')  =  I  E  (a'), 

.r,  I  f,  \a'      )  +  J?a  1  Cj  \â'      )  +.  .-f-  ,r^_,  I  c,^_,  \a'      )  =  \E\a'      ), 

dont  l'une,  par  exemple  la  dernière,  peut  être  rejetée  parce  qu'elle 
est  déjà  contenue  dans  les  autres.  La  résolution  de  ces  équations 
linéaires,  dont  le  déterminant  par   l'hypothèse  n'est  pas  égal  à  zéro, 
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donne  toujours  des  valeurs  finies  et  déterminées  des  inconnues  x, , 
X3,...,  X/^^i  qui  sont  indépendantes  de  la  racine  a,  parce  que  ce  sys- 
tème reste  le  même  quand  on  y  change  a  en  a*,  a'  ,  etc.  Donc  : 

Toutes  les  imités  complexes  sa?is  exception  peuvent  être  représentées 
comme  produits  des  puissances  de  p.  —  i  unités  indépendantes^  jointes 
aux  unités  simples  ±:  a.'',  en  admettant  des  exposants  numériques 
quelconques  de  ces  puissances. 

Si ,  dans  l'expression 

E  (a)  —  c^{a.)  '  .  Ci{c/.f' .  c^  [a)  '  ...  c^._,  (a)  '■'    ',  ^ 

on  sépare  les  plus  grands  entiers  contenus  dans  les  exposants,  et 
qu'on  pose 

JT,  =  W,  -I-  (?,,       JT.  =  Wa-t-  o\,...,       X^_,  =  J72„._,   +  C?^_,, 

OÙ  d*,,  c?2)--)  ^11— \  sont  renfermés  entre  les  limites  o  et  1 ,  on  a 

E(a)  =  c,  (a)     .C3(a)     ...c,,_ifa)  •<')(«)    ■c.i\a]    ...c,,-,[cc) 

Le  second  facteur  c,  (a)"' .  Cii^a.)  \..  c<,_i  (a)  '""',  que  nous  désignons, 
pour  abréger,  par  F  (a),  doit  être  une  unité  entière  complexe  aussi 
bien  que  E  (a).  Soit  donc 

F(a)  =  rt  (a  4- a"')  4- a,  (a' +  a""'') -+-... -t-rra_,  (a'''        4-a~''       j, 

et  de  la 
F  (aV  =  a  {a?  +  a"'')  -t-  «,  (a'V  a"'')  +  ...  4-  a,,^y  (a  +  «-'  ), 
F  (a'^)  =  a  (a^'  +  a"^')  +  a,[a''  +  a"'') -^  ... -^  «„_.  (a'  -+-  a' ''), 

F  (a''''     )  =  «(a'''       -f-a~'''      )  + rt,  (a -t- a"' )  +  ...  +  «„_.  (a"''      -^a""^'"     j. 

En  résolvant  ce  système  d'équations  par  rapport  aux  coefficients  a, 
ToœoXVI.  — OcTOBRB  i85i.  5o 


394  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

a,,  a^,...,  «„_,.  on  trouve  facilement 

—  À  «  =:  (2  —  a  —  a-' )  F  (a)  +  (a  —  c/?  —  oT '')  F  [&!")  ■+-... 

+  (,_a7"-_,-7''-')F(,7"-'), 
-  la,  ^{i-c^  -  a-^)  F(a)  +  (2  -  yf  _  «-"!'')  F  (a')  +  ... 

+  (2- a-  a-')v(rj?''"), 

X fl^_,  =  (2  -  «/•""'  -  rj-  v''"' )  F  (a)  +  (2  -  a  -  a-' )  F  (a^)  -f-  . . . 

Ees  quantités  2  —  a  —  a~',  %  —  ci?  —  cfT',  etc.,  sont  toutes  positives 
et  contenues  entre  les  limites  o  et  4>  car  on  a 

a  +  a~  =  2  cos  — r— 
et 


a-  =  (2  sin  ^)' 


En  considérant  que  les  ex[)osants  c?,,  o\,...,  o%_i  sont  renfermés  entre  les 
limites  o  et  i,  on  voit  aussi  que,  pour  chaque  système  donné  d'unités 

indépendantes,  les  quantités  F  (a),  F  (a'^j  ,  etc.,  ne  peuvent  surpasser 
certaines  limites  qu'on  peut  fixer  en  chaque  cas  particulier.  Il  suit  de 
laque  les  coefficients  a,  a,,  aj,...,  a^-i  sont  tous  négatifs  et  qu'ils 
sont  contenus  entre  des  limites  fixes;  et,  en  considérant  encore  que 
ces  coefficients  sont  des  nombres  entiers,  on  conclut  qu'il  n'y  a  qu'un 
nombre  fini  et  limité  de  valeurs  convenables  de  ces  coefficients,  et, 
par  conséquent,  qu'il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  d'unités,  telles  que 
F  (a). 

Le  résultat  trouvé  peut  être  énoncé  comme  il  suit  : 

6', (a),  c.j(a),...,  6'^— 1  (a)  élant  ij.  —  i  unités  i/uic'ijendûntci  et  m,  , 
/«a,  iiin,...,  /«/,_.,  tous  les  jiomhivs  ciilici  s  positifs  et  négatifs,  il  j  a  ton- 
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jours  un  nombre  fini  d'unitth  qui,  multipliées  par  les  unités  contenues 
dans  lajbrme 

±ia''c,{a)     .C'a  (a)     ...c^^,[a) 

produisent  toutes  les  unités  possibles. 
Revenons  à  présent  à  la  forme 

E  (a)  =  c,  (af  '  .  c,  (af  '  .  c,  {af'  .  .  .  c^_.  (a)  ""', 

et  supposons  que  les  exposants  x,,  a-^,...,  a:^-,  soient  déterminés  de 
manière  à  rendre  E(a)  une  unité  entière  complexe.  Elevons  à  une 
puissance  entière  indéterminée  ^^,  et  séparons  les  plus  grands  entiers 
de 

na:,  =  m,  ■+-  â,,     nx.i^=  "'3  +  <?2vî     nx^-i  =  "iij—i  +  ^,j.-ii 

de  manière  que  (?,,  â.j,...,  c?^_i  soient  tous  entre  les  limites  o  et  i  ; 
nous  aurons  ainsi 

E  (a)    =  c,  (a)      .  6-2  (a)      .  C/,_,  (a)   ■"      .  f,  (a)     .  Cj  (a)     .  . .  c,  -,  (a)  ■ 

Maintenant,  en  donnant  à  l'exposant  n  les  valeurs  i,  2,  3,  4v»  et  ainsi 
de  suite,  les  nombres  entiers  wi, ,  m^^...,  7n^_,  et  les  fractions  c?,,  (?2v> 
(?j^_,  changeront  de  valeur.  Mais,  parce  qu'il  est  démontré  que  la 
forme 

c,  (a)     ■c\{a.)     . .  .  c,,_,  ( a) ''     , 

r?(  ,  c?2,.-)  ci*/j^-i  étant  toujours  entre  o  et  i,  ne  peut  contenir  qu'un 
nombre  fini  d'unités  différentes,  il  s'ensuit  que  ce  second  facteur  se 
reproduira  nécessairement  et  qu'il  restera  le  même  poiu-  une  certaine 
suite  d'e  valeurs  de  l'exposant  n.  Soient  n  et  ri  deux  exposants  aux- 
quels appartient  le  même  second  facteur,  et  soient  /«',,  rri^^...^  '"„— , 
des  exposants  entiers  dans  l'expression  de  E  (a)" ,  on  aura 


hia)    =  c,  (a)     .(\ia}     ...c,^._,(a)   ■       •(■■,(«)     .Ci^a)    ...C—i{a)'^     , 

.  .  .  t 
5o. 


E(a)     =c,(a)      .Cj(a)      .  .  .  c„_,  (a)   ''-'  .  f,  (aj     .  r,(a)     ...<-,,_,(«) 
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et,  en  divisant, 

E(a)  =c,(a)  '  .c^{iy^  '  . . .  c„-,  (a)   ''    '       ."-■ . 

Nous  en  concluons  le  théorème  suivant  : 

//  j  a  toujours  une  certaine  puissance  entière  de  toute  unité  com- 
plexe telle,  cjue  cette  puissance  de  l'unité  complexe  puisse  être  ex- 
primée par  le  produit  de  puissances  entières  d'un  système  donné  de 
p.  —  I  unités  indépendantes. 

Le  même  résultat  peut  aussi  s'énoncer  comme  il  suit  : 

La  forme 

±a    c,  (a)     .c^[a)    .c,  (a)    . . .  6>._,(^a)  '' 

ne  contient  des  unités  entières  complexes  que  pour  des  imleurs  ration- 
nelles des  exposants  x,,  x^,...,  x,,,-,  dont  les  dénominateurs  ne  sur- 
passent pas  une  certaine  limite  fixe,  mais  pour  de  telles  valeurs  elle 
représente  toutes  les  unités  possibles. 

Ainsi,  par  exemple,  le  système  des  unités 


que  nous  avons  démontré  être  indéjiendant,  suffit  pour  représenter 
toutes  les  unités  complexes.  Mais,  comme  cette  représentation  a  l'in- 
convénient qu'elle  exige,  en  général,  des  puissances  fractionnaires 
ou  des  radicaux,  et  qu'elle  ne  donne  des  unités  rationnelles  et  en- 
tières que  pour  des  systèmes  de  valeurs  de  ces  exposants  fractioiniaires 
qu'on  ne  saurait  assigner  à  priori,  nous  aHons  en  déduire  un  autre 
système  d'unités  indépendantes  tel,  que  le  produit  de  ses  puissances 
entières  contienne  toutes  les  unités  possibles. 

Prenons  un  système  de  |x— i  unités  indépendantes 

c,  (a),     £2  (a),     £,(«),.,.,     £/._,(«). 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  897 

D'après  le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer,  certaines  puis- 
sances entières  de  ces  unités  pourront  être  exprimées  comme  puis- 
sances entières  des  unités 

c{a),     c  («■>'),      c{a'  ),...,     c{a''      ); 
)ious  pouvons  donc  poser 

£.(«)"' =  c(«)'''.c(a^r...6.(a''"~')''""', 

£,_,(«)"''-  =  c(af'"".c(avy'      ...c{ry-')  ■"-  . 

les  exposants  n,,  /z^,...,  ?î„_,  étant  des  nombres  entiers  qui  ne  surpas- 
sent pas  des  limites  finies  et  déterminées,  et  les  exposants  r{,  /■*,  etc., 
étant  également  des  nombres  entiers.  En  prenant  les  logarithmes  de 
ces  équations,  on  a 

n,\e,{a)  =  r\\c  (a)  +  r^  1  c  (a^)  +...-4-  /•,!_,  1  c  (a''""^), 

«3l£a(a)  =  r?lc(a)  + /i  lc(aV +...-+-/>_,  lc(a''''     ), 

n^_,  l£^_,(a)  =  r^~'  lc(a)  +  r't~'\  €[(/?)  -+-...-♦-  ;;II,'  \c{(yJ'       ). 

Désignons  par  la  lettre  A  le  déterminant  des  quantités 

1  £,  (a),  1  £2  (a),...,  1  £„_,  (a), 

l£.(a^),  l£,(a^),...,  )£,-(«■'), 


uM"),   u^y'^,.:,   u,_,(.f-'). 
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Soit  de  même  D  le  déterminant  des  quantités 

le  {a),  lc(a^),...,  U-(a^"~'0, 

\c{vy),  \c(ar),...,         lc{^f~'), 

le  (./-=),     le  (.7"-),...,     \c(.f-'), 
et  R  le  déterminant  du  système  des  nombres 

'  I  -,  '  2  '  •  ■  •  ?  '  u—  1 1 


En  examinant  les  expressions  des  quantités  1  s,  (a),   l£o(a),  etc.,  et 

celles  qu'on  en  tire  par  le  changement  de  la  racine  a  en  a" ,  a^  ,  etc. , 
on  reconnaît  facilement  que  le  déterminant  A  se  compose  des  deux 
déterminants  D  el  R  ;  en  effet ,  on  a 

A  =  --^l5 

Eu  excluant  tous  les  systèmes  de  valeurs  des  entiers  r^  ,  qui  donne- 
raient 

R  =  o, 
et,  par  conséquent  aussi, 

A  =  o, 

la  plus  petite  valeur  de  R,  qui  est  un  nombre  entier,  sera 

R  =  I. 

De  plus,  nous  savons  que  lo  déterminant  D  a  une  valeur  finie  et  dé- 
terminée différente  de  zéro,  et  que  les  nombres  «,,  n.^,...,  n^—, 
ne  surpassent  pas  une  limite  fixe;  nous  en  concluons  qu'il  y  aura 
toujours  une  valeur  minimum  finie  et  déterminée  de  A,  c'est-à-dire 
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que,  parmi  les  systèmes  en  noml)res  infinis  de  p.  —  1  imités  indépen- 
dantes, il  n'y  en  aura  jamais  aucun  dont  le  déterminant  A  soit  infé- 
rieur à  une  certaine  limite  finie. 

Nous  appelons  sjstème  fondamental  tout  système  indépendant  de 
/Ji  —  I  unités  pour  lequel  le  déterminant  A  a  cette  valeur  du  minimum 
dont  nous  venons  de  })rouver  l'existence.  Supposons  aussi  que  les 
unités 

£,  (a),     £2  (a),...,     £,„,_,  (a) 

représentent  un  tel  système  fondamental  dont  le  déterminant  A  ait  la 
valeur  la  moindre  possible.  Cela  posé,  nous  allons  démontrer  que  la 
forme 

±a£,(a)     .£o(a)     .  £3  (a)      ...£^_.,(a)'       , 

pour  des  valeurs  entières  des  exposants  /n,,  m^,  m^,...,  7n^_i,  donne 
toutes  les  unités  sans  exception.  En  effet,  imaginons  qu'il  y  ait  une 
unité  non  comprise  dans  cette  forme  ,  nous  savons  qu'elle  pourrait 
toujours  être  représentée  par  la  forme 

zt  a   £,  (af  '  .  z,  (a)"  .  £3  («f  •  ■  •  e._,  («)"''—, 

pour  des  valeurs  fractionnaires  de  x^,  Xj,...,  J^"//— i  ;  séparant  donc 
les  plus  grands  entiers  contenus  dans  ces  exposants,  et  faisant  comme 
ci-dessus, 

X,  =  m,  +  c?, ,     j:,  =  Wa  -f-  (?2,...,     oCi^^t  —  m/^-,  -J-  c?„_,, 

où  m,,  m„,...,  m^_,  sont  entiers  et  (?,,  c?2v;  <^,"-i  contenus  entre  o 
et  I ,  cette  unité  complexe  prendrait  la  forme 

±a  £,  (a)  .£o(r/,)  ...£,,_,(«)  '■  .  £,  (a)  .  £0  (a)  ...£^_,(a)"  ', 
et  de  là  il  suivrait  que 

£.  (af  ' .  E,  {c/.)"\..  £,,_.  (a/"—  =  E(a) 

1 
serait  encore  une  unité  entière  complexe.   Les  quantités  â,  ,  c?2,..., 

c?^_,  qui  sont  moindres  que  l'unité  ne  pourraient  pas  toutes  être  égales 

à  zéro;  supposons  donc  que  â,  soit   différent  de  zéro  et  prenons  le 
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nouveau  système  de  p.  —  i  unités 

E(a),     Sa  (a),     £3  (a),...,     £.«_.  (a). 

Le  déterminant  des  logarithmes  de  ce  système,  que  nous  désignerons 

par  A', 

lE(a),  l£,(a),  l£3  («),.•-,  l6^-,(a), 

lE(a^),  \e,{.y},  le,(,y),...,  I.,,,(a7), 


luit  immédiatement  au  déterminant  A;  car,  au  moyen  de  Téq 

iE(a)  =  (J,l  £,(a)  +  â,]e,{a)  +...+  (?^_,  1  £^_,  (a), 


et  de  celles  qu'on  en  déduit  en  changeant  a  en  a'/,  a^  ,...,  £/7  ,  on 
trouve 

A'=ât  A. 

Mais,  c?,  étant  moindre  que  i  et  différent  de  zéro,  on  en  conclut  qu'il 
y  aurait  un  système  de  |x  —  i  unités  indépendantes  à  qui  appartien- 
drait un  déterminant  A'  moindre  que  A,  c'est-à-dire  moindre  que  le 
plus  petit  de  tous,  ce  qui  serait  absurde.  Nous  avons  donc  ce  théo- 
rème important  : 

//  existe  toujours  des  systèmes  de  ^  —  i  unités  Joudnincntales 
telles,  qu'en  les  élevant  à  des  puissances  entières,  multipliant  e.t  joi- 
gnant le  facteur  ±  a*,  on  produit  toutes  les  unités  possibles,  et  qu'en 
prenant  des  combinaisons  différentes  des  exposants  on  ne  produira 
que  des  unités  vraiment  différentes. 

Le  calcul  effectif  de  systèmes  d'unités  fondamentales  étant  toujours 
très-pénihle,  nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  expliquer  les  métliodcs 
propres  à  ce  but  ;  mais  nous  terminerons  cet  abrégé  des  propriétés 
principales  des  unités  complexes  en  démontrant  qu'il  y  a  toujours 
une  infinité  de  systèmes  différents  d'unités  fondamentales,  et  en  fai- 
sant voir  le  rapport  qui  existe  entre  eux. 
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Pour  cela,  nous  prenons  les  jx  —  i  unités 

E,  (a),     EaCa),     E,{a),...,     E^_,(a), 
qui  s'expriment  par  les  unités  fondamentales 

£,(«),     i^{oc),...,     £^_,  (aj, 
comme  il  suit  : 

E,  («)  =  £,  (a)     .£j(a)     ...£^_,  (al  ''     , 

E2(a)  =  e,  (a)     .e„{a)     ...£^_,(a)''     , 


E,_,(a)  =  £,  (a)  '       .£2  (a)*       ...£^_,(a)''    ', 

où  tous  les  exposants  r^  sont  entiers.  En  prenant  les  logarithmes, 
on  a 

lE,  (a)  =  /•{  i  £,  (a)  +  r^l£a(a)  +...+  rUi  I  £/.-.  (a), 
lE2(a)  =  r^  ]£,  (a)-t-  r^  1  s^  (a)  4-. ..-4-  ?•;_,  1  £^_,  (a), 

lE„._.(a)  =  r^— le,  (a)  +  r?-' 1  £2( a) +...-+- r^lj  !£,„-,(«). 

Donc,  en  désignant,  comme  ci-dessus,  par  R  le  déterminant  des  en- 
tiers /J,  ri,  etc.,  par  A  le  déterminant  du  système  des  unités  fonda- 
mentales 

£,  (a),     £3  (a),...,     e^_,(a), 

et,  de  plus,  par  A,  le  déterminant  analogue  des  logarithmes  du  sys- 
tème E,  (a),  E2  (a),  etc.,  on  aura,  par  la  même  raison  que  ci-dessus, 

A,  =  RA. 

Ainsi,  toutes  les  fois  que  le  déterminant  R  est  égal  à  l'unité,  on  aura 

A,  ^  A, 
et ,  par  conséquent ,  le  système  des  unités 

E,(a),     Ei,(a),...,     £_„_,  (a) 

Tome  XVI.  —Octobre  i85i.  3' 
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sera  un  système  fontlaraental.  Ainsi,  d'un  seul  système  fondamental 
on  déduira  l'infinité  de  tous  les  autres  sans  exception. 

En  observant  que  le  déterminant  R  est  un  nombre  entier,  on  voit 
aussi  que  le  quotient  qu'on  obtient  en  divisant  le  déterminant  d'un 
système  indépendant  quelconque  par  le  déterminant  du  système  fon- 
damental est  un  nombre  entier. 

§  III. 

Des  périodes  des  racines  de  l'équation  i  +  a  +  a* +  ...+  a^-'  =  o 
et  de  leur  correspondance  avec  les  racines  de  congruences  ana- 
logues. 

Après  avoir  traité  le  cas  où  la  norme  d'un  nombre  complexe  est 
égale  à  l'unité,  nous  passons  à  la  discussion  générale  des  nombres 
complexes  dont  les  normes  sont  des  entiers  quelconques.  Mais  pour 
aborder  la  question  dans  toute  la  généralité  qu'elle  exige,  nous  ne 
nous  bornerons  pas  au  cas  où  les  nombres  complexes  sont  composés 
des  simples  racines  de  l'équation 


mais  nous  admettrons  aussi  qu'ils  contiennent  les  périodes  de  ces  ra- 
cines. Au  premier  aspect,  les  nombres  complexes  composés  des  pé- 
riodes paraissent  être  moins  généraux  que  ceux  qui  contiennent  les 
simples  racines;  mais,  en  considérant  que  les  périodes  qui  ne  consis- 
tent qu'en  \m  seul  terme  sont  les  simples  racines,  on  voit  que  la  dis- 
cussion des  nombres  complexes  composés  des  périodes  endjrassera 
tous  les  nombres  complexes,  tels  que  nous  les  avons  proposés  au  com- 
mencement. 

Nous  commençons  par  exposer  les  principes  du  calcul  des  périodes 
dont  nous  lèrons  usage  dans  la  suite  de  ce  Mémoire.  Soient  e  et  / 
deux  facteurs  du  nouibre  X  —  i,  en  sorte  qu'on  ait 

X—  I  =  e.f; 

soit,  comme  ci-dessus,  y  une  racine  primitive  de  la  congruence 
7'~'  ^  I     (mod.  X). 
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Cela  posé ,  les  racines  imaginaires  de  l'équation 

a^  =  I 

pourront  être  rangées  en  e  périodes  à  f  termes,  comme  il  suit  • 

Y)  —  a -h  v.    -t- a      -+-■■. +  a  , 

Y] ,  =  oi" -h  a*      -\- a!       -\-...-^a 

rii=  a    +  a.       +  a.        H-...-i-a  , 


Ces  périodes  forment  un  cycle  tel ,  qu'en  continuant  la  série 

on  aura 

et  généralement 

Le  changement   de  a  en   a'    ne  changera    pas   l'ordre  cyclique   des 
périodes,  car  au  lieu  de  la  suite 

"'!?      ■'3)5      *32j--->      »7e-iT 

on  aura  respectivement 

La  somme  de  toutes  les  périodes  étant  la  même  que  la  somme  de 
toutes  les  racines  de  l'équation 

I  -f-  a  -t-  a*  +  . . .  +  a'-  •  =:  o 

est  égale  a  l'unité  négative 

■/?  -I-  >3,  +  >3-i -»-••■-»-  >3«-.  =  —  I. 

Le  produit  de  deux  périodes  est  toujours  une  fonction  linéaire  de 
toutes  les  périodes  du  même  rang.  En  exécutant  la  multiplication  des 
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deux  périodes  y)  et  yj^t,  on  trouve 

inYtk=  n''f+  m'' Y)  -f-  m\  yj,  +  m^TOi +  ...-{-  /n*_,ï3e_,. 

En  changeant  les  périodes  ri  en  rir,  y},  en  rj^^, ,  yjj  en  17^+2,  etc.,  on  a 
aussi 

et,  en  faisant 

A=  o,   I,  2,...,  e  —  I , 

on  a  le  système  d'équations 

I       •/;^=  «/■+  »î>7  +  7n,  ■/;,  +  /«oïîa  +•••+  "'«_<  yie-i, 

(A)    /  ^1^2=  «V+  '"^  '^  "•"  '«i>îi  +  '"2'Î2  +  •••->-  ni^-t  yie-i, 

f  >3  >;_,_,  =  n^~'/  +  '?<^"'  >?  -+-  m"-'  Yj,  +  m^-'  yj.  H- . . .  +  ra^3|  r)f_, . 

Dans  ces  équations  fondamentales  pour  le  calcul  des  périodes,  les 
coefficients  «*  sont  toujours  égaux  à  zéro,  excepté  :  1°  pour  /  pair 
et  A:  =  0 ;  2°  pour  f  impair  et  A:  =  |  e;  on  a  pour  ces  deux  cas  «*  =  1 . 
Les  autres  coefficients  m^  sont  des  nombres  entiers ,  tels  que  m^  sera 
égal  au  nombre  des  valeurs  positives  et  moindres  que  f  (zéro  y  com- 
pris) de  X  etj"  qui  satisfont  à  la  conguence 

y*-^**  -+-  i  =  7^*-*^  *     (  mod .  X  ) . 

En  regardant  les  simples  racines  a,  a^,  a'  ,  etc.,  dont  chaque  pé- 
riode contient  un  nombre  /,  on  voit  que  le  produit  de  deux  périodes 
en  contiendra  f,  et  de  là  il  est  aisé  de  conclure  qu'on  aura  toujours 

«*  -f-  /n*  -f-  m]  -(-  m*  +  . . .  -H  h4-i  =  J  ■ 

Si,  dans  la  fonnule  qui  donne  le  produit  de.s  deux  périodes  y?,,  >7r*«, 
on  fait  successivement 

/■  =  0,    I,   2....,  e  —  i. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  4o5 

et  qu'on  ajoute,  on  trouve 

=  n''ef—  m*  —  m\  —  m*  —  •••  —  "^e-i? 
et  de  là 

yj'nk-^Vi  >îA+i  +  >32*7a+2  +...+  >7e_,  >3*_,  ==  «*X  —  J . 

Donc,  d'après  la  valeur  donnée  de  «*,  cette  somme  est  égale  à  —  J , 
excepté  les  cas  :  i°  f  pair  et  A:  =;  o  ;  2°  /  impair  et  A  =  i  e ,  où  cette 
somme  est  égale  à  X  —  /  . 

En  multipliant  l'expression  donnée  du  produit  de  deux'  périodes 
*3r>  >5r+*  paï"  ^r+/,j  prenant  ensuite 

r  =  o,    I,   2,. ..,   e  —  1, 

ajoutant  et  réduisant  à  l'aide  des  formules  données  ci-dessus,  on 
trouve 

y}r)kyj/,+  n,  >7a+)  yi/,-^,  -+-  'nir^k+^yih+i  +  •  •  •  +  >!e-,  /j*-,  /;/,_, 

si  f  est  un  nombre  pair; 

>3>7*»ÎA  +  »7.  >î*+i  >5a+.  -t-  1^2  >3*+2  »3a+2  +  •  •  ■  +  >3«_,  >9*_,  >3a-i 

si  y^  est  un  nombre  impair. 

Parce  que,  dans  ces  formules,  les  lettres  k  at  k  peuvent  être  échan- 
gées entre  elles,  on  en  tire  cette  propriété  remarquable  des  coefficients 
du  système  des  équations  (A), 

A  /. 

"h  =    »h  ' 

si  y  est  pair; 

si  J  est  impair. 

Une  autre  relation  du  même  genre  provient  de  l'expression  t\u  pro- 
duit ïJrïJr+A,  en  y  changeant  A-  en  e  —  A:  et  /  en  r  +  k,  et  comparant 
avec  l'expression  primitive  ,  on  trouve 
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Dans  le  système  des  équations  (A)  on  peut  considérer  comme  in- 
connues les  e  périodes,  et  ces  équations  suffiront  toujours  pour  les 
trouver  complètement.  En  effet,  l'élimination  des  périodes 

*5i)       "'îa,       ■'73  V)      *3e_. 

donnera  une  équation  du  degré  e  à  coefficients  entiers  pour  déter- 
miner la  première  période  73,  et  puisque,  évidemment,  toute  période 
peut  être  regardée  comme  première,  cette  équation  aura  nécessaire- 
ment comme  racines  toutes  les  e  périodes 

On  aura  ainsi  l'équation 

f  -  A,  J"''  +  Ajj*^-'  — Aj/'^-'h-...  ±A,.=  o, 

ilont  les  racines  sont  toutes  les  e  périodes  et  dont  les  coefficients  A, , 
A2,..,  Ae  sont  des  nombres  entiers.  De  plus,  si  dans  le  système  (A) 
on  prend  la  première  période  n  comme  connue  et  les  autres  comme 
inconnues ,  toutes  ces  équations  ne  sont  que  linéaires  par  rapport  aux 
inconnues  17,,  >72,...,  't]e~\\  6t  de  là,  en  résolvant  ces  équations,  après 
avoir  rejeté  une  quelconque  d'entre  elles  comme  superflue,  on  trou- 
vera les  périodes  yj,,  yjo,  ■i  "'îe-i  exprimées  rationnellement  par  la  pre- 
mière ïj.  Le  résultat  de  la  résolution  des  équations  (A)  pourra  tou- 
jours être  réduit  à  la  forme 

Dïî;  =  R  -f-  B,  y;  +  Bj  -rr  4-  B,  tf  -^  ...  -1-  B^_,  rf'' ., 
ou  B,  B,,  Bj,...,  Be_,  et  D  sont  entiers. 

Nous  ajoutons  encore  le  théorème  important,  que  toute  fonction 
rationnelle  et  entière  des  périodes  peut  être  représentée  comme  fonc- 
tion linéaire  de  ces  périodes.  En  effet,  au  moyen  des  équations  (A) 
on  a  le  produit  de  deux  périodes  quelconques  exprimé  comme  fonc- 
tion linéaire  de  toutes  les  périodes;  il  suit  de  là  qu'en  répétant  cette 
réduction,  on  parviendra  à  réduire  à  la  forme  linéaire  les  |)roduits  de 
plusieurs  périodes,  et,  par  conséquent  aussi  ,  toute  fonction  entière  et 
rationnelle  des  périodes.  De  plus,  il  est  aisé  de  démontrer  qu'une 
telle  fonction  ne  peut  être  ramenée  à  la  forme 

ay;  -(-  rt,  •/],  -h  c/jïjs  -t-      .  -+-  flc_,  /;<,_, 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  407 

que  d'une  seule  manière  ;  car,  si  l'on  avait  aussi 

hn  -+-  h^n^  -h  birin-^  ...  +  h^_,  YJe-i 

égal  à  la  même  fonction  rationnelle ,  ii  s'ensuivrait 

rtïj  -H  rt,  y;,  4- ...+  rte_,  Y}e-i  =  hn  +  h,ri,  -t-...^-  he_,  *:,.._,, 
et  de  là 

(n  —  h]Y)  -\-  (^r,—  b,)r]i-i-  ...  -h  (rt^._,  —  be_,  jy3^_,  =  o, 

en  exprimant  les  périodes  par  les  racines  de  l'équation 

I  +  a  +  a^  +  . . .  +  a''  -  '  ^  o, 

et  divisant  par  a,  on  aurait  une  équation  à  coefficients  entiers  du 
degré  X — 2  dont  la  racine  serait  a,  ce  qu'on  sait  être  impossible. 

Une  propriété  très-importante  de  toutes  les  équations  rationnelles 
entre  les  périodes 

'0,         ■'7(5         1^27---5         *3e-n 

c'est  de  donner  toujours  des  solutions  réelles  lorsqu'on  les  envisage 
comme  congruences  pour  une  certaine  classe  de  modules,  en  sorte 
qu'à  chaque  période  corresponde  un  certain  nombre  entier.  Cette 
correspondance  intime  entre  les  périodes  comme  raciiips  des  équatioiis 
proposées  et  les  racines  des  congruences  analogues  nous  servira  de 
base  pour  la  recherche  des  facteurs,  et  surtout  des  facteurs  premiers 
des  nombres  complexes;  c'est  pour  cette  raison  que  nous  eu  don- 
nerons ici  les   développements   nécessaires. 

D'abord  nous  expliquerons  une  amplification  de  la  détinition  des 
congruences  dont  nous  ferons  usage  dans  la  suite  de  ce  Mémoire,  qiu 
consiste  en  ce  que  nous  y  admettons  aussi  les  périodes  ( 

Le  sens  de  telles  congruences  est  fixé  comme  il  suit  : 

Deux  fondions  rationnelles  ei  entières  des  périodes  à  coefficients 
entiers  sont  censées  congrues  par  rapport  à  un  module  entier  donné 
si,  dans  leur  différence  réduite  à  lajorme  linéain- 

tous  les  coefficients  a,  a^,  n^,...,  a^-,  sont  divisibles  par  le  module 


4o8  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

Une  congruence  contenant  les  périodes  à  f  termes  équivaut  donc 
toujours  à  e  congruences  pour  des  nombres  entiers,  qui  sont  complè- 
tement déterminées  parce  qu'une  fonction  rationnelle  et  entière  des 
périodes  n'est  réductible  à  cette  forme  linéaire  que  d'une  seule  ma- 
nière. Selon  cette  définition,  on  pourra  opérer  sur  les  congruences 
qui  contiennent  les  périodes  de  la  même  manière  que  sur  les  con- 
gruences ordinaires. 

Cela  posé,  nous  partons  de  la  proposition  connue  que,  dans  le  pro- 
duit développé  de  q  facteurs, 

z (z  -  i)  (3  -  a) ...  (r  -  ry  +  i)  =  z?  -  A,  z-»-'  +  h.,  z'-''  -  ...  +  ^»^,  2, 

où  q  est  un  nombre  premier,  tous  les  coefficients  b^,  b^,  b^,....  bg^^ 
sont  divisibles  par  </,  excepté  le  dernier  é^,  qui  donne  le  reste  —  i. 
En  posant  donc 

où  y  est  un  nombre  entier,  et  négligeant  les  termes  divisibles  par  le 
module  ^,  on  aura  la  congruence 

i.j  -  >Ja)  (7  -  I  -  "'îO  (7-  2  -  ^*)  ■  •  •  ; J  -  9  +  I  -  *î*) 

=  [l  -  -^ky  -  (7  -  ""a)     (  mod.  q  ). 

Observons  aussi  que,  dans  le  développement  de  la  puissance  du  bi- 
nôme (  r  —  /}*)',  q  étant  un  nombre  premier,  tous  les  termes  sont 
divisibles  par  </,  excepté  le  premier  et  le  dernier,  d'où 

(7  —  >;*)'=7''  —  -^l    ( i"od.  (/). 

De  même,  en  élevant  le  polynôme 

Yjf,  =  a'+a'      -f- a'       -h...-hce.' 
a  la  puissance  q ,  et  rejetant  tous  les  termes  divisibles  par  q ,  on  aura 

y^l  =  «' '''  +  a' '''^'  +  «■' ^'*' '  -^...^rjril'*"-"'     ( mod.  q ) ; 
et  de  là,  en  posant  q  ^  f  (mod.  X) , 

nl  =  rn^r     (mod.</). 
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Enfin  on  a,  en  vertu  du  théorème  de  Fermât, 

y'^^y     (mod.  ^), 
d'où 

(r  —  île)  (  r  -  I  —  >?a)  ( r  —  2  -  »]*)  •  ■  •  (jr  -  7  + 1  —  v?*) 

=  >7a— >7A+r     (mod.  f/). 

Supposons  maintenant  que  /■  soit  un  multiple  de  e,  en  sorte  qu  on 
ait 

q^Y'     (mod.  X), 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

q^ ^  I     (mod.  X); 

alors,  le  second  membre  de  la  congruence  se  réduisant  à  zéro,  on  a 

(.r -->?*)  (J  —i  —  ^'a)  (J  —  2  —  >lA)---(jr  —  7  +1  —  »3a)  =  o  (mod.  q). 

En   multipliant  les   e  congruences  contenues  dans  celle-ci   pour  les 
valeurs  de 

A==o,   I,  2,...,  e  —  I, 

et  en  désignant,  pour  abréger,  par  y  {y  ]  le  produit 

{j-fi'"!  (r-il.)^J^-  rt.:)..\jr  -T,,_,\ 
on  aura  cette  congruence  pour  le  module  q" ^ 

f  („rj?(j-  1)9(7-  2)---<p(j--?  +  i)  =  o    ('"od.  7'). 

On  en  conclut  aisément  que  la  congruence 

?(j)  =  o     (mod.  7) 

aura  toujours  e  racines  réelles;  en  observant  encore  que  le  produit 
désigné  par  ç  (^)  est  exactement  le  premier  membre  de  l'équation 

y"  —  A,^''"'  +  Ajjr''"^  —  ...±  A,=  o, 

dont  les  racines  sont  les  e  périodes,  on  aura  ce  résultat  : 

JJ équation  du  degré  e,  dont  les  racines  sont  les  périodes  à  J  termes, 
prise  pour  congruence  par  rapport  à  un  module  q,  nombre  premier,  qui 
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satisfait  à  la  condition 

q-^^  I      (mod.  X), 
a  toujours  e  racines  réelles. 

Cela  étant,  nous  établissons  ce  système  de  congruences  parfaitement 
analogues  au  système  des  équations  (A)  : 

uu  ^  71  f -h  mu  -+-  /«,  u,  -i-  ...  ■+-  /7i^_,  U^_f 

uu,  s;  fi'  f  +  m*  u  +  ni\  u,  4-  . . .  +  /h^,  u^_, 
B)  j     ««2=  «'/+'"'« +  '«!«. +•••+'«!-.  "e-,         ]    (mod.  9), 

le-,  ^i  /i""'  /  +  /«''-'  u  H-  m"-*  «  +  ...+  vf-\  u,, 

où  le  module  q  soit  un  nombre  premier,  tel  qu'on  ait 

q^^  I      (mod.  X). 
L'élimination  des  e  —  i  des  inconnus 

u,       u,.       i/j,...,       U^-i 

donne  nécessairement  une  congruence  du  degré  e  qui  sera  parfaite- 
ment conforme  à  l'équation  dont  les  e  racines  sont  les  périodes, 
savoir, 

y'  —  A,  y'-'  +  Aaj^-^  —  ...±.  A^=o     (mod.  </), 

et,  puisque  cette  congruence  a  toutes  ses  racines  réelles,  on  en  tirera 
les  valeurs  réelles  des  inconnus 

U,        M,,        U._,...,        Ue-,. 

Ainsi,  le  système  des  congruences  (B)  est  toujours  résoluble  par  des 
nombres  sntiers  réels.  Observons  aussi  que,  pour  le  premier  des  in- 
connus M,  on  peut  choisir  une  quelconque  des  racines  de  cette  con- 
gruence; mais  celle-ci  une  fois  déterminée,  on  ne  pourra  plus  choisir 
arbitrairement  la  seconde,  la  troisième  et  les  autres,  puisque  l'ordre 
de  ces  racines  dépend  des  congruences  (B). 

La  conformité  des  équations  (A)  avec  les  congruences  (B)  nous 
conduit  à  la  conclusion,  que  toutes  les  réductions  et  transfortnations 
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des  fonctions  entières  des  périodes  qu'on  peut  effectuer  au  moyen  des 
équations  (A),  seront  absolument  les  mêmes  pour  les  nombres  entiers 
qu'on  obtient  en  remplaçant  les  périodes 

/;,      Y,,,      ri.,...,      rje-, 
par  les  nombres 

II,      rt,,      u.,,...,      Ue_,  , 

et,  puisque  toutes  les  équations  rationnelles  et  entières  entre  les  pé- 
riodes se  réduisent  à  des  identités  simples,  il  en  sera  toujours  de  même 
des  congruences  analogues.  Nous  avons  donc  le  tbéorème  suivant  : 

Toute  équation  /jui  ne  contient  que  des  fonctions  rationnelles  et 
entières  des  périodes  donne  immédiatement  une  congruence  quand  on 
j  remplace  les  périodes  par  les  nombres  entiers  correspondants  qui 
satisfont  aux  congruences  (B  ) . 

Par  exemple,  des  équations  données  ci-dessus  on  tire  les  con- 
gruences 

u  -+-  u,  -f-  ito  +  ...  -1-  Ug+i  ^  —  I      (mod.  q), 
et 

uUk  +  u,  u^+,  4-  «2  z<A+2  H-  ...  +  i«e_,  «A-i  ^  —f,     (mod.  q), 

excepté  les  cas  où  f  est  pair  et  A;  =  o,  ou  bien  pour  f  impair  et 
k  =:  {e,  où  cette  sonuiie  est  congrue  à  X  —  J  . 

§  IV. 

Des  facteurs  premiers  de  In  norme  d'un  nombre  complexe  quelconque. 

Une  fonction  rationnelle  et  entière  des  périodes  à  coefiicienls  en- 
tiers, c'est-à-dire  un  nombre  complexe  contenant  les  périodes,  peut 
être  considéré  comme  fonction  d'une  seule  période,  par  exemple  de 
la  première  yj ,  et,  pour  cette  raison,  nous  la  désignerons  simplement 
par  F(yî).  De  même,  le  nombre  entier  qui  en  résulte  si  l'on  remplace 
les  périodes 

n,     -1,,     Ti^,...,     ri,_, 

par  les  racines  de  congruences  analogues 

u,       u,,       Ui,...,        «e-l»  '        ' 

5a.. 
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sera  désigné  par  F  (i/V  ou,  si  l'on  prend  les  périodes 

respec^ivemcnt  correspondantes  aux  racines  des  congriiences 


le  nombre  entier  correspondant  à  F  {r,)  sera  désigné  par  F  [Ur). 

Pour  qu'un  nombre  complexe  F(y3),  contenant  les  périodes  seules, 
soit  divisible  par  un  entier  non  complexe  q^  il  est  nécessaire  et  il 
suffit  que,  dans  la  forme  linéaire  de  ce  nombre 

F  (y;)  =  ar,  -f-  a^  r,^  -f-  «o  >7,  +  ...  +  <7^_,  y;^.,, 

tous  les  coefficients  a,  a,,  a^,...,  a^-.,  aient  le  facteur  commun  q.  Mais 
cette  méthode  de  trouver  les  facteurs  entiers  non  complexes  des 
nombres  complexes  n'est  pas  bien  applicable  au  cas  d'un  nombre 
complexe  donné  comme  produit  de  plusieurs  facteurs  dont  la  multi- 
plication effective  serait  très-pénible  Peur  ce  but,  nous  ferons  usage 
de  ce  théorème  : 

Si  une  Jonction  entière  rationnelle  des  périodes  à  coefficients  entiers 
est  divisible  par  le  jacteur  premier  non  complexe  q,  qui  satisfait  à  la 
congruence 

tous  les  nombres  entiers  qu'on  déduit  de  ce  nombre  complexe  en  rem- 
plaçant les  périodes  par  des  racines  de  congruences  analogues,  seront 
divisibles  par  q.  Réciproquement ,  si  tous  ces  e  nombres  oitiers  sont 
divisibles  parq,  la  Jonction  des  périodes  dont  ils  dérivent  le  sera  aussi. 
Au  moyen  des  signes  adoptés,  ce  théorème  s'exprime  de  la  manière 
suivante  : 

5/  l'on  a 

F(/î)^o     (mod.  q), 

oii  q  satisfait  à  la  congruence 

q^^^  1      (mod.  X), 
il  s'ensuit 

F(m)  =  o,     F(«,)  =  o,     F(Ms)  =  o,...,      F(?/,._,)  =  o     (mod.  f/); 
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et,  réciproquement ,  si 

F{u)^o,     F(m,)^o,...,     F(«^_,)^o     (mod.^), 

//  s'ensuit 

F  {y])^o     (mod.  f/). 

En  effet,  supposons   F  (•/?)  réduit  à  la  forme  linéaire 

F(y;)  =  rt  vj  +  a,  y;,  +  «aïja  +  .■■  +  «e-i  ^e-i 

en  changeant  le  terme  initial   des  périodes ,   nous  aurons  en  même 
temps 

F(v5,)  =  rty],  +  a,  y52+  a^yja  +  ...  +  fl^_,  -/j, 

F  {rti)  =  arii+  a,  rj^  -+-  a^r^,  -+-  ...  +  «,,_,  )?,, 


F  (Vje-i)  =  'ïile-l   +  rt,  V5  +  C/oy;,  +  ...  +  a^_|  Ï3<._a. 

La  résolution  de  ces  e  équations,  linéaires  par  rapport  aux  coefficients, 
donne  sans  difficulté 

la,=  {-n,  -/)  F  (•/,)  +  {r,,^,  -/)  F  (-/j.)  +•••+  (>2a-,  -/)  F  ( ,;,_.), 
si  J  est  pair,  et 

^^-.^î  =  (""*  -f)'^M  +  (^*-  -/)F(y,.)  +-+  (>?*-.  -/)  F(-/,,_.), 

si  y  est  impair. 

Maintenant,  si  l'on  remplace  les  périodes  par  les  racines  des  con- 
gruences,  on  a 

F(^^r)  ^nUr+  a,  Ur+,  -+-  a^  u,_^.^  +...+  rtp_|  «,._,     (mod.  q), 

et  puisque,  F  (>;)  étant  divisible  par  f/,  il  en  sera  de  même  des  coeffi- 
cients a,  a,,  «2,...,  a^-, ,  on  en  conclut  que  le  nombre  F(w,.)  sera 
divisible  par  q  pour  toutes  les  valeurs 

/•=  o,    I  ,   2,...,   e  —  I,  .    ,,         .        ,  ^ 
De  même,  on  a  ' 

Xrt,  =  (M, -/)F(m)  -^  (m,^, -/)F(m,)  +  ---         ■ -''"•' 
-+-  [Uk-,  -f)F{u,_,)     (mod.  ).), 
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si  /   est  pair,  et  la  même  expression  est  congrue  à  Xa       ^  si  y  est 

impair;  donc,  si  l'on  a 

F(m)^o,     F(m,)^o,...,      F{Ue_,)^o     (mod.  </), 

on  anra  aussi 

«A^o     (mod  q), 

pour  foutes  les  valeurs  de 

A-  =  o,   r,  2,...,  e  —  r , 

et,  par  conséquent, 

F  (y;)  ^  o     (mod.  q) , 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

La  norme  d'un    nombre  complexe  F  [r])  qui  ne  contient  pas  les 

simples  racines  a,  a'J  ,  a?  ,  etc.,  mais  seulement  les  périodes  à  /termes 
de  ces  racines,  prise  par  rapport  aux  périodes,  sera  le  produit  des 
e  facteurs 

F(y;),     F(*,.),     F(-^,)v,     F(y;,_,), 

qui  est  toujours  un  nombre  entier.  La  norme  du  même  nombre  F  (/;), 
prise  par  rapport  aux  diverses  valeurs  de  la  racine  a,  contenue  dans 
les  périodes,  sera  composée  de  )i  —  i  =z  e  .  J  facteurs,  dont  j  'a  f  se- 
ront égaux  ;  elle  sera  donc  la  f^''"'^  puissance  de  la  norme,  prise  par 
rapport  aux  périodes.  Nous  ne  craignons  point  d'embarras  en  dési- 
gnant la  norme,  prise  par  rapport  aux  périodes,  par  la  lettre  N,  de 
même  que  la  norme,  prise  par  rapport  aux  racines  de  l'équation 

I  -(-  a  -H  «^  -h  ...  H-  a^"'  =  o. 

Donc,  en  mettant 

NF(/;)  =  F(y;).F(y;.).F(r5,)...F(yj,_,), 

et  en  substituant  aux  périodes  les  racines  des  coiigruences,  nous 
avons 

NF(ï3)  =  F(//).F(«,).F(«a)...F(;/,_,)     (mod.  q). 

Cette  congruence  doni|c  immédiatement  le  théorème  suivant  : 

Si  la  nnnnp  d'un  nombre  toniplcxe  F(y5),   compose  des  périodes 
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seules^  est  divisible  par  q,  un  des  rioiiihies 

F(«),     ¥{u,),     F  (»,),...,     FK_,) 

sera  de  même  divisible  pnrq ;  et  réciproquement,  si  l'un  de  ces  nombres 
est  divisible  pnrq,  q  sera  nécessairement  facteur  de  la  îiorme. 

Nous  allons  maintenant  discuter  les  conditions  nécessaires  pour  que 
la  norme  d'un  nombre  complexe  quelconque,  composé  des  racines 
de  l'équation 

1  +  a  -h  a-  -+-  . . .  +  a^  ""'  =  o, 

ait  un  facteur  premier  donné.  Quant  au  nombre  X,  nous  avons  trouvé 
cette  condition  dans  le  §  I"  de  ce  Mémoire,  savoir,  que  la  somme  des 
coefficients  d'un  nombre  complexe  doit  être  divisible  par  X  pour  que 
la  norme  ait  le  facteur  À,  et  réciproquement.  Tous  les  autres  nombres 
premiers  peuvent  être  rangés  selon  les  exposants  auxquels  ils  ap- 
partiennent pour  le  module  >.  [voyez  M.  Gauss,  Disquisitiones  arith- 
meticœ,  §  LU) ,  et  cette  classification  convient  parfaitement  aux  di- 
vers diviseurs  de  la  norme  dont  les  caractères  sont  intimement  liés 
aux  plus  petits  exposants  de  ses  puissances  qui  sont  congrues  à  l'unité 
pour  le  module  X.  Nous  supposons  donc,  comme  ci-dessus,  que  q 
soit  un  nombre  premier  tel  que 

q^^^  I      (mod.  X); 

mais,  désormais,  nous  ajoutons  !a  condition  que  q  appartienne  à  l'ex- 
posant f ,  en  sorte  qu'aucune  puissance  de  q  inférieure  à  la  y""^"""  ne 
soit  congrue  à  l'unité.  La  puissance  d'une  racine  primitive  /,  congrue 
à  un  nombre  q  qui  appartient  à  l'exposant  y ,  sera 

q^  7"'     (mod.  X), 

où  r  n'a  aucun  facteur  commun  avec  f  ;  car,  si  l'on  prenci 

la  condition 

qf^i 
donne 

7*^=1; 
il  suit  de  là 

lif~  o     (  mod .  X  —  I  ) , 
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et  puisque 

X  -  I  =  e/, 
on  a 

^^  o     (mod.  e)  , 
ou 

k  =  re 

et 

q^yre     (mod.  X). 

Un  voit  aussi  qu'à  cause  de  la  condition  que  </  appartienne  à  l'expo- 
sant f ,  le  nombre  r  doit  être  premier  à  J  ;  car,  si  r  et  f  avaient  un 
facteur  commun  n,  on  pourrait  poser 

r  z=  nr'     et     /  —  nf, 
on  aurait  ainsi 

qf'^y"''''^' ^y'i^—')^  i      (mod.  X), 

et  la  puissance  q-^ ,  inférieure  à  ^^  serait  congrue  à  l'unité,  ce  qui  est 
contre  l'hypothèse. 

Cela  posé,  nous  élevons  le  nombre  complexe 

y  (a)  =  rt  +  rt,  a  +  aj  a"  -I-  «3  a'  +  •  •  •  -+-  «;_2  «^"'^ 

à  la  puissance  f/.  En  rejetant  tous  les  termes  divisibles  par  q ,  nous 
aurons 

/(a)'=a''-l-  fl''^  ry.i-+-  a^^  «='+...+  a^_^a'.>-'^>i     (mod.  q). 

Donc,  en  observant  que 

a'I^a^     (mod.  q), 
on  a  la  congruence 

/(ay=/(a^)     (mod.  7), 

et,  en  répétant  la  même  opération  ,  ou  a  plus  généralement 

/(a)/=/(a''')     (mod.  7). 
Mettant  à  présent 

h  =  o,  I,  2,...,  y  —  I, 

et  multipliant  toutes  ces  congruences,  on  a 

y(a).+,+,'-^...+î^-  =  /(a)/(a?)/(aO.../(a'^"')     ("'o^.  q), 
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et,  en  prenant 

q^Y"     (  mod.  ).), 

et  changeant  a  en  a'  ,  cette  congriience  devient 

/(=.'-)'*'*''^^-^''"'-/(«'-).y('/-'"")./(«'""")...,/(»'""""")- 

Prenons  maintenant,  pour  m,  c  valeurs  incongrues  par  rapport  au 
module  e,  et  multiplions  ces  e  congruences;  nous  aurons 

[ri/(aV'")]— "--^"'^N/Xa)     (mod.,), 

où  le  signe  du  produit  11  s'étend  à  toutes  les  valeurs  du  nombre  ni 
qui  sont  incongrues  par  rapport  au  module  e.  D'où,  en  supposant 
'^/'{cx.)  divisible  par  </ . 

r  ./     ,,m\'\'-i-<l  -i-l'-i---.-t-<l'~' 

[nj[a'  )\  =o     (mod.,). 

En  élevant  à  la  puissance  ({  —  i,  multipliant  par  Uf\a.'  )  et  obser- 
vant que,  pour  tout  nombre  complexe,  l'on  a 

(f  {a)i^ ^ (f  [a)     (mod.  y), 
on  obtient  enfin 

n/(a''"')— o     (mod.  7), 

et  de  là  le  théorème  suivant  : 

Si  la  nonne  cVun  nombre  complexe  f  [v.)  est  divisible  par  q  [nombre 
premier  qui  appartient  à  l'exposant  J).  il  faut  que  le  produit  de  e  à  e 

des  >.  —  I  nombres  conjugués  représentés  par  j  y/J  ),  pour  lesquels  tu 
n'ait  que  des  valeurs  incongrues  par  rapport  au  module  e,  soit  dii'isihte 
parq. 

De  ce  théorème  il  suit  aussi,  conmie  corollaire  : 

Si  la  norme  d'un  nombre  complexe  /  (a)  est  divisible  par  un 
nombre  premier  q  qui  appartient  à  l'exposant  f,  il  faut  qu'elle  con- 
tienne ce  facteur  J  fois,  de  manière  quelle  soit  toujours  divisible 
par  qf.  n   !;,  ;  ', 

Cherchons  maintenant  les  conditions  qui  doivent  avoir  heu  entre 
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les  coefficients  du  nombre  complexe  /  (a)  pour  que  sa  norme  soit 
divisible  par  q.  On  sait  que  toutes  les  f  racines  de  l'équation 

1  +  a  +  a'^  +  ...  -)-  a'-^  =  o, 

qui  sont  contenues  dans  une  seide  période  à  /  termes,  sont  en  même 
temps  les  racines  d'une  équation  du  degré  /  de  la  forme 

rjJ  +  P,  a/"-'  +  Fj  aJ-^  + . . .  +  P,.  =  o, 

dont  les  coefficients  1',,  Po.  etc..  sont  des  fonctions  entières  et  ration- 
nelles des  périodes 

r,,      ■/;,.     V7.V'      '^ie-\- 

Au  moyen  de  cette  équation,  on  pourra  éliminer  toutes  les  puissances 
de  a  supérieures  à  a-'"'  de  l'expression  du  nombre  complexe 

J'  [a)  =  a  -h  n,  a  +  «2  a^  +  a^  a'  +  . . .  +  a^_^  cf?~'-' ; 

donc  on  aura  cette  forme 

/(a)  =?(•/?)  -h  cf.(p,  (■/?)  +  a'ç^olv?)  +...  +  ry/"'  ?/-.  (vî), 
où 

désignent  des  nombres  entiers  complexes  contenant  les  périodes  seules. 
On  voit  aussi  qu'un  nombre  complexe  donné  n'aura  jamais  deux 
représentations  difféientes   par  cette  forme. 

Cela  posé,  nous  considérons  le  produit  des  e  facteurs  : 

X  [cj  [a'    )  +  c,  /  {yf")  +  c,  J  (a^""'  )  +  ...  +  r,_,  /  («^'"'  )]. 
Kn  effectuant  la  multiplication  on  voit  que  tous  les  termes  contien- 
dront un  de  ces  produits  ll/(a''°j  où  m  a  e  valeurs  incongrues  par 
rapport  au  module  e;  donc,  en  vertu  (.\\\  théorème  que  nous  venons 
de  démonlicr,  le  produit  propr)sé  sera  divisible  par  r/  en  même  temps 
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que  N  y  (a),  quelles  que  soient  les  quantités  ' 

Prenons  pour  /  (a)  la  foi'uie 

./■(a)  =  (p{-n)  +  a(p,{r,)  +  a^"'^,  (■/;)  +  ...  +  a/->/_,  (ï;), 

et  jîour  f'[(/y),  fyj-'  j,  etc.,  les  expressions  qu'on  déduit  de  celle-ci 
en  changeant  a  en  <yJ  ,  a^  ,  etc.  Posons  de  plus 

f  -(-  Cj  +  c,  + . . .  +  <?/•_,  =  C, 

ac  ■+■  Cf.    c,  -h  ce     £-2  +  ...  +  a  c^-i  =  C,, 


2'/'  Q.-J-'  27 


/-,;. 


a}  C  +  Cf.      c„-^  v.       C2 +  ...+  «  c^_,  =  Co, 

nous  aurons  cette  transformation  du  produit  proposé  , 

[C(5p(-/î)  +  C,  œ,  (y;')  +  Cj  y^  (>î)  +...-+-  C^-,  9y-,  (>5)J 
X  [C9(y;,)  +  C,y,  (ïî,  )  +  Cj©2  (>5,  ) +...+  Cy_,  <jPy_,(y!,)] 

X  [C9  (•/;,_,)  +  C,  9,  (■/;,_,)  +  C2  9,  (>5,_, )  +...+  Cy_,  ip/-,  (-z;,-!)], 

qui  sera  divisible  par  </  en  même  temps  que  IS/  (a)  pour  toutes  les 
valeurs  des  quantités 

C,     C,,     Cj,.--?     C/L,,. 
qui  sont  tout  à  Fait  arbitraires  aussi  bien  que 

Ce  produit  étant  une  norme  prise  j)ar  rapport  aux   périodes,  pour 
qu'il  soit  divisible  par  q  il  faut  et  il  suffit  qu'oi!  ait 

t>?  (Mr)  H-  C,  !p,  \iir)  +  C,  '^2  (m^)  +...+  C/_,  (p/_,  («r)  =  0     ^mod.  </) 

53.. 
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pour  quelqu'une  des  valeurs  de 

r  =  o,    I,  2  ,...,  c  —  ( , 

et  parce  que  les  coefficients 

c,    c,    c,,...,    C^_. 

sont  arbitraires,  il  faut  qu'on  ait  séparément  les  /  congruences 

?)(M;.)  =  o,     9,  (m^)e=o,...,     çy_,  (i<r)  =  o     (mod.  ^). 

On  a  donc  ce  théorème  : 

Si  la  fiorme  d'un  nombre  complexe  /  (a)  est  divisible  par  un 
nombre  premier  q,  qui  appartient  à  l'exposant  f  pour  le  module  X,  // 
faut  que  les  f  congruences 

's{u/)^o,     9,(«^);=o,      o.2{u,.)^o,...,     (pf_,{Ur)^^o     (mod.^), 

qu'on  obtient  en  mettant  le  nombre  /  (a)  sous  la  forme 

/(a)=çp(y;)  +  a9,  (y;)  +  a-Çï(-/;)  +...+  a-'-' 9y-_,  (yj), 

et  remplaçant  les  e  périodes  à  f  termes  par  les  racines  de  congruences 
correspondantes ,  aient  lieu  pour  une  certaine  valeur  de  r.  Réciproque- 
ment, si  ces  f  congruences  ont  lieu,  la  nonne  de  f  {a)  sera  divisible 
par  q. 

On   peut  aussi  déterminer  la  condition    pour  que  la  norme  d'un 
nombre  complexe  J  (a)  soit  divisible  par  q,  en  faisant 

/(a)./(a/)./(ar).../(aV^'-'")  =  F(v3)- 

Ce  produit  étant  une  fonction  symétrique  de  toutes  les  racines  conte- 
nues dans  l'une  des  périodes  ne  sera  qu'une  fonction  des  périodes,  à 
cause  de  quoi  nous  l'avons  désigné  par  l'"(y3).  Il  suit  de  là 

N/(a)  =  F(yj).F(-,.).F(y,O...F(>:.-.), 

et,  par  conséquent,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
Ny(a)  soit  divisible  par  q  revient  simplement  à  ce  que  F  (i/^)  soit 
divisible  par  q  pour  une  certaine  valeur  de  r.  Ainsi,  la  même  con- 
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dition  pour  laquelle  nous  avons  trouvé  les  J  congruences 

linéaires  par  rapport  aux  coefficients  du  nombre  complexe  J  (a),  est 
exprimée  par  la  seule  congruence  du  degré  J , 

F  [Ur)  ^o     (mod.  q). 
Si  pour  un  nombre  complexe  quelconque 

f{rx)  =  f{-ri)  +  açp,(ï3)  +  a=  90  (ï;)  -t-  ...  +  a-^"'  <P/-i(^)' 
les  /  congruences 

<p{iir)^o,     f,{tir)^o,...,     (pf_,{Ur)^o     (mod.ç) 

ont  lieu,  nous  dirons  simplement  que  ce  nombre  complexe  /  (a)  est 
congru  à  zéro,  par  rapport  au  module  q,  pour 

rj  :=  Ur,        ■'34   =   «r+H        V2  =  f^r+i:  ■  ■  ■  ■>        l^e-l   =  Wr-M 

où  il  suffira  aussi  d'écrire  seulement  la  condition 

v;  =  Ur 

qui  entraîne  les  autres. 

Cela  posé,  il  est  évident  qu  un  des  facteurs  d'un  produit  de  deux 
ou  de  plusieurs  nombres  complexes  étant  congru  à  zéro  pour  yj  =  n^, 
il  en  sera  de  même  du  produit  développé;  mais  le  théorème  réci- 
proque exige  une  démonstration  particulière.  Soit  donc 

/(a).©(a)  =  x(a), 
et,  par  hypothèse, 

;((a)^o  (mod.  ^)     pour     r,  =  u^; 

nous  prouverons  que  l'un  des  deux  facteurs  /  (a)  ou  (p  (a)  doit  être 
aussi  congru  à  zéro  pour  yj  =  m^.  En  effet,  en  posant 

<p{a).  cp  (a^'j  .  9  («■^"j  ...  <p  (ryf^"^')  =  $(•/?), 
/(«)-x(«'')-x(«'i--xU'"^"0=X(^). 
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on  aurn 

F(-^)$(-,)  =  X(-,), 

et,  puisque  par  l'hypothèse  /(a)  est  congru  à  zéro  pour  y;  ^=  ii^,  ou 
aura  aussi 

X(;/r)^o     (mod.  <yl. 

Il  suit  de  la  que  l'un  des  nombres  F  [11^)  ou  <I>  [u^)  doit  de  même  être 
congru  à  zéro,  et,  en  remplaçant  la  congruence 

^  {Ur)  ^o     (mod.  (j) 

par  les   /    congruences  équivalentes,  qu'on  est  convenu   d'exprimer 
|)ar 

J{(/.)b^o  { moâ.  cj)     pour     r,^^Ur, 

on  en  conclut  ce  théorème  : 

La  conrlition 

y(a)^o     (mod.f/) 

pour  r,  =  Ur  est  toujours  la  même  pour  un  iminbre  complexe,  soit  (juil 
cntisiste  de  facteurs,  soit  qu'il  ait  la  forme  développée. 

De  là  découle  aussi  cet  autre  théorème,  qu'on  peut  regarder 
comme  une  généralisation  du  premier  théorème  de  ce  paragraphe, 
parce  qu'il  donne,  pour  les  nombres  complexes  quelconques^  (a),  la 
même  condition  cpie  cet  autre  pour  les  nombres  complexes  des  pé- 
riodes : 

Pour  qu'un  nombre  complexe  quelconque,  représenté  comme  produit 
de  plusieurs  facteurs,  soit  divisible  par  q,  il  faut  et  il  suffit  que ,  pour 
toutes  les  substitutions 

Y)  T=:  Ur,        ■/7=«,,        /)   =  M2,...,        J^   =   ?/^_ ,  , 

un  de  ses  facteurs  soit  congru  à  zéro  pour  le  module  q. 

Nous  terminerons  cette  discussion  des  facteurs  premiers  de  la  norme 
d'un  nombre  complexe  quelconque,  en  montrant  encore  une  autre 
manière  très-simple  et  très-utile  d'exprimer  les  /  congruences  conte- 
luies  dans  l'énoncé 

f{a)^o   (mod.  7)     pour     yj  =  m^. 
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Pour  cela,  nous  avons  besoin  d'un  nombre  complexe  contenant  les 
périodes  seules  dont  la  norme,  prise  par  rapport  aux  périodes,  soit 
divisible  par  q  sans  être  divisible  par  q-.  De  tels  nombres  existent  tou- 
jours, et  à  l'ordinaire  ils  s'olfrent  d'eux-mêmes;  par  exemple,  parmi 
les  simples  nombres  '"  ' 

dont  les  normes  sont  toutes  divisibles  par  q,  il  y  en  aura  presque 
toujours  plusieurs  qui  satisferont  à  la  condition  requise;  mais  dans 
certains  cas  il  se  pourrait  que  les  normes  de  tous  ces  nombres  fussent 
aussi  divisibles  par  ç^.  Alors  on  fera  usage  du  nombre  complexe 

•]>  [r)  =  >.  —J  —  uri  —  II,  y),  —  u^ri,  —  ...  —  11^-^  r,,,^^. 

En  remplaçant  les  périodes  par  les  racines  des  congruences,  on  a 
toujours 

'|i  [n,.]  '^y.     (mod.  q), 

à  l'exception  des  deux  cas  :  1"  de  /  pair  et  /•  =  o ,  où  l'on  a 

i|;(m)  =  o; 

2"  de  J  impair  et  r  :=  \e,  où  l'on  a 


De  la,  en  appliquant  le  premier  et  le  second  théorème  de  ce  para- 
graphe, on  conclut  que  N(|i(y7)  est  toujours  divisible  par  q,  mais  que 
le  produit 

n'est  pas  divisible  par  ([.  Observons  aussi  que  le  produit  ^'(>3r)  ^^ K^^s)i 
tant  que  /et  s  ne  sont  pas  égaux,  contient  toujours  tous  les  facteurs 
de  la  norme  Ni{;(/5),  et  que,  par  conséquent,  il  est  divisible  par  q. 
Cela  étant,  développons  la  norme  de  '^'(ïj)  +  7,  en  rejetant  tous  les 
termes  divisibles  par  7^,  ce  qui  donne         ■-■■'^  ']'■'    '  r-.i    è  .■■.> 

^['I' ("")  +  '/] 
^N^/ (■/;)+ 7  ['F(v5)  +  M'- (-/J, )  +  -..+  'V{r,,  ,)J     (mod.  r/^V 
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multipliant  encore  par  ^^(/:)  et  rejetant  les  termes  divisibles  par  ç-, 
nous  aurons 

¥(>;)N[^(-/j)  +  9]E=Y(y;)N^(y,)  +f/[^^(yj)]^      (mocl.^^). 

Maintenant,  si  N4'(>j)  n'est  pas  divisible  par  q-,  mais  seulement  par  y, 
di(/j)  est  un  nombre  complexe  tel  qu'on  le  désire.  Mais  s'il  arrivait 
que  Ni}*!*;)  contînt  le  facteur  q-,  on  aurait 

W{-n)-^[<h{-n)  +  q]~q[W{-n)]-     {mod.q^)-. 

on  voit  que  la  norme  du  nombre  complexe  y  (>;)  +  ^  ne  pourrait  être 
divisible  par  q-.  Ainsi,  l'un  des  deux  nombres  complexes  ^  {r,)  ou 
t  ("'?)  +  7  satisfait  toujours  à  la  condition  exigée. 
Soit  donc  '|(^)  un  nombre  complexe,  tel  qu'on  ait 

N(i/(-/;)  =  o     (mod.7), 
sans  que 

Nij;(>j)^o     (mod.  Ç-); 
soit  aussi 

i\i{u)^o     (mod.  ly) , 

et  posons,  pour  abréger, 

je  dis  que  les  j  congruences  comprises  dans  l'énoncé 

/{(y.)~o     (mod.  fy) 

pour  r,  =^  Ur  sont  équivalentes  à  la  congruence 

/(a)¥(»j,_,)  =  o     (mod.  7). 

En  effet,  d'après  les  principes  établis  dans  le  §  III,  on  conclut  de 
l'expression  de  'F  (>;) , 

^(m^)  =  ^l/(fVM)-t("r+a)---  t("r-.)      ("Jod.  q); 

et  puisqu'on  a 

d>  (m)^o     (mod.  q), 

on  voit  qu'on  aura  toujours 

excepté  le  seul  cas  r=  o.  Or  nous  savons  que,  pour  avoir 

f{a)W{ï],_r)^o     {n)Oi\.q), 
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il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait  pour  chacune  des  suppositions 

ou 

f{c/.)~o     [moà.q), 
ou 

^{-fie-r)^o     [moà.  q): 

et  puisque,  pour  r^  =  u,.,  le  second  facteur,  qui  devient  *F(i<),  n'est  pas 
congru  à  zéro,  il  s'ensuit  nécessairement 

pour  -n  =  Ur.  Réciproquement,  si  l'on  a 

y(a)  =  o     (niod.f/) 

^our  r,  =^  iir,  le  \)roA\i\X  f  [a)W [r,^^r)  ^st  divisible  par  y,  parce  que 
pour  yj  =  iir  le  premier  facteur  /(a),  et  pour  toutes  les  autres  substi- 
tutions 

le  second  facteur  W  {rie^r)  est  congru  à  zéro 

§  V. 

Définition  et  proptiétés  générales  des  jacteurs  idéaux  d'un  nombre 
complexe. 

Au  moyen  des  résultats  trouvés  dans  le  paragraphe  précédent,  nous 
serons  en  état  d'assigner  tous  les  nombres  complexes  dont  les  normes 
ont  un  facteur  premier  donné;  voyons  maintenant  si,  parmi  tous 
ces  nombres  complexes,  il  y  en  a  un  ou  plusieurs  dont  les  normes 
soient  égales  à  ce  nombre  premier  même.  D'abord  nous  savons  que 
quand  la  norme  d'un  nombre  complexe  J  (a),  prise  par  rapport  aux 
racines  a,  est  divisible  par  le  nombre  premier  q  qui  appartient  à  l'ex- 
posant f .  elle  ne  peut  pas  être  égale  à  ç ,  à  moins  qu'on  n'ait 

c'est-à-dire  à  moins  que  </,  appartenant  à  l'exposant  i,  n'ait  la  forme 

Toiue  XV  t.  —  NovEMuni.  i85i .  -ify 
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linéaire 

Cela  tient  à  ce  que  toute  norme  est  de  ia  terme  linéaire  ml  +  t  ou  à 
ce  que  toute  norme  divisible  par  q  doit  avoir  le  facteur  q^.  Mais  parmi 
les  nombres  complexes  contenant  les  périodes  à  J  termes,  il  pourra 
y  en  avoir  dont  les  normes  prises  par  rapport  aux  périodes  soient 
égales  au  nombre  premier  q.  Donc,  il  se  pourra  qu'un  nombre  pre- 
mier q,  appartenant  à  l'exposant  f,  soit  décomposable  en  e  facteurs 
conjuË;iiés  contenant  les  périodes  à  f  termes,  en  sorte  qu'on  ait 

9  (■")•?(*'.)•?  {^2)  ■ .  ■  ?(«.-.)  =  Nç  ()i)  =  r/, 

et  en  particulier,  pour  le  cas  de  f—i,  il  se  pourra  qu'tui  nombre 
premier  p  de  la  forme  ml  +  i  soit  égal  à  la  norme  d'un  nombre 
complexe  /  (a),  en  sorte  qu'on  ait 

/(«)■/(«')•/(«')  •••7  («'-')  =  N/(«)  =  /;. 

Mais  il  s'en  faut  de  beaucoup  que  chaque  nombre  premier  apparte- 
nant à  l'exposant  J  soit  décomposable  eu  e  facteurs  premiers  com- 
plexes. On  distinguera  plutôt  deux  classes  de  tous  les  nombres  pre- 
miers, les  uns  qui  peuvent  être  représentés  comme  normes,  ainsi  que 
nous  venons  de  l'expliquer,  les  autres  qui  n'admettent  pas  une  telle 
décomposition  en  facteurs  conjugués. 

En  supposant  toujours  q  premier  et  appartenant  à  l'exposant  /, 
sans  exclure  le  cas  de  J  =  i,  nous  aurons  pour  im  nombre  q  de  la 
première  classe, 

?{    )-'?(>l.)-?(l2)  •••©(«.-.)  =  N9(>1)  =q. 

Le  nombre  complexe  9(>i),  dont  la  norme  est  un  nombre  premier, 
n'admet  aucune  décomposition  ultérieure  en  deux  facteurs,  sans  que 
l'im  de  ces  facteurs  soit  une  unité  complexe.  En  effet,  si  l'on  avait 

'.(»)  =  F(a).G(a), 

tu  prenant  la  norme  par  rapport  aux  racines  a,  on  aurait 

Ny(«)  =  (7/=NF(a^.Nr.(a), 
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et  puisque  l'une  de  ces  deux  normes,  par  exemple  NF(a)  divisible 
par  q,  doit  être  divisible  par  q-^,  on  aura  nécessairement 

NF  (a )  =  qi\     d'où     NG (a)  =  i , 

ou  bien  G  (a)  sera  une  unité  complexe.  Pour  cette  raison,  tout  nombre 
complexe  ©  (>;),  dont  la  norme  est  un  nombre  premier,  sera  appelé 
fioin/'ie  premier  complexe.  Ainsi ,  tout  nombre  ]3remier  non  complexe  q 
de  notre  première  classe  se  compose  de  e  facteurs  premiers  complexes . 
Pour  distinguer  les  facteurs  premiers  du  nombre  q,  nous  ferons 
usage  des  nombres 

i/,     u,,     a.,,...,     ?/,,_, 

correspondants  aux  périodes.  En  les  substituant,  on  aura  pour  une 
certaine  valeur  de  r, 

ç  {iir)^o     (mod.  q), 

condition  nécessaire  i)our  que  la  norme  de  (p(n)  soit  divisible  par  q  ; 
on  voit  par  lit  que,  pour  tous  les  divers  facteurs  premiers  de  q,  on  a 

<p{y})^^o     pour     Yi  =z  u,., 

ç>(>Ji)^o      pour      n=i;^,._,, 

<p()ij)^o     pour     y] -^  ii,._.,. 
et  généralement 

f{v\^)^^o     pour      )i  =  M^_;,. 

IMous    distinguerons    donc    les    e    facteurs    premiers    conjugués    du 
nombre  q  selon  les  racines  de  congruences  qui  doivent  être  choisies 
comme  correspondantes  aux  périodes  pour   cjue  chacun  de  ces  fac- 
teurs premiers  complexes  soit  congru  à  zéro  pour  le  module  q. 
Lorsqu'on  multiplie  un  nombre  premier  complexe  ç  (>i),  pour  lequel 

on  a 

f{yi)^o  (mod.  g)     pour     yi  =z  u,., 

par  un  nombre  complexe  quelconque  y  (a),  le  produit  développé 

y(,)/(a)  =  F(«) 
satisfera  toujours  à 

F  (a)  ^  o     pour     n  =:  h,.. 

54.. 
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Réciproquement,  si  un  nombre  complexe  f  [y.)  satisfait  à 
F(a)^o  (mod.  ç)     pour     )i  =  w,. , 

je  dis  qu'il  contiendra  nécessairement  ie  facteur  premier  ip  (»).  En 
effet,  le  nombre  <p  (>?,),  dont  la  norme  est  égale  à  ç  et  qui  est  congru 
à  zéro  pour  y\  =  u,  est  un  de  ces  nombres  complexes  que  nous  avons 
désignés  par  4'(*')  dans  le  paragraphe  précédent,  à  l'aide  desquels  la 
condition 

F(a)^o  (mod.  ^)     pour     »  =  «^ 

s'exprime  par  la  simple  congruence 

F(a)Y(«,__,)  =  o     (mod.  ^). 

Prenant  donc 

?(".)  =  ^'l") 
et 

^\>l)   =  ?  («r^.)  •  ?  (Jf^+a)  ■  •  •  ?  (»fr-,  ). 

et,  par  conséquent, 

¥(»,_,.)  =  <P  (>'.)■?  («2)  •  9  (^la)  •••?  (^îe-,  ), 

de  l'hypothèse 

F(a)^o  (mod.  (/)     pour     n  =  if^, 
on  conclut 

F  (a)  •?(>'.)•?  («2)  ••  -9  (»,.-,)  =  0     (mod.  7); 
on  pourra  donc  poser 

F(a).y(«,).y(«„)...<p()i,_,)  =  7/(a); 
enfin,  en  multipliant  par  (p  («)  et  divisant  par 

9(«).y()i,).ç(».)...9(>i,_,)  =  7, 
on  aura 

!'(«)  =  >(»')/(«)• 

Donc,  F  (a)  a  effectivement  le  facteur  9(«).  Nous  voyons  par  là  que 
la  condition 

K(a)^o  (mod.  y)     pour     «  =  w, 

défiinil  complètement  un  facteur  premier  complexe  ç  (»),  contenu  iian> 
le  nondjro  F  (et)   toutes  les  fois  que   le  nombre  premier  'f  (m)  exista* 
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réellement ,  c'est-à-dire  que  q  est  décomposable  en  e  facteurs  premiers 
conjugués. 

Supposons  à  présent  que  q  soit  un  nombre  premier  qui  n'admet 
pas  de  décomposition  en  e  facteurs  conjugués,  ou  qui  ne  saurait  être 
représenté  comme  norme  d'un  nombre  complexe  contenant  les  pé- 
riodes à  f  termes.  Alors  on  ne  pourra  plus  isoler  un  facteur  premier 
d'un  nombre  complexe  y  (a)  satisfaisant  à  la  condition 

f{a)^o  (mod.  ^)     pour     »  =  m^i 

mais  nous  dirons  néanmoins  que  ce  nombre  complexe  contient  un 
facteur  premier  complexe  du  nombre  q,  que  nous  appeUprons /acteur 
premier  idénl  du  nombre  premier  q  ;  et  puisque  nous  avons  vu  que 
les  e  facteurs  premiers  du  nombre  q,  s'ils  existent  effectivement,  sont 
distingués  en  ce  que  chacun  d'entre  eux  devient  congru  à  zéro  pour  une 
certaine  substitution  des  racines  de  congruences  au  lieu  des  périodes, 
nous  désignerons  ce  facteur  premier  idéal  de  q  comme  appartenant  à 
la  substitution  y\  =  Ur.  Un  tel  facteur  idéal,  qui  ne  subsiste  pas  par 
soi-même,  mais  qui  a  une  existence  effective  dans  la  combinaison 
avec  les  autres  facteurs  du  nombre  complexe,  dans  lequel  il  est  con- 
tenu, sera  donc  défini  complètement  comme  il  suit  : 

Si  un  nombre  complexe  J  {ci)  satisfait  à  la  condition 

y  (a)^o  (mod.  q)     pour     y,  =  u^, 

nous  dirons  qu'il  contient  le  /acteur  premier  idéal  du  nombre  pie- 
inier  q  qui  appartient  à  la  substitution  •/]  =  u,.. 

Quoiqu'il  n'y  ait  rien  d'obscur  dans  la  définition,  nous  allons  ex- 
pliquer rapidement  pourquoi  nous  avons  désigné  cette  condition  de 
congruence  àe  /\a)  par  le  nom  àe/ncteur  idéal  de  ce  nombre  com- 
plexe, tout  en  observant  que  les  développements  seuls  de  la  théorie 
pourront  justifier  une  telle  innovation.  A  cause  de  l'analogie  frap- 
pante qui  règne  entre  les  facteurs  premiers  idéaux  et  les  facteurs  com- 
plexes ordinaires,  la  dénomination  servira  à  simplifier  extrêmement 
les  énoncés  des  théorèmes.  Mais  cela  ne  constitue  pas  l'avantage  prin- 
cipal de  la  théorie  nouvelle;  nous  croyons  surtout  que  les  facteurs 
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idéaux  rendent  visible,  pour  ainsi  dire ,  la  constitution  intérieure  des 
nombres,  en  sorte  que  leurs  propriétés  essentielles  soient  mises  dans 
leur  jour.  Un  nombre  complexe  satisfaisant  à  plusieurs  des  condi- 
tions que  nous  regardons  comme  facteurs  idéaux  de  ce  nombre,  quoi- 
qu'il ne  soit  pas  décomposable  en  facteurs  complexes,  se  comporte 
tout  à  fait  comme  un  nombre  composé,  et  c'est  pour  cela  que  nous 
le  considérons  en  quelque  sorte  comme  un  produit  de  facteurs.  L'Al- 
gèbre, l'Arithmétique  et  la  Géométiie  offrent  des  analogies  nom- 
breuses à  notre  théorie.  On  décompose,  par  exemple,  les  fonctions 
rationnelles  et  entières  d'une  seule  variable  en  facteurs  linéaires, 
quoique  ces  facteurs  isolés  n'existent  qu'en  des  cas  particuliers;  c'est 
pour  ce  but  qu'on  a  créé  les  quantités  imaginaires.  En  Géométrie, 
on  parle  d'une  droite  passant  par  les  points  d'intersection  de  deux 
cercles,  quand  même  les  points  d'intersection  n'existent  pas.  Dans  cet 
exemple,  la  propriété  permanente  que  les  tangentes  menées  d'un 
point  quelconque  de  cette  ligne  aux  deux  cercles,  sont  égales  entre 
elles,  est  l'analogie  de  la  propriété  permanente  du  nombre  complexe 

J  (a)^o  (mod.  q)     pour     r,  =  u,., 

et  la  propriété  accidentelle  de  cette  ligne,  de  passer  par  les  points 
d'intersection  des  deux  cercles,  est  de  même  analogue  à  la  propriété 
accidentelle  du  nombre  complexe  /  (a),  d'avoir  un  facteur  premier 
existant  ç(»).  Enfin,  l'idée  de  considérer  des  factem-s  idéaux  des 
nombres  complexes  est,  au  fond,  la  même  que  celle  qui  a  procréé  les 
nombres  complexes  eux-mêmes.  En  effet,  on  sait  que  M.  Gauss,  en 
observant  que,  dans  la  recherche  des  lois  de  récipiocité  entre  les  ré- 
sidus biquadratiques,  les  nombres  premiers  de  la  forme  4'*+  '  se 
comportaient  comme  nombres  composés,  les  a  décomposés  en  facteurs 
imaginaires  de  la  forme  «  +  ^  \/—  i,  et  qu'il  a  jeté  par  là  les  fonde- 
ments de  la  théorie  générale  des  nombres  complexes. 

Nous  avons  fixé  le  sens  d'un  facteur  premier  idéal   d'un  nombre 
complexe  /  (a)  par  la  condition 

J{v.)iaso   (mod.  (y)     pour     n  =  «,., 
qui  en  elle-même  n'est  qu'une  manière  concise  d'exprimer  que  les  / 
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congruences 

(p{Ur)  =  0,        Ç),(m,.)  =  0,        (p^{Ur)^0,...,        9/_,  («,)  ~  O    (  TllOcl .  ^  ) 

ont  lieu  en  même  temps,  congruences  qu'on  obtient  en  mettant  le 
nombre  /{(/.)  sous  la  forme 

/(a)  =  y  (m)  +  aç,  («)  +  a-Ç2  («)  4- ...+  a-^"'  (ff_,  (»), 

et  remplaçant  les  périodes  par  les  racines  des  congruences  correspon- 
dantes. Nous  savons  aussi  que  ces  /  congruences  sont  comjjrises 
dans  cette  seule, 

f  (a)  W[Ve-r)  ^  o     (mod.  q) , 

où  ^F  (>i)  désigne  le  produit  de  e  —  i  facteurs 

iji  (*i)  étant  un  nombre  complexe  qui  donne 

'\i{il)^0      (mod  (j), 

et  dont  la  norme,  divisible  par  (j,  ne  soit  pas  divisible  par  q'.  Nous 
pouvons  donc  énoncer  la  définition  des  facteurs  premiers  idéaux 
comme  il  suit  : 

Si  le  nombre  complexe  f  {c/-)  satisfait  à  la  congruence 

f  {a)  W  {>),_,)  =o     (mod.  fy), 

où  W {yi)  désigne  le  produit  des  e  —  i  fadeurs 

et  1^  (n)  un  nombre  complexe  tel  qu'on  ait 

'\{u)  ^o     (mod.  q), 

et  dont  la  norme,  divisible  par  q,  ne  soit  pas  divisible  par  q-,  nous 
dirons  que  J  (a)  contient  le  facteur  premier  idéal  du  nombre  q,  qui 
appartient  à  la  substitution  y\  =  Ur- 

Pour   introduire  la  multiplicité  d'un  facteur  premier  idéal  ,  îhhis 
généralisons  la  définition  précédente  coaune  il  suit  : 

Le  nombre  complexe  f  (a)  est  censé  contenir  exactement  n  fois 
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Le  facteur  premier  idéal  du  nombre  q,  (/ui  appartient  à  la  substitution 
rt  =  u,.,  lorsqu'il  satisfait  à  la  congruence 

/(a)[Y(^_.)f=o     (motl-  7")» 

sans  que  la  congruence 

f{a)[^'{-^,^r)]"'^'~o     (mod.  q"*') 
ait  lieu. 

Nous  remarquons  aussi  que  la  notion  du  nombre  ou  facteur  com- 
plexe idéal  sera  employée  aussi  bien  dans  le  sens  plus  large  où  les 
nombres  complexes  existajits,  comme  cas  particuliers,  sont  compris 
parmi  les  nombres  complexes  idéaux^  que  dans  le  sens  plus  étroit  oii 
les  nombres  idéaux  signifient  le  contraire  des  nombres  complexes 
existants,  de  même  que,  dans  l'Algèbre,  le  mot  imaginaire  est  eni- 
plové  dans  ce  double  sens. 

La  condition  qu'un  nombre  complexe  contienne  un  facteur  pre- 
mier idéal  multiple  s'exprime  encore  par  des  congruences  linéaires 
par  rapport  aux  coefficients  de  ce  nombre  complexe.  En  mettant  /  (a) 
sous  la  forme 

/(a)  r=(p()i)  +  aip,()i)  -^a-ç)2(«)  -H...  -f-  a-^"'  ç>/-.,  («), 

et  supposant  que  /  (a)  contient  n  fois  le  facteur  premier  idéal  de  7, 
appartenant  à  la  substitution  y\  =  u^,  on  aura 

[  *F(  »,_,)]"[  ?(>i)^  «?,(«)  + a*  <P2  («)  +  •••  +  a^-'?/-.(»)J  =  o 

pour  le  modide  q".   On  en  conclut  aisément  que  les  f  congruences 
contenues  dans  la  formule 

fM^  (•.,_,)]"  y, (>i)  =  o     (mod.  9"), 
doivent  avoir  lieu  séparément  pour 

k—  o,    I,    1,...,  /  — I- 
En  réduisant  à  la  forme  linéaire,  on  aura 

[¥(>1e-/- )]"?*(*')  =  C>i  +  C^/l,  +  Cj  >i2  -H  .-.  +  C^_,  «e-u 
ce  qui  donne 

=  _  (C  +  C,  -)-  Co  -+-...  +  c,,_,  ). 
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Multipliant  encore  par  [T(>ie_r)]",  et  observant  que  le  produit 
't'(/)r)  ^ [yis)  est  toujours  divisible  par  q,  excepté  le  seul  cas  de  r^^  s, 
on  aura  la  congruence 

(¥>ie-r)"'<PA  (>!)  =  -  (C  +  C,  +  Q  +  .  .  .  +  C,^,)  [W  ïl,^,-)"       (mod.  f). 

Il  suit  de  là  que  la  condition 

(«F-^,_,)"(p,(>i)  =  o     (mod.  7") 
est  équivalente  à  la  congruence 

C-4-C,  +  C2  +  ...+Ce_,  =  o     (mod.  7"), 

qui  est  linéaire  par  rapport  aux  coefficients  de  f  (a).  Ainsi,  la  condi- 
tion qu'un  nombre  complexe  contienne  n  fois  un  facteur  premier 
de  q  est  exprimée  par  y  congruences  linéaires  par  rapport  aux  coef- 
ficients du  nombre  y^  (a)  pour  le  module  q". 

Nous  allons  maintenant  démontrer  les  théorèmes  élémentaires  pour 
le  calcul  des  facteurs  idéaux,  qui  seront  entièrement  les  mêmes  que 
pour  les  facteurs  existants.  Pour  cela,  nous  proposons  d'abord  ce 
théorème  : 

Le  produit  de  deux  ou  de  plusieurs  nombres  complexes  a  précisé- 
ment les  mêmes  facteurs  premiers  idéaux  ou  existants  que  les  facteurs 
pris  ensemble. 

Soient  /{en)  et  g{a)  deux  nombres  complexes  et  h  [a]  leur  produit, 
en  sorte  qu'on  ait 

f{a).g[ct)  =  h{a); 

si  le  facteur  premier  idéal  de  q,  qui  appartient  à  la  substitution  >:  ^  u,, 
est  contenu  précisément  n  fois  dans  y^  (a)  et  v  fois  dans  g  {et),  je  dis 
qu'il  sera  contenu  n-hv  fois  précisément  dans  h{a).  D'après  l'hypo- 
thèse ,  on  a 

/(*)[¥(«,_,)]"=:  9«F(a) 
er 

g(a)[¥(^_;)J"  =  7"G(a), 

où  F  (a)  et  G  (a)  ne  sont  pas  congrus  à  zéro  pour  /■  =  «,.,  puisqu'on 

Tome  XVI.  —  Novembre  iSSi  3J 
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aurait  alors 

et 

^(a)[¥(>,,_,)]'-'  =  o     (mod.^-'). 

De  ces  deux  équations  il  suit 

/(a).g(a)[T(>,,_,)]"-''=;?(a)[H'(»,_,)]"-=9"-^"F(*).G(a). 

Eu  mulipliant  de  nouveau  par  ^(»i^_,),  on  a  aussi 

hia)  [V{-.,_,)]—  =  9"-  F(a).G(a).  Y(>,_), 

et  puisqu'aucun  des  trois  facteurs  du  produit  F  (a).  G(a).^  (ne_,)  n'est 
congru  à  zéro  pour  /  =  Ur,  ce  produit  n'est  pas  divisible  par  q.  On  a 
donc 

h{a)[W{y)e_^ )]''+'■  =  o     ( mod .  9"-^" ) , 

sans  avoir 

h  {<t)[W{y!c^r)]"^''-^*  ^  o     (niod.  /'+'--'  ), 

c'est-à-dire  le  produit  h  (a)  contient  le  facteur  premier  idéal  de  </, 
qui  appartient  à  la  substitution  »  =  m^?  n-h  v  fois  précisément.  Ce 
résultat  donne  sans  peine  la  démonstration  du  théorème  proposé, 
car  tout  ce  que  nous  avons  démontré  pour  le  facteur  premier  idéal 
de  q,  qui  appartient  à  la  substitution  >i  =  Ur,  subsiste  de  même  poin- 
tons les  facteurs  premiers  idéaux,  et  puisqu'on  peut  regarder  les  deux 
facteurs  eux-mêmes  comme  composés  de  facteurs,  et  ainsi  de  suite, 
on  voit  qu'il  subsiste  également  pour  un  produit  d'iui  nombre  quel- 
conque de  facteurs. 

En  faisant  usage  de  la  dénomination  nouvelle  de  facteurs  premiers 
idéaux,  le  théorème  du  paragraphe  précédent,  relatif  à  la  condition 
qu'un  nombre  complexe  /  (a)  soit  divisible  par  </,  pourra  être  énoncé 
comme  il  suit  : 

Pour  qiiun  noinhir  cnmidexc  (lueLcomjue ,  représenté  comme  prnHuit 
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de  plusieurs  facteurs ,  soit  divisible  par  q,  il  faut  et  il  iu(fit  quil  con- 
tienne tous  les  e  facteurs  premiers  idéaux  du  nombre  7  [*]• 

En  supposant  que  dans  le  nombre  /  (a)  chacun  des  facteurs  pre- 
miers idéaux  de  q  soit  contenu  n  fois  au  moins,  on  aura  les  con- 
gruences 

f[a.)[m{y^)Y~o,  \ 

/(a)[^(«.)]"=o,...,         {moA.q"), 

/(*)['F(.,_,)f=o,      ) 

et,  en  ajoutant  ces  congruences, 

/(a)[W(>,)]"+ [¥(»,)]"  +  .. .  +  ['F(y),_,)]"=o     (mod  q"). 

Le  second  facteur  de  ce  produit,  comme  fonction  symétrique  de  toutes 
les  périodes,  sera  un  nombre  entier  non  complexe;  de  plus,  il  n'est 
pas  divisible  par  q,  puisqu'aucun  des  facteurs  idéaux  de  7  n'y  est  con- 
tenu; il  faut  donc  que  le  premier  facteur  soit  divisible  par  q",  ce  qui 
donne  cette  généralisation  du  théorème  précédent  : 

Un  nombre  complexe,  contenant  tous  les  Jacteui s  premiers  idéaux 
de  tj,  chacun  n  fois  au  moins,  est  divisible  par  q". 

Supposons  maintenant  que  f{'x.)  contienne  n  facteurs  premiers 
idéaux  de  q,  soit  tous  différents  ou  non,  alors  chacun  des  nombres 


(*]  Remarquons   ici  qu'au  moyen  de  ce  théorème  on  pourra  reconnaître  le  niotit 
de  l'emploi  des  multiplicateurs  designés  parV(ïi),  qui  consistent  des  e — 1   facteurs 

En  effet,  la  condition 

■^{11)  ^o     (mod.  q) 

fait  voir  que  tJ*  (/i)  contient  le  facteur  premier  idéal  de  g,  qui  appartient  à  la  substitution 
71  =  II,  et  la  condition  que  IN  ij;  (n  )  ne  soit  pas  divisible  par  7'  exclut  tous  les  autres  fac- 
teurs premiers  idéaux  du  nombre  premier  e/  qui  pourraient  troubler  le  résultat.  Il  s'en 
suit  que  'l'  (rie-r)  contient  tous  les  facteurs  idéau.\  de  q,  à  l'e.xception  d'un  seul,  qui  ap 
partient  à  la  substitution  »  =  «,.  En  multipliant  donc  par  I'(>i,_r)  un  nombre  donne 
/"(a),  contenant  le  facteur  idéal  de  q,  qui  appartient  à  la  substitution  n  =  u,,  on  aura 
un  produit  divisible  par  q,  parce  qu'il  contient  tous  les  facteurs  idéaux  de  y  ;  mais  si  le 
nombre  /"('/•)  ne  contient  pas  ce  facteur  idéal,  le  produit  ne  sera  jamais  divisible 
par  q,  puis<(u'un  des  facteurs  idéaux  du  nombre  q  n'v  est  |)as  contenu. 

55,. 
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conjugués 

contiendra  de  même  n  facteurs  idéaux  de  q,  et  le  produit  de  ces  X  —  i 
nombres  conjugués,  c'est-à-dire  la  norme  N/(a),  en  contiendra 
{\  —  I  ?i.  De  plus,  il  est  aisé  de  voir  que  tous  ces  facteurs  idéaux  dans 
la  norme  N_/  (a)  se  trouveront  en  nombre  égal;  donc  chacun  d'entre 

eux  s'y  trouvera  — —  fois,  ce  qui  est  ?if  fois  précisément.  Donc. 

au  moyen  de  la  proposition  précédente,  on  a  le  théorème  très-impor- 
tant : 

Si  le  nombre  complexe  f  {a.)  contient  n  j acteurs  premiers  idéaux 
du  nombre  q  [appaiienant  à  V  exposant  f),  soit  que  tous  ces  facteurs 
soient  différents  ou  non,  la  norme  N^  (a)  contiendra  toujours  le 
facteur  q"^.  mais  elle  ne  contiendra  jamais  une  puissance  plus  élevée 
de  q. 

Le  nombre  premier  X,  le  seul  qui  n'est  pas  contenu  dans  les  nom- 
bres désignés  par  9,  se  décompose  en  X  —  i  facteurs  premiers  conjugués 
de  la  manière  suivante  : 

(,  _a)(i-a2!(i-a')...  (i-a^--)  =  N  (i  -  ^)  =  X. 

Pour  s'assurer  que  1  —  a*  est  un  nombre  premier,  on  fera 

I-  :t*=/(a).ç;(a); 

d'où,  en  prenant  les  normes,  on  aura 

X  =  Ny'(a).Ny(a). 

On  en  conclut  que  l'un  des  deux  facteurs  Ny  (a)  et  N(p(a)  sera 
nécessairement  égal  à  X,  l'autre  égal  à  l'unité;  donc,  i  —  a*  ne  pou- 
vant être  décomposé  en  deux  facteurs,  sans  que  l'un  d'eux  soit  une 
unité  complexe,  satisfait  à  laconditiond'im  nombre  premier  complexe. 
Les  facteurs  premiers  de  X  sont  distingués  des  facteurs  premiers  com- 
plexes de  tous  les  autres  nombres  premiers,  parce  qu'étant  dégagés 
des  unités  complexes,  ils  sont  tous  égaux  entre  eux.  En  effet,  on  a 
1  —  a*  =  (1—  a).(i-t-  a  +-  a"  H-  ...  -1-  a*-'), 
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et  I  -»- et  +  a*  +  ...  4-  a*"'  n'est  qu'une  unité  complexe.  Pour  cette 
raison,  il  ne  s'agira  jamais  de  rechercher  quels  facteurs  deX,  mais 
seulement  combien  de  ces  facteurs  sont  contenus  dans  un  nombre 
complexe  donné,  et,  pour  cela,  on  n'aura  qu'à  chercher  combien  de 
fois  la  norme  du  nombre  donné  contient  le  facteur  X  ;  car  le  nombre 
des  facteurs  premiers  i  —  a,,  contenus  dans  un  nombre  complexe,  est 
évidemment  le  même  que  le  nombre  des  facteurs  X  contenus  dans  sa 
norme. 

Du  théorème  précédent,  et  de  ce  que  nous  avons  remarqué  des 
facteurs  premiers  du  nombre  X,  on  conclut  : 

La  norme  d'un  nombre  complexe  f\oi.)  est  toujours  de  la  forme 

N/(«)-X"9"'/.9""/'.v"-/'..., 

où  q,  q\  q",  etc.,  sont  des  nombres  premiers  appartenant  respective- 
ment aux  exposants  f\  f' ,  f  " ,  etc.,  et  n,  m,  m',  m",  etc.,  sont  des 
entiers  positifs  ou  zéro. 

En  observant  que  la  norme  Ny  (a)  ne  contient  qu  un  nombre  fini 
de  facteurs  premiers  X,  q,  q',  q"...,  on  voit  que  le  nombre^ (a;  lui- 
même  ne  peut  contenir  qu'im  nombre  fini  de  facteurs  premiers  idéaux, 
qui  seront  aussi  parfaitement  déterminés  par  les  définitions  établies 
ci-dessus.  11  en  résulte  ce  théorème  important  : 

Tout  nombre  complexe  donné  ne  contient  quun  nombre  Jini  de 
facteurs  premiers  idéaux  parfaitement  déterminés. 

C'est  surtout  ce  théorème  qui  justifie  la  notion  des  facteurs  premiers 
idéaux,  en  montrant  l'identité  des  règles  du  calcul  des  facteurs  idéaux 
et  des  facteurs  premiers  de  l'Arithmétique  élémentaire,  où  le  théorème 
analogue  :  Que  tout  nombre  composé  ne  peut  être  décomposé  en  fac- 
teurs premiers  que  d'une  seule  manière,  joue  le  même  rôle  principal. 

Le  théorème  réciproque  pourra  s'énoncer  conune  il  suit  : 

Deux  nombres  complexes ,  contenant  les  mêmes  fadeurs  premiers 
idéaux,  ne  dijfferent  que  par  des  unités  complexes ,  par  lesquelles  ils 
peuvent  être  multipliés. 

En  effet,  supposons  que/(a)  et  (f  (a)  aient  les  mêmes  facteurs  pre- 
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miers  idéaux,  et  soit 

N/(a)  =  Nç)(ot)  =  X".9'"-^.</"^/...; 
alors  le  produit 

contiendra  nécessairement  tous  les  facteurs  premiers  idéaux  de  N  9(1*)  : 
il  contiendra  n{\  —  i)  fois  le  facteur  premier  i  —  a,  et,  par  consé- 
quent, il  sera  divisible  par  X";  il  contiendra  aussi  tous  les  facteurs 
premiers  idéaux  de  q  chacun  mf  fois,  tous  les  facteurs  premiers 
idéaux  de  q' ,  chacun  m'J'  fois,  et  ainsi  de  suite.  Mais  puisqu'un 
nombre  complexe,  contenant  tous  les  facteurs  premiers  de  q,  n  fois 
chacun,  est  divisible  par  q",  il  s'ensuit  que  le  produit 

/(a).y(a>).ç(a>')--9U^"') 

est  divisible  yiar  q"'^,  q""^  ,  etc.,  il  sera  donc  divisible  par  Nçf*).  De 
là  nous  avons 

/(a).y(a^)    y(j0...y(j'      'J^/(")^Efa> 
Ny(a)  <p{a)  ^    '' 

E(a)  étant  un  entier  complexe,  et  il  s'ensuit 

/(a)  =  9(a)E(a:.     et     N/fa)  =  N?(a)  NE(a); 

d'où 

NE(a)  =  r.  C.    Q.    F.   D. 

Pour  qu  un  nombre  complexe  J'  a)  soit  divisible  par  <f  [a,),  iljant  et 
il  sujfit  ([lie  tous  les  facteurs  premiers  idéaux  du  diviseur  (p  {et)  soient 
contenus  dans  le  dividende/  {a). 

D'abord  il  est  clair  que  /{a)  ne  sera  jamais  divisible  par  (f>{ct),  à 
moins  qu'il  ne  contienne  tous  les  facteurs  premiers  idéaux  de  ©(a); 
car,  si  l'on  a 

Q(  a)  étant  im  entier,  il  s'ensuit 

f(a]  =  Ql{/.  .  aj(a), 
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et,  puisque  le  produit  développé  y  (a)  a  tous  les  facteurs  premiers 
idéaux  des  facteurs  Q(a)  et  9  (a),  pris  ensemble,  il  faut  que^  (a)  con- 
tienne tous  les  facteurs  idéaux  de  <p(a).  Pour  démontrer  que  cette 
condition  est  suffisante,  nous  observons  que,  par  la  même  raison  que 
dans  la  démonstration  du  théorème  précédent,  on  aura 

/(a)ç(«^).ç,(a^')...<p(/~') 
divisible  par  ^(p{a);  d'où 

/(a).y(a^).y(j')...y(j'         )        /{a) 

Q  (a)  étant  un  entier. 

Pour  les  applications  que  nous  ferons  dans  la  suite,  nous  ajoutons 
encore  ce  théorème,  qui  découle  immédiatement  du  théorème  prin- 
cipal : 

Lorsqu'une  puissance  d'un  nombre  complexe  est  décomposée  en  plu- 
sieurs facteurs  premiers  entre  eux,  ces  facteurs  seront  séparément  des 
puissances  semblables ,  multipliées  par  des  unités  complexes . 

§  VI. 
De  la  composition  des  nombres  complexes  idéaux. 

Puisque  les  nombres  complexes  idéaux,  comme  facteurs  des  nombres 
complexes,  jouent  le  même  rôle  que  les  facteurs  existants,  nous  les 
désignerons  désormais  de  la  même  manière  que  ceux-ci,  pary(a), 
9 (a),  etc.,  en  sorte  quey(a)  par  exemple,  sera  un  nombre  complexe  , 
satisfaisant  à  un  certain  nombre  déterminé  de  conditions  caractéris- 
tiques pour  les  facteurs  premiers  idéaux,  abstraction  faite  de  l'exis- 
tence du  nombre  y  (a). 

Cela  posé,  la  norme  d'un  nombre  complexe  idéal  sera  toujours  lui 
nombre  complexe  existant;  car,  en  supposant  q\ie/{a)  contient  m  fac- 
teurs idéaux  du  nombre  q',  appartenant  à  l'exposant  J,  différents  ou 
non,  de  même  m'  facteurs  idéaux  du  nombre  q',  appartenant  à  l'ex- 
posant/', etc.,  la  norme  N/(ct)  contenant  tous  les  facteurs  idéaux 
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de  q,  inf  fois  chacun,  sera  divisible  par  q"'^^  de  même  elle  sera  divi- 
sible par  q""^ .  etc.,  et,  puisque  la  norme  ne  contient  pas  d'autres 
tacteurs  idéaux,  elle  sera  égale  à  q["f .q""^ ...^  à  une  unité  près. 

Le  problème  de  trouver  un  nombre  complexe  existant  F  (a),  qui 
eût  le  facteur  idéal  f{a.),  aura  toujours  une  infinité  de  solutions  dif- 
férentes, c'est-à-dire  il  y  a  toujours  une  infinité  de  nombres  idéaux 
qui,  multipliés  par  le  nombre  idéal  déterminé  /(a),  produisent  des 
nombres  complexes  existants.  En  choisissant  ces  multiplicateurs  idéaux 
de  manière  que  la  norme  du  produit  soit  aussi  petite  que  possible,  on 
parviendra  au  résultat  remarquable,  qu'un  nombre  fini  et  déterminé 
(le  multipHcateurs  idéaux  suffit  à  rendre  existante  l'infinité  de  tous  les 
nombres  idéaux. 

Soient,  comme  ci-dessus,  q  un  nombre  premier  appartenant  à  l'ex- 
posanty,  q'  un  nombre  premier  appartenant  à  l'exposanty,  etc.,  soit 
f{a.)  un  nombre  complexe  idéal  qui  contienne  m  fois  le  facteur 
premier  idéal  de  q,  appartenant  à  la  substitution  «  =  1^^,  de  plus 
m'  fois  le  facteur  premier  idéal  de  q\  appartenant  à  la  substitution 
>'  =:  u^  .  etc.,  soit  enfin 

F 'a.'  =  JT,  a  -H  ^2  «^  H-  X.;  «^  +...+  x^_^  a'-' 

un  nombre  complexe  existant,  qui  contienne  tous  les  facteurs  pre- 
miers idéaux  de^  (a  ),  c'est-à-dire  le  nombre  idéaiy  (a)  lui-même.  La 
condition  que  F  (a)  contienne  m  fois  le  facteur  premier  de  q,  ap- 
partenant à  la  substitution  r,  =  u^.  est  exprimée  par  une  congruence 
de  ia  forme 

[M'';ve_0]"'F(a)^o     ',mod.  7'"), 

équivalente  ày  congruences  linéaires  par  rapport  aux  coefficients  de 
F  (a),  pour  le  même  module  q"^.  Soient  donc 

$  =  0,     0,  =  o,...,     */_,^o     (mod.  9"'), 
ces  y  congruences  linéaires.  Soient  de  même 

<I>'^o,     *',  ^^o,...,     <l>^,_,;^o     (mod.^""), 

les  y  '  congruences  nécessaires  et  suffisantes,  pour  que  F  (a)  contienne 
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m'  fois  le  facteur  premier  de  q' ,  appartenant  à  la  substitution 
i' =  M.,,  et  ainsi  de  suite.  Cela  posé,  si  Ton  donne  aux  X  —  i  coeffi- 
cients j:,,  x^,  Xj,...,  Xx—i,  toutes  les  valeurs  o,  i,  2,...,  k — i,  en 
sorte  qu'on  ait  A"/_,  combinaisons  diverses  de  valeurs  de  ces  coeffi- 
cients, on  voit  que  chacune  des  /'quantités  $,  0,,...,  $/_,  ne  pourra 
donner  que  q'"  restes  différents  par  rapport  au  module  q""  ;  de  même 
chacune  des^^'  quantités  $',  0',  ,...,  $^,_,,  ne  donnera  que  q""'  restes 
différents,  pour  le  module  q""  ,  etc.  Le  nombre  de  toutes  les  combinai- 
sons différentes  des  restes  des^+y +  ...  quantités  désignées  par  $, 
sera  donc  égal  à  q'"^.q"^^' ....  Maintenant  si  l'on  prend  le  nombre  k 
assez  grand  pour  que  le  nombre  des  combinaisons  de  tous  les  restes 
possibles  soit  inférieur  au  nombre  des  combinaisons  des  valeurs  des 
coefficients,  c'est-à-dire  qf'"-^. ç""^  ...  <  A^"~' ,  on  voit  que  toutes  les 
combinaisons  différentes  des  valeurs  des  coefficients  ne  pourront  pas 
appartenir  à  des  combinaisons  différentes  des  restes,  mais  que  ces  com- 
binaisons des  restes  se  reproduiront  nécessairement.  Soit  donc 


une  combinaison  de  valeurs  des  coefficients,  pour  lesquelles  toutes  les 
quantités  désignées  par  $  donnent  les  mêmes  restes  que  pour  la  com- 
binaison 

par  la  soustraction  des  résultats  de  ces  deux  substitutions,  les  restes 
égaux  se  détruisent,  et  puisque  les  quantités  désignées  par  $  sont 
linéaires  par  rapport  aux  coefficients  x,,  ^^2^  ^s?--»  •^;_ii  o"  ^o*'  4^'*" 
la  combinaison  des  valeurs 

JT,  =:«,  —   ^,,     ^"2  =  ^2  —  h.,,    ^3  =  rt,  —  bj,...,     ■^;_.,  =  «;_,   — ''•';_i> 

satisfera  à  toutes  les  congruences  nécessaires  pour  que  F  (a)  contienne 
le  facteur  idéal  y  (a).  Ainsi,  parmi  les  nombres  complexes  dont  les 
coefficients  entiers  positifs  ou  îiégatifs  ne  .surpassent  pas  la  valeur  k  —  i , 
où  k  satisfait  à  la  condition  A^"~'  >  Ny(«) ,  il  y  en  aura  toujoius  qui 
contiennent  le  facteur  idéal/ (a). 

l'omc  XVI.—  NOTEMBRE  l85l.  3" 
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En  développant  le  produit  des  deux  nombres  réciproques  F  (a)  et 

X  —  \ 

F(a-'),  puis  changeant  a,  en  a'\  a%...,  a   '    ,  et  ajoutant,  on  obtient 

F(a).F(a-')+  F(a').F{x-^)  -+-...  + F  (a"^)  .F\cl      ~) 
—  |X(xj  -t-x^  -^- j?'^ +  ...-+- xj_,)  —  \[ûc,  +  œ.,-^.T^  -+-..--H  .T^,_,)"; 

et  puisque  les  coefficients  o",,  X2,  0C3,...,  X;_,,  abstraction  faite  des 
signes,  ne  sont  pas  supérieurs  à  A  —  i.  on  en  déduit  facilement  l'iné- 
galité 

F(a).F(a-')  +  F(a^).F(a-^)  +... 

-I-  ¥\a~^)  .F(a      ^)^iX(X  -  1)  .(A  -  i)% 

et  en  faisant  usage  de  la  proposition  connue,  que  le  produit  de  n  quan- 
tités positives  est  plus  petit  que  la  «'*""'  puissance  de  la  moyenne  arith- 
métique de  ces  quantités,  on  en  conclut  sans  difficulté 

NF(a)^X~^(/t-  if~\ 

Le  nombre  k,  qui  doit  satisfaire  à  la  condition  k^~'  >Ny(a)  pourra 
toujours  être  pris  de  manière  à  rendre  {k  —  i)'~'<Ny(a);  par  cette 
supposition  on  a 

A— I 

NF(a)<X   •'   N_/(a). 

En  représentant  actuellement  le  nombre  complexe  F  (a)  connue  pro- 
duit des  deux  facteurs  idéaux  ip  (a)  ety  (a),  on  aura 

¥{a)  =  <p{a),/{a), 
d'où 

NF(a)==N©(a).N/(ai, 

et,  au  moyen  de  l'inégalité  trouvée,  il  vient 

/  —I 

]Ny(aj<  X  ^  . 
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Ainsi,  les  multiplicateurs  idéaux,  qui,  composés  avec  tous  les  nombres 
complexes  idéaux,  donnent  des  nombres  complexes  existants,  peuvent 

toujours  être  choisis  tels,  que  leurs  normes  soient  plus  petites  que  >.  "*  ; 
et  puisque  le  nombre  des  facteurs  idéaux  dont  les  normes  ne  sur- 
passent pas  cette  limite  fixe  est  limité,  nous  avons  ce  théorème  : 

Ilj  a  toujours  un  nombre  fini  de  multiplicateurs  idéaux,  cjui,  com- 
posés avec  les  nombres  idéaux,  en  nombre  infini ,  les  rendent  tous 
nombres  complexes  existants. 

Les  multiplicateurs  qui  rendent  existants  les  nombres  complexes 
idéaux,  avec  lesquels  ils  sont  composés,  donnent  lieu  à  la  classifica- 
tion des  nombres  complexes  idéaux ,  que  nous  établissons  par  cette 
définition  : 

Tous  les  nombres  complexes  idéaux  (pu  donnent  des  produits  exis- 
tants lorsqu'on  les  multiplie  par  un  même  nombre  idéal,  seront  appelés 
NOMBRES  IDÉAUX  ÉQUiVALKNTS ,  et  Hs  scroTit  attribués  à  une  même 
CLASSE  des  nombres  complexes  idéaux. 

Nous  comprenons  dans  cette  classification  les  nombi-es  existants  eux- 
mêmes,  qui  constituent  une  de  ces  classes  que  nous  appellerons  hi 
classe  principale. 

D'abord  nous  observons  qu'un  nombre  idéal,  multiplié  par  un  nom- 
bre existant,  ne  donnera  jamais  un  produit  existant,  puisqu'alors  le 
quotient  de  deux  nombres  existants  serait  un  nombre  idéal. 

Soient  à  présentai  a)  et  <p(a)  deux  nombres  idéaux  équivalents. 
'if[v.)  le  multiplicateur  qui  les  rend  existants,  soit  aussi  /(a)  un  mul- 
tiplicateur def^a.),  tel  que  y^[a') ./{a)  soit  un  nombre  existant;  je  dis 
que  x(^)  •  ?("'-)  sera  de  même  un  nombre  existant.  En  effet,  puisque 
iLi  ai./  (a)  est  un  nombre  existant,  il  en  sera  de  même  du  produit 

^(a^).(];(a')...4/(a>— )./(a^)./(r/»).../■(a^-'). 

Multipliant  donc  par  les  deux  nombres  existants  ^[a).o[a)  et  /(«)./(«";, 
on  aura  le  nombre  existant 

Œ  («).;( I^a  ).  Nd>i  a)  .  N/(a), 

56.. 
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et,   en  supprimant  le  facteur  existant  Ni];(a   •  N/(a) ,    on   voit  que 

9  (*)•  X(*)  est  un  nombre  existant.  Nous  en  concluons  : 

Les  classes  des  nombres  équivalents  sont  toujours  les  mêmes,  pour 
tous  les  multiplicateurs  quoii  pourra  choisiiif 

Soit  présentement  y  (a)  équivalent  à  '^^{ci.)-,  et  de  même  (f{a.)  équi- 
valent à  'i/{et),  je  dis  que/ (a)  sera  équivalent  à  9  (a).  En  effet,  tout 
multiplicateur  de  if  [a,),  qui  donne  un  produit  existant,  sera  de  même 
multiplicateur  àef{cL)  et  de  o  (a).  Donc  : 

Deux  nombres  idéaux ,  équivalents  à  un  même  troisième  nombre 
idéal,  sont  équivalents  entre  eux. 

En  rapprochant  ces  résultats  du  premier  théorème  de  ce  paragraphe, 
on  conclut  : 

Les  classes  diverses  dans  lesquelles  tous  les  nombres  idéaux  se  dis- 
tribuent, sont  en  nombre  fini  et  complètement  déterminées ,  en  sorte 
qiiun  certain  nombre  idéal  n'appartient  qu'à  une  seule  classe. 

Soienty  (a)  ety,  (a)  deux  nombres  idéaux  équivalents,  ^  a)  le  mul- 
tiplicateur qui  les  rend  existants;  soient  de  même  ^  (a)  et  (p,  (a)  deux 
nombres  équivalents,  et /(a)  leur  multiplicateur;  (]/(a)  ./(a)  sera  évi- 
demment un  multiplicateur  qui  rend  existant  le  produit  y  (a) .  y  (a), 
de  même  que  le  produit  y,  (a)  .  0,  (a).  Ces  produits  seront  donc  équi- 
valents. De  là  ce  théorème  : 

Des  nombres  équivalents,  multipliés  par  des  nombres  équivalents , 
donnent  toujours  des  produits  équivalents. 

Il  suit  de  là  que,  lorsqu'on  mnlti|)lie  les  nombres  idéaux  d'une  cer- 
taine classe  avec  les  nombres  idéaux  d'une  autre  classe,  tous  ces  pro- 
duits appartiendront  à  une  même  classe  déterminée.  Ainsi  : 

La  classe  du  produit  de  deux  nond)res  idéaux  est  complètement  dé- 
terminée par  les  classes  des  f acteurs. 

Lorsqu'on  uuiltiplic  un  nombre  idéal  donné  par  un  des  nombres  de 
chaque  classe,  on  aura  autant  de  produits  qu'on  a  de  classes,  et  l'on 
s'assure  aisément  que  tous  ces  produits  appartieinient  à  des  classes 
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différentes.  Parmi  ces  produits,  il  y  en  aura  nécessairement  un,  et  il 
n'y  en  aura  qu'un,  qui  appartient  à  la  classe  principale.  Donc  : 

//  correspond  à  chaque  classe  une  certaine  classe,  en  sorte  que  ces 
deux  classes  composées  produisent  la  classe  principale,  c'est-à-dirr 
que  le  produit  de  deux  nombres  quelconques  de  ces  deux  classes  est  un 
nombre  complexe  existant. 

Les  classes  qui  produisent  la  classe  principale,  lorsqu'elles  sont  com- 
posées avec  elles-mêmes,  seront  appelées  classes  ambiguës:  La  classe 
principale  est  toujours  une  classe  ambiguë  ;  d'autres  classes  ambiguës 
n'existent  que  pour  des  valeurs  particulières  du  nombre  X. 

Considérons  maintenant  les  diverses  puissances  entières  d'un  nombre 
idéaiy(«).  Dans  la  série 

/(«),    /(«)%    /'»%    /(«)%-, 

il  y  aura  nécessairement  des  nombres  idéaux  équivalents,  car  le  nombre 
de  ceux  qui  appartiennent  à  des  classes  diverses  est  fini ,  aussi  bien 
que  le  nombre  des  classes  mêmes. 

Soient  donc^ (a)'  e\.j[o.y  deux  nombres  idéaux  équivalents  de  cette 
série  où  .î>r;  soit  aussi  T(a)un  multiplicateur  qui  rendy(a)'  W[a,, 
ety(ay  Y(a)  nombres  existants;  le  quotient  de  ces  deux  nombres,  ou 
bien  y  («)*"',  sera  de  même  un  nombre  existant.  Nous  avons  donc  ce 
théorème  important  : 

Tout  nombre  complexe  idéal,  élevé  à  une  certaine  puissance  entière, 
donne  un  nombre  complexe  existant. 
Ou  bien  : 

Tout  nombre  complexe  idéal  peut  être  représente  comme  une  cer- 
taine racine  d  an  nombre  complexe  existant. 

Si  l'exposant  h  est  le  pbis  petit  pour  lequel  y  (a)''  est  un  nombre 
existant ,  les  nombres  de  la  série  de  h  termes 

appartiendront  à  des  classes  diverses;  car,  si  l'on  avait  /(a  )'  équivalent 
kj[a.y,  r  et,î étant  positifs  et  moindres  que  h,  on  en  conclurait,  comme 
ci-dessus,  quey^(a)*~''  serait  existant.  Il  y  aurait  donc  un  exposant 
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j^  —  /•,  moindre  que  h,  pour  lequel  la  puissance  du  nombre  idéaiy(a) 
serait  un  nombre  existant,  ce  qui  est  contre  riiypothèse.  Il  se  peut 
maintenant  que  les  h  classes,  représentées  par  les  nombres  idéaux  de 
la  série  proposée  de  h  termes,  embrassent  toutes  les  classes  des  nombres 
idéaux  ;  alors  le  nombre  de  toutes  les  classes  diverses  sera  égal  à  h.  Si 
cela  n'a  pas  lieu,  on  choisira  arbitrairement  un  nombre  idéal  9 (a), 
non  équivalent  aux  h  nombres  idéaux  proposés ,  et  Ton  en  formera  ce 
second  groupe  de  h  nombres  idéaux 

9 (a),   (jp(a)./(a),   ^(a)  ./(a)%...,   9  (a  ]./(«/'- '. 

Les  h  termes  de  ce  groupe  ne  sont  pas  équivalents,  ni  entre  eux,  ni 
aux  termes  du  premier  groupe.  En  effet,  si  l'on  avait  (f[a.).J\a.)''  équi- 
valent à  (p{a).J[a.y,  r  et  s  étant  moindres  que  h,  il  s'ensuivrait  /(a)' 
équivalent  aj[a.y,  contre  l'hypothèse,  et,  si  l'on  avait  (p(a)  ./(a)'^  équi- 
valent kJ\cLy,  en  multipliant  pary(ay'-'",  on  aurait  aussi  (p(a).y(a)'* 
équivalent  kJ\oLy'~'''*'%  ou  bien  ç)(a)  équivalent  a  J [ay-'',  ce  qui  est 
aussi  contre  l'hypothèse.  Maintenant,  il  se  pourra  que  les  2  h  classes 
de  nombres  idéaux,  représentées  par  le  premier  et  le  second  groupe, 
embrassent  toutes  les  classes  des  nond^res  idéaux.  i;ans  ce  ras,  le 
nombre  des  classes  sera  égal  à  1/1.  Mais  .si  cela  n'a  |)as  lieu,  on  prendra 
arbitrairement  un  noudire  idéal  ']'{«■),  qui  ne  soit  pas  équivalent  à 
aucun  nombre  de  ces  deux  groupes,  el  l'on  en  composera  ce  troisième 
groupe  de  //  termes. 

On  démontre  aisément  que  ces  nombres  idéaux  ne  sont  pas  équiva- 
lents ni  entre  eux  ni  aux  termes  du  premier  et  du  second  groupe, 
'^t  l'on  en  conclut,  si  ces  trois  groupes  embrassent  toutes  les  classes, 
que  le  nombre  des  classes  sera  égal  à  3//.  Si  cela  n'a  pas  lieu,  on 
])ourra  continuer  de  la  même  manière,  et  l'on  voit  clairenient  qu'on 
parviendra  ainsi  à  ranger  toutes  les  classes  des  nombres  idéaux  en 
groupes  de  h  termes.  De  là  ce  théorème  : 

Le  noinbic.  lofai  de  toutes  les  classes  des  nombres  idéaux  (^st  un 
multiple  du  plus  petit  exposant  de  In  puissance  d'un  nombre  idéal 
ifuelconriup  <pti  devient  an  nombre  complexe  existant. 
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Toutes  les  autres  puissances  du  nombre  idéal  J  (et),  qui  donnent 
des  nombres  complexes  existants,  seront  nécessairement  contenues 
dans  la  forme  y\  a)'"'',  d'où  l'on  conclut  ce  corollaire:  . 

Si  une  puissance  d'un  nonibrp  complexe  idéal  donne  un  nombre 
complexe  existant,  il  Jaut  que  V exposant  de  cette  puissance  eut  un 
facteur  commun  avec  le  nombre  des  classes  de  tous  les  nombres  com- 
plexes idéaux. 

Il  se  présente  ici  la  question  délicate,  si  le  nombre  idéaiy  (a)  pourra 
toujours  être  choisi  tel,  que  les  nombres  idéaux  d'un  seul  groupe 

embrassent  toutes  les  classes  des  nombres  idéaux.  Il  nous  parait  que 
cela  n'a  pas  lieu  dans  tous  les  cas,  mais  qu'il  y  a  effectivement  des 
nombres  premiers  X  pour  lesquels  les  puissances  d'un  seul  nombre 
idéal  ne  pourront  jamais  représenter  toutes  les  classes  des  nombres 
complexes  idéaux.  En  laissant  cela  aux  recherches  plus  approfondies 
des  géomètres,  nous  remarquons  que  la  question  analogue  pour  la 
composition  tles  formes  quadratiques  a  été  traitée  par  M.  Gauss  dans 
la  cinquième  section,  n"  3o6,  des  Disquisitiones  Arithmelicœ. 

Remarque.  Qu'il  me  soit  permis  de  signaler  ici  en  peu  de  mots 
l'analogie  de  cette  théorie  de  la  composition  des  nombres  idéaux  avec 
les  principes  fondamentaux  de  la  chimie.  La  composition  des  nombres 
complexes  peut  èti-e  envisagée  comme  l'analogue  de  la  combinaison 
chimique;  les  facteurs  premiers  correspondent  aux  éiéments,  ou  plu- 
tôt aux  équivalents  de  ces  éléments.  Les  nombres  complexes  idéaux 
sont  comparables  aux  radicaux  hypothétiques  qui  n'existent  pas  par 
eux-mêmes,  mais  seulement  dans  les  combinaisons;  le  fluor,  en  parti- 
culier, comme  élément  qu'on  ne  sait  pas  représenter  isolément,  peut 
être  comparé  à  un  facteiu-  premier  idéal.  I^a  notion  de  l'équivalence 
des  nombres  idéaux  est,  au  fond,  la  même  que  celle  de  l'équivalence 
chimique  ;  car,  ainsi  que  des  quantités  pondérales  équivalentes  des 
matières  naturelles  peuvent  être  substituées  les  unes  aux  autres  pour 
rendre  des  sels  neutres  ou  des  corps  isomorphes,  de  même  les  nombres 
idéaux,  remplacés  par  les  facteurs  équivalents,  ne  produisent  que  des 
nombres  idéaux  de   la  même  classe.   En  comparant  les  méthodes  de 
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l'analyse  chimique  à  celles  de  la  décomposition  des  nombres  com- 
plexes, on  trouve  encore  des  analogies  surjjrenantes.  Car,  de  même 
que  les  réactifs  chimiques,  joints  à  un  corps  en  dissohition ,  donnent 
des  précipités  au  moj^en  desquels  on  reconnaît  les  éléments  contenus 
dans  le  corps  proposé,  de  même  les  nombres  que  nous  avons  désignés 
par  W  (yj)  comme  réactifs  des  nombres  complexes,  font  connaître  les 
facteurs  premiers  contenus  dans  les  nombres  complexes  en  mettant 
en  évidence  un  facteur  premier  q  analogue  au  précipité  chimique. 
Toutes  ces  analogies  qu'on  pourra  poursuivre  et  augmenter  à  vo- 
lonté, ne  proviennent  pas  d'un  jeu  d'esprit  oisif,  mais  elles  sont  bien 
fondées  en  ce  que  les  mêmes  idées  fondamentales  de  la  composition  et 
décomposition  des  éléments  régnent  aussi  bien  dans  la  chimie  des  ma- 
tières naturelles  que  dans  celle  des  nombres  complexes. 

§  Vil. 
/application  à  la  théorie  de  la  division  du  cercle. 

On  sait  que  toutes  les  difficultés  de  la  théorie  de  la  division  du  cer- 
cle, cest-à-dire  de  la  solution  algébrique  de  l'équation  binôme  x*"  =  i , 
se  réduisent  a  la  recherche  de  certains  nombres  complexes  du  genre 
de  ceux  qui  ont  élé  discutés  dans  ce  qui  précède.  Sous  le  point  de 
vue  théorique,  on  désire  la  connaissance  approfondie  de  la  constitu- 
tion intérieure  de  ces  nombres  complexes,  et  pour  la  pratique,  il  reste 
encore  à  réduire  le  calcul  de  ces  nombres  à  la  solution  d'un  seul  pro- 
blème élémentaire  et  général.  C'est  ce  que  nous  compléterons  au  moyen 
de  notre  théorie  des  nombres  complexes. 

Soient  p  un  nombre  premier  de  la  forme /nA  -(-  i ,  g  une  racine  pri- 
mitive de  la  congruence  g''~*  ^  i  (mod.  p),  x  une  racine  imaginaire 
de  l'équation  a:''  =  i ,  et  soient,  comme  ci-dessus,  a  une  racine  imagi- 
naire de  l'équation  a^  =  i ,  X  un  nombre  premier.  Cela  posé,  la  partie 
la  plus  difficile  du  problème  de  la  résolution  algébrique  de  l'équa- 
tion j:''=  I  tient  à  la  recherche  de  la  pui.ssance  V""'  de  l'expression 
résolvante  proposée  |iar  Lagrange, 

jc  -H  a  JT*  -f-  a'  O!-*'  -(-  a'  JC*'  -H  . . .  -+-  o.''^'  jt'^'  \ 
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que  nous  désignons  simplement  par  (a,  x).  Cette  puissance,  indépen- 
dante de  a-,  n'est  qu'un  nombre  complexe  composé  des  racines  a.  a^, 
a%...,  a'-'.  En  faisant  tisage  de  l'expression 

(a,.r)    ('J,.r)  _         ,     , 

qui  est  de  même  indépendante  de  x,  et  en  observant  que 

(a,  a;).{a-',  Jc)  =  p, 
on  aura 

(a,  jc)'=/j(L,  ^a).(|;,(a).f,(x)...  <]>;,_a(a); 

d'où  l'on  voit  que  tout  se  réduit  à  trouver  les  nombres  complexes 
désignés  par  ijiA(a),  pour 

k  =  t,  2,  3,...,  ),  —  2. 

Nous  déterminerons  ces  nombres  complexes  en  définissant  les  facteurs 
premiers  idéaux  qu'ils  contiennent,  ce  qui  se  fera  au  moyen  de  quel- 
ques résultats  trouvés  en  même  temps  par  M.  Cauchy  et  par  M.  Jacobi, 
et  publiés  dans  les  Mémoires  de  l'y^cadémie  des  Sciences  de  Paris,  de 
l'année  iSZjo,  et  dans  les  Comptes  rendus  mensuels  de  l'Académie  de 
Berlin^  de  l'année  1837.  Ces  deux  grands  géomètres  ont  trouvé  qu'en 
désignant  par  rune  racine  primitive  de  l'équation  r^"'  =  i ,  et  faisant 

jc  +  rxs-h  r^xS'+...+  i''-^jcs''~'  =  (/-,  x), 

la  substitution  de  la  racine  primitive  g  de  la  congruence 

g''~'  ^  I     (mod.  p), 
au  lieu  de  la  racine  /■  de  l'équation  7'^~'  =  i ,  donne 

diffi')^ 7 — ï — r-T     (mod.  p), 

n  («)  désignant  le  produit  i .  2.3  ...  «,  d'où  il  suit 

'|(g)^o     (mod. /j),     si      m<Cp—i,    n<p  —  \,    m-(-«>/;  — i. 

Tome  XVI— Décembre  i85i .  ^^7 
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Pour  en  faire  l'application  au  nombre  complexe  iji^(a),  nous  ferons 

r„     —    '''  t>  ~  0  „    _    '  t>    —  '  )  ,.  "  "T~ 

m-    ^ ,         ,1-   ^ ,  /  -=., 

ce  qui  donne 

de  là,  en  faisant  ?=  hk   (mod.  >,) , 

•HO-     (,/(*+.,, ^)    -  i'M*  )• 

Substituant  enfin  la  racine  primitive  g  au  lieu  de  /",  et  faisant,  pour 

abréger. 

p—\ 

g  ^    ^  u     (mod.  p), 
nous  aurons 

tj;/t(«-'')  ^  o     (mod.  p)     si     //  <  /,      /  <  >,,      h  -h  i  >  À. 

En  considérant  les  racines  ci,  a? ,  a'  ,...,  a''  comme  périodes  mo- 
nômes, on  aura  les  racines  des  congruences  correspondantes  ?«,  ;/', 
h',...,  h''    "  ;  donc  le  résultat  trouvé  pourra  s'énoncer  comme  il  suit  : 

Si  la  somme  du  nombre  h,  positif  et  moindre  que  X,  et  du  plus  petit 
reste,  positif  de  hk  (  mod.  X),  est  plus  grande  que  X ,  le  nombre  complexe 
ii/^(a)  contient  le  facteur  premier  idéal  de  p,  qui  appartient  à  la  substi- 
tution a  =  ii~''. 

Le  nombre  des  valeurs  de  h,  qui   satisfont  à  cette  condition,  est 

égal  à     ~  '  ;  car  on  voit,  sans  difficulté,  que  de  deux  valeurs  de  h,  dont 

la  somme  est  égale  à  X,  l'une  satisfait  toujours ,  mais  qu'elles  ne  satis- 
foiit  jamais  toutes  deux  en  même  temps.  Le  théorème  trouvé  fait  donc 

connaître     ~     facteurs   premiers   idéaux   contenus   dans  le  nombre 
2  "^ 

complexe  <|/*(a),  et  l'on  s'assure  facilement  qu'il  n'y  a  pas  d'autres  fac- 
teurs premiers  dans  'i^^{a.).  En  effet,  par  l'équation  connue 

'|a(«)-<J'*(*~'J  =  ^» 

on  voit  que  'jiA(a)  et  ij/^(a~'),  pris  ensemble,  contieruient  tous  lesX—  i 
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facteiiis  premiers  de  p,  et ,  puisque  <]>/,  [a."  ')  contient  nécessairement 
autant  de  facteurs  premiers  que  4'*('*))  ^^  nombre  complexe  con- 
tiendra exactement  les  —7—  lactcurs  premiers  définis  dans  le  théo- 
rème. 

En  désignant  pary  (a)  le  facteur  premier  (idéal)  de  p,  appartenant 
à  la  substitution  a.  ^  u,  et  par  i  7    la  racine  positive,  moindre  que  ). , 
de  la  congruence  hjc'z^^k^Tnod.  X),  nous  aurons 
<!;,(«)  =  E(a)n /(a-*), 

où  le  signe  du  produit  II  s'étend  sur  toutes  les  valeurs  de  h,  moindres 

que  X,  qui  satisfont  à  la  condition     |  M-    4    ">  ^-   L'unité  complexe 

I  "  I        I  "  I 

E(a),  qu'il  faut  toujours  ajouter  au  produit  de  tous  les  facteurs  pre- 
miers d'ini  nombre  complexe  donné,  se  réduit,  dans  ce  cas,  à  l'imité 
simple  zfc  a'';  car,  moyennant  la  formule 

on  a 

E(a)E(a-<)^i, 

équation  qui  n'est  jamais  satisfaite  que  par  les  unités  simples  de  la 
forme  d=  a.''.  L'expression  de  <^/,{ol)  devient  donc 

pour  tontes  les  valeurs  positives  de  /?  <  X,  qui  satisfont  à  la  condition 

7    +    T    >  ^-    Pour  déterminer  complètement   le  signe   et  l'expo- 
''  I       I     I 
sant  /•  de  l'unité  simple  ±0.'',  on  fera  usage  de  la  propriété  connue  de 

ces  nombres  complexes  que 

ij;4a)  =  — I      [mod.  (i  — a)=] 

Des  facteurs  premiers  trouvés  de  i{^^(a),  on  déduit  ceux  de  la  puis- 
sance 

{a,jc)'  =  pi\>,{a).^,{ct).^,{a.)...i^^_^{a). 

Le  facteur  premier  idéal  déterminé /(x"'^)  se  trouvera  dans  le  produit 

57.. 
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di,  (a) .  ^^{et)  ,  '|i,  (a)  .  .  .  i|>        (a)  autant  de  fois  précisément  qu'il  y  a 
(le  nombres  k,  pour  lesquels  on  a 


>>, 


et,  puisque  \j\,  pour  ^=  i,  2,  3,. .,,).— 2,  a  évidemment  toutes  les 

valeurs    7-    =  I,  2,  3,. ...,),— I,  excepté  la  seule     -T^    =/—     '   ,  le 

1  "  I  I     "     I  1^1 

nombre  des  valeurs  de  A,  qui  donnent 

I    '     I  I   ^    I  ^     ^  1^1  ^  I    1    ! 

\l\-^\j\>^^     OU       |-|>X-|^j. 
c'est-à-dire  le  nombre  des  facteurs /( a."'' 1  contenus  dans  le  produit 
^i(«)  •  ^i  («)■  •  •  ^;i_2('^)'  ^^''^  ég^'  ''     7    ~  '•  En  y  ajoutant  un  fac- 
teury («"''),  contenu  daiis /j,  on  voit  que  le  facteur  preu>iery(a"'*' 
est   contenu     y    fois  précisément  dans   la   puissance   fa.    a""!  •   \insi, 

en  prenant 

//  =  I,  2,  3,...,  X  —  I, 
on  a  l'expression 

nu,  ce  qui  est  la  même  chose, 

I— I  I— I  I  —  I  l'I 

{a,x)=±ct'J{a)  .J{cL')  .J{ct')  ..._/(«>-■)       . 

Ici  l'unité  simple  ±.a.'  sera,  en  chaque  cas,  déterminée  complètement 
par  la  condition  connue 

(a,  x)'^ — I    (mod.  X). 

La  décomposition  en  facteurs  premiers  donne  en  même  temps  la 
connaissance  parfaite  des  nombres  complexes  qui  se  présentent  dans 
la  théorie  de  la  division  du  cercle,  et  le  moyen  le  plus  simple  poiu-  les 
calculer;  car  on  voit  (pie  lout  se  réduit  au  seul  problème  de  trouver 
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un  facteur  premier  complexe  du  nombre  p,  qui  pourra  être  représenté 
comme  nombre  complexe  entier,  s'il  existe  par  soi-même  ,  ou  comme 
racine  d'un  certain  degré  d'un  nombre  complexe  existant,  s'il  est  idéal. 
La  recherche  de  ces  facteurs  premiers  se  fait  assez  facilement  au  moyen 
de  méthodes  indirectes  qui  s'offrent  d'elles-mêmes.  Il  ne  serait  pas 
trop  pénible,  et  il  serait  très-utile,  pour  cette  théorie,  de  construire 
une  Table  de  tous  les  facteurs  premiers  existants  et  idéaux  des  nombres 
premieis  du  premier  millier,  laquelle  donnerait  tous  les  nombres  né- 
cessaires pour  la  résolution  algébrique  de  l'équation  x''  =^  \ ,  pour  tous 
les  nombres  premiers  p  contenus  dans  les  mêmes  limites.  Une  partie 
de  cette  Table  a  été  donnée  dans  la  dissertation  de  mtineris  com- 
plexis,  etc.,  publiée  en  i834,  et  réimprimée  dans  ce  Journal  en  1837. 
Pour  faire  mieux  apprécier  l'usage  des  formules  données  dans  ce 
paragraphe,  nous  rappelons  la  méthode  ingénieuse  dont  M.  Gauss  s'est 
servi  pour  trouver  l'équation  du  troisième  degré ,  dont  les  racines  sont 

les  trois  périodes  à  '~-  termes  (voir  Z?«f/.  Arithin.,  sect.  VII,  n°  358), 

qiii  revient  à  ce  que  le  nombre  4p  doit  être  mis  sous  la  forme  du  second 
degré 

lip  =  ]\'P+  27IN-. 

Notre  méthode  donne  la  même  réduction  pour  le  problème  généial, 

où  il  s'agit  de  X  périodes  à  ^— —  termes;  car  le  problème  de  trouver  un 

facteur  premier  complexe  d'im  nombre  premier  p  est  essentiellement 
le  même  que  de  représenter  le  nombre  p  comme  une  certaine  forme 
du  degré  X  —  i  et  du  même  nombre  d'indéterminés:  on  voit  aussi  que 
les  coefficients  du  nombre  premiei-  complexe,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  les  valeurs  des  indéterminés  de  la  forme  du  degré  X  —  i ,  jouent 
le  même  rôle  dans  le  problème  général ,  que  les  deux  nombres  M  et  N 
de  la  forme 

4p=:  M^+  27lN% 

pour  le  cas  de  X  =  3. 
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§  VIII. 

Recherche  du  uoinhre  des   classes  diverses   des  nombres  complexes 

idéaux. 

r^es  principes  nouveaux  dont  M.  Lejeune-Dirichlet  s'est  servi  clans 
la  recherche  du  nombre  des  formes  quadratiques  qui  répondent  à  i:ii 
déterminant  donné,  joints  aux  résultats  exposés  dans  ce  qui  précède, 
suffiront  pour  achever  la  recherche  analogue  du  nombre  des  classes 
des  nombres  complexes  idéaux.  Pour  en  faire  l'application,  nous  con- 
sidérons la  série  infinie 


[NF(«)]'' 

ou  le  signe  sommatoire  V  doit  être  pris  par  rapport  à  tous  les  nom- 
bres complexes  différents,  existants  ou  idéaux,  et  où  l'on  compte  pour 
différents  deux  nombres  complexes  qui  ne  sont  pas  composés  des 
mêmes  facteurs  premiers  idéaux.  Pour  que  la  série  proposée  soit  con- 
vergente ,  le  nombre  s  est  supposé  positif  et  plus  grand  que  l'unité, 
mais  on  le  fera  décroître  ci-après  jusqu'à  la  limite  i. 

La  norme  d'un  nombre  complexe,  existant  ou  idéal,  étant  toujours 

de  la  forme 

N F(a )  =  )". q'"f.  (('"'f' .<(""" f'..., 

ou  (7,  «',  (f,..--,  sont  des  nombres  premiers  qui  appartiennent  respec- 
tivement aux  exposants  y,  y,  y,...,  nous  pourrons  introduire  cette 
expression  dans  la  série  R;  mais  puisque  la  même  norme  convient  tou- 
jours à  plusieurs  nombres  complexes  différents,  nous  rechercherons 
d'abord  combien  de  nombres  complexes  donneront  la  même  norme  , 
c'est-à-dire  combien  de  fois  le  terme 


se  trouvera  dans  la  série  IL  On  conclut  du  facteur  ry'"-'' contenu  dans  la 
norme,  que  le  nombre  complexe  F  (a)  contiendra  nécessairement  m 

facteurs  premiers  de  7,  différents  ou  non,  et  parce  qu'il  y  a  —y-  =  e 
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facteurs  preuiiers  de  q,  on  voit  qu'en  prenant  toutes  les  combinaisons 
m  à  m  des  e  facteurs  premiers  idéaux,  sans  exclure  les  facteurs  pre- 
miers égaux,  on  aura  toutes  les  manières  de  produire  le  facteiu-  tj'"^  de 
la  norme.  Cela  se  fera,  comme  on  sait,  de 

f{t' +!).((,--+- 2)    ..(e-|-/«  — ij 


1.2.3...    m 

manières  différentes.  De  même  Je  facteur  de  la  norme  cy'"'-'  pourra  être 
produit  de 

e' (e'+  ')-(g'  +  2)    ..(e'  +  w'  —  i) 
1.2.3...   m' 

manières  ilifférentes,  si 

i  — 1 

et  ainsi  de  suite.  Observons  encore  que  le  facteur  X"  ne  sera  produit 
que  d'une  seule  manière,  savoir  par  le  facteur  (i —  a)",  qui  doit  être 
contenu  dans  F  (a).  En  combinant  ces  résultats  particuliers,  on  voit 
que  le  terme 

s  —  I  s  —  I 

[nfMT  ^  {i".rf.q'"''r. <,'""■■/■■... y' 

pour  des  valeurs  déterminées  des  nombres  premiers  q,  q',  (f^...  et  des 
nombres  «,  m,  m' ,  m',...,  sera  contenu 

ei^e-hi).-    (e  +  m — i)     e'(>?'  +  i).  .  .(e'  +  /?/  —  i)    e"  {e"  +  i) .  .  .  [e" -^- m"  —  i) 
\  .7..  ■  .    m  1  .  2  ...    m'  i  .1.  ,  .    m" 

fois  précisément  dans  ia  série  R.  Donc  cette  série  pourra  être  repré- 
sentée de  cette  manière , 


R=(.-.)2: 


e(e  4-  1).  .    (e  +  m  —  i)     e'  [e'  -h  \)  ■  ■  ■  [e'  -+■  m'  —  i) 
1 .2.     .    m  1 .2. . .    m' 

\"'.q'"f'.q' "•'!'.  .. 


où  le  signe  sommatoire  est  pris  par  rapport  à  toutes  les  valeurs  entières 

positives,  zéro  y  compris,  des  nombres  /i ,  m,  ni',  m" Toutes  ces 

sommations  s'effectuent   sans   difficulté    au    moven    des  séries  binô- 
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miales 


\    1^'  1.2  q"!' 

e'      1        ^    e'ic'  +  i)        1 
I    (j'I  '  1  .2  fy'^/' 


On  aura  donc  la  série  R  exprimée  comme  produit  d'un  nombre  u)fini 
de  facteurs 


En  séparant  les  nombres  premiers  (/,  suivant  les  exposants  auxquels 
ils  appartiennent,  on  aura  autant  de  produits  infinis  qu'il  y  a  de  divi- 
seurs différents  de  À  —  i .  Le  produit  total  donnera 


n/ — —  \    W 


où  le  premier  signe  du  produit  II  se  rapporte  à  tous  les  nombres  pre- 
miers q,  qui  appartiennent  à  l'exposant  /,  le  second  à  ceux  qui  appar- 
tiennent à  l'exposanty,  et  ainsi  de  suite. 

Soient  à  présent  [i  une  racine  primitive  de  l'équation  jS^""'  —  i ,  /  un 
nombre  entier,  tel  que  le  plus  grand  diviseur  commun  de  /•  et  X  —  i 
est  égal  à  t*;  on  aura  évidemment 

-,-=(-?)-(-?;)-(-^Vi-^> 

En  élevant  à  la  puissance  —  e,  et  observant  qu'on  a  généralement 
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on  conciul  de  là  que 


■7' 


J^  nombre  r,  doiil  le  plus  grand  diviseur  commun  avec  X  —  i  doit  être 
égal  à  e,  pourra  toujours  être  pris  égal  à  l'indice  de  (];  car,  en  posant 

r^ind^     [mod.  (X —  i)], 
on  a 

fj^^Y     {mod.  X), 

et  puisque  ^  appartient  à  l'exposanty,  on  aura 


d'où  l'on  conclut  que  ;■  =  ind  q  sera  un  multiple  de  e  ;  mais  s'il  y  avait 
un  facteur  plus  grand  de  r  =  ind  «y  et  X  —  i ,/  ne  serait  pas  le  plus  petit 
exposant  pour  lequel  on  ^qf  ^  i  (mod.  X).  La  substitution  de  la  valeur 
convenable  /■=  ind  q  donne 


Les  nombresyet  e  n'étant  plus  contenus  dans  cette  expression,  on 
voit  que  le  même  résultat  subsiste  non-seulement  pour  les  nombres 
premiers  q,  qui  appartiennent  à  l'exposant^",  mais  aussi  pour  tous  les 
autres  q' ,  q",  etc.,  qui  appartiennent  aux  exposants/', /",  etc.  Donc, 
si  l'on  fait  subir  les  mêmes  transformations  à  tous  les  autres  facteurs 
du  produit  trouvé,  on  aura  cette  nouvelle  expression  de  R, 


"«l?    I    ■■        j  g(i_2)  indy 


t  — 


>'         \  77  \  1'    /  \  V      /  \  <j' 

où  tous  les  X  —  1  signes  des  produits  s'étendent  sur  tous  les  nombres 
premiers ,  excepté  le  seul  X. 

Les  produits  infinis  de  cette  formule  sont  connus  par  le  célèb^'e  Mé- 
moire de  M.  Lejeune-Dirichlet  sur  la  Progression  arithmétique,  lu  à 
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l'Académie  de  Berlin  le  27  juillet  1837.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à 
développer  ici  leur  transformation  en  séries  infinies  très-simples,  et  la 
sommation  de  ces  séries,  pour  le  cas  de  ^  =:  1,  qu'on  trouve  dans  le 
premier  et  dans  le  quatrième  paragraphe  du  Mémoire  cité.  En  se  ser- 
vant d'une  méthode  élégante  due  à  Euler,  M.  Dirichlet  a  trouvé 


okiadq 
1' 


~  2là     n' 


OÙ  le  signe  sonnnatoire  s'étend  à  tous  les  nombres  entiers  positifs  ii, 
non  divisibles  par  X.  La  substitution  des  séries  au  lieu  des  produits 
donne 

û  \n,\  n       0  •  in<l  II  p'>  ^  —  2)ind  n 

R  =  '  —  '  V  i  .  V  i_ .  "V  t  -1 ...  "V  i^'  . 


Maintenant,  si  Ion  fait  converger  indéfiniment  s  vers  la  limite  .y  =  i, 
on  aura,  d'après  tni  théorème  de  M.  Dirichlet, 

^^  -  ')Ei^  '  ~\   P°"''   ■"  =  '' 

et  puisque  les  autres  séries  contenues  dans  l'expression  de  R  ne  ces- 
sent pas  d'être  convergentes  pour  ^  =  i,  on  a 

Les  sommes  finies  de  ces  séries,  trouvées  par  M.  Dirichlet  au  §  IV  du 
Mémoire  cité,  peuvent  être  représentées  de  la  manière  suivante  : 
i*^.  Si  A"  est  impair, 

où  7,,  721  73>-i  7  désignent  les  plus  |)etits  restes  positifs  des  puis- 
sances correspondantes  de  la  racine  primitive  7,  7*.  7',...,  7''"',  pour 
le  module  X,  et  (j3*,  a)  l'expression  connue  de  la  division  du  cercle 


[fi',  a)  --rr.  a  +  fi'a.y  -+-  /3^*a'  4-  fi'"  rjj  +...  i-  /3 


(j_-.,}A    7^ 
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•j".  Si  k  est  pair, 

p-H„d„  ^  2[lc(a)  +  pMr(aV)+p"lf(a>'')-H.  ■     +  p^"-'i*  i  e  (g/'"'"  '  )J 
-^     V~"   ~~  (l— p-*).(p*,  «^  ' 

où  l'on  a  mis,  pour  abréger, 

a  =  ■> 

~  1 

et  où  e  (a)  désigne  l'unité  complexe 


'^      '  V      (I  — a,).(l  — a-')  I— a 

la  même  qui  nous  a  donné  un  système  indépendant  d'unités  dans  le 
deuxième  paragraphe  de  ce  Mémoire. 

Substituons  ces  sommes  dans  l'expression  trouvée  de  R ,  en  faisant, 
pour  abréger, 

I  +  V.P  +  7.  P'  +  73  /3'  +...+  l,_f'^=  9.(|3),       ^ 

o,(/3).9(i3').ç(p»)...?(|3^-=)  =  P, 

et  comme  ci-dessus,  dans  le  §  II, 

le(a)  +  p=le(a  )  +  pMe(a'')  +...+  jS^^^-^-le  (*^''~')  =  L(^^), 

nous  aurons 


R  = 


>."-(P,a).(p%«)...(p^-%a).(.-p-)    (,-p-')...(.-r''"~''V 


Or  nous  avons  trouvé,  dans  le  §  II,  qu'en  désignant  par  D  le  déter- 
minant des  quantités 

le(«),     le(a^),...,     le(«^"~'), 
\e{cC'),     le  (y'),-,     le(a'''~'), 

i.U^n,  i.(«^^-'),...,  i.(.^"-0, 
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on  a 

de  plus,  les  équations 

(i3\  a).(/3-*,  a)  =  ±  X     et      (/3^  a)  =  f-r,  a)  =   d:  v(-iy' 
doimeut 


et  l'on  a 

U-r^).(i-|3-)...  (i-/3^-."-^)=f.: 
donc  on  aura  enfin  l'expression  simplifiée 

K  =;  - — ^^_i_ —     pour     f  =  1. 

A|)rès  avoir  trouvé  cette  somme  de  la  série  R,  pour  le  cas  limite 
i  =  I,  nous  venons  à  la  seconde  partie  de  notre  recherche,  dont  le 
but  sera  de  trouver  une  nouvelle  expression  de  la  même  série  R,  afin 
que  la  comparaison  de  ces  deux  résultats  nous  donne  le  nombre  cher- 
ché des  classes  des  nombres  idéaux. 

Dans  la  série  proposée 

où  F  (y.)  représente  tous  les  nombres  complexes  différents,  existants 
et  idéaux,  nous  séparons  les  termes  suivant  les  classes  diverses  aux- 
quelles appartiennent  les  nombres  complexes  F(a).  lin  désignant  par 
y  («)  tous  les  nombres  de  la  première  classe,  c'est-à-dire  les  nombre» 
complexes  existants,  par/,  (a)  les  nombres  idéaux  de  la  deuxième 
classe,  pary,  (a)  ceux  de  la  troisième  classe,  et  ainsi  de  suite;  et  en 
nommant  H  le  nombre  de  toutes  les  classes  diverses,  nous  avons 


[N/fa)]'  ^[N/,(a)]'^---^^[N/;,_Ja)]'- 

il  s'agira  donc  de  trouver  les  sommes  de  ces  H  séries  parliculieres, 
pour  le  cas  limite  j  =  i.  Nous  démontrerons  ci-après  que  toutes  cet 
sommes,  prises  par  rapport  aux  diverses  classes  des  nombres  idéaux, 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  /i6i 

sont  égales  entre  elles;  c'est  pour  cette  raison  que  nous  nous  borne- 
rons ici  à  trouver  seulement  la  première  somme,  qui  ne  contient  que 
les  nombres  complexes  existants. 

Tous  les  nombres  complexes  existants  sont  contenus  clans  la  forme 

J [a.)  =  cca,  -f-  Xt  -^7  -\-  x^o''   +...+  jT^-î»"''       , 
dans  laquelle  les  coefficients 

X  <j       X  i  -        X^  ,  .  .  .  J       X y — 'j; 

représentent  tous  les  nomlires  entiers;  mais  pour  toutes  ces  valeurs 
différentes  des  coefficients,  on  n'obtiendra  pas  des  nombres  complexes 
différents,  car  on  sait  qu'au  moyen  des  unités  complexes,  le  même 
nombre  complexe  peut  être  représenté,  par  la  forme  proposée,  d'une 
infinité  de  manières  différentes.  11  s'agira  donc  d'abord  de  trouver 
les  conditions  auxquelles  les  coefficients 

doivent  être  assujettis,  pour  que^  (a)  ne  soit  qu'une  seule  fois  contenu 
dans  cette  forme.  A  cet  effet,  j'observe  que  J'  (a)  étant  une  expres- 
sion déterminée  du  nombre  complexe  dont  il  s'agit,  on  aura  toutes  les 
autres  expressions  du  même  nombre,  en  multipliant  celui-ci  par  une 
unité  quelconque;  et  puisque  toutes  les  unités  sont  contenues  dans  la 
forme 

£(a)  =  ±  a"Ê,  (a)      ^{a)     ...£,,_,  (a) 

où  £,(«},  £2  (a),...,  £,,— 1  l«)  sont  [x  —  i  unités  fondamentales,  la 
forme 

/■a)  =  zt  -.."£,  (a)      .£,(a)     ...£^_,(a^'^     /(«), 

pour  toutes  les  valeurs  entières  des  exposants  n,  m,,  m.,,-..,  w„_  ,,  con- 
tiendra toutes  les  expressions  possibles  du  même  nombre  complexe. 
Lorsqu'on  y  change  a.  en  a~',  on  obtient,  en  multipliant, 

/■(a)./(..-')=.H.^af"".£,(c.f'"'...£„_,(a)^'"''-7'(a)./'(^-M. 

En    passant    aux    logarithmes,   et    changeant   a  en  a.',  «^  ,...,  a''       , 
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oi)  a  ce  système  d'éqiîatioiis . 

|l(r/(a)./ («-')]=  m,  h,  (a)  -h  m^\i^{a.) 

+  m,_.h,_,(*)  + il  [r/ («)./'(«-')], 
L  \\rf{ai)  ./(«-■')]  =  m,  U,  (a^)  +  m,  1  £,  (*v)  +  . .  . 

+  ,«_,  h^_,(a7)  +  i  1  [r/'(a7)  ./'  [a-y)]  , 

où  le  nombre  r  est  tout  à  fait  arbitraire. 
Mettons  à  présent 

il[//'(«v)./'(a-7)]=jr.h,  (a7)  +  jr.l£.(a1')+...+  j^_,h^_.(a7), 

ii['/'  («^""0  •/'  (^-^■■^~')]  =  j.  1^.  {ar-)^jM=^-'n  ^... 

les  inconnues  j-,  ,j2.->J  _,  ^^  ce  système  d'équations  linéaires  au- 
ront toujours  des  valeurs  finies  et  déterminées ,  parce  que  le  détermi- 
nant au  système,  ou  bien  le  déterminant  A  du  §  II  de  ce  Mémoire, 
n'est  pas  égal  à  zéro.  Ce  système  d'équations,  ajouté  au  précédent, 
donne  aussi 
i|[ir/-(a)  ./(a- )]  =  (?«,  +jr,)ls,  (*)  +  ('»2+j2)le2(a) 

i-1  (/y  («'/). /(a-7)]  =  (m,  +r.^le<(*'^)  +  ('«2+70  1^2  (at^) 
+  (%-■  +J^-.)'V.{a^)' 
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On  voit  par  là  que  les  expressions  île 

il[//'(a).y'f«-')J     et      {\r[,f{a)J(.-')\. 

et  celles  qu'on  en  déduit  par  le  changement  de  ;',  en  a^ ,  a"'  ,...,  a'  , 
ne  diffèrent  qu'en  ce  que  les  quantités  7',,  j'j,...,  ^,^_  sont  aiignuii- 
tées  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs  fn, ,  nu ,. . . .  /«<,_i.  On  pourra 
donc  toujours  choisir  convenablement  les  nombres  entiers  /w,,  w^vi 
'lia-,,  de  manière  que  les  qtiantités  m,+j,,  «2,  +  j'^,...,  m„_i  +jr„__, 
soient  toutes  contenues  entre  les  limites  o  et  i ,  et  par  cette  condition  . 
les  nombres  entiers /h, ,  in^,-..,  nia—i  seront  parfaitement  déterminés. 
Mettant  donc,  pour  abréger, 

W,  -h  y,   =  s,,       <72j  +     y.;,  =   s,,    .   ,  /7/„_,  +  ^„_,  =  r.„-i, 

nous  concluons  que  parmi  tous  les  nombres  complexes  contenus  dans 
la  forme 

f{x)  =  s,  (a)'"'  .  i,{y.)"'^ ...  =„_,^a) "'•■'"'/'  (  a), 

il  y  aura  toujours  un,  et  il  n'y  aura  jamais  qu'un  seul  qui  satislai!  aux 
conditions 


i\[r/U'     ')/(.-''"     ')l  =  z,lc,(y     ')+z,\,,{y     0^... 

z,,  z.j,...,-2'"  désignant  des  quantités  contenues  entre  ks  limites  o  et  i . 
A  cause  du  facteur  ±1  a",  qu'il  faut  encore  ajouter  poiu*  avoir  toutes 
les  expressions  de  /(a),  facteiu"  qui  donne  lieu  à  aX  valeurs  différentes. 
il  y  aura  toujours  aX  représentations  du  nombrey(a),  pour  lesquelles 
les  conditions  posées  seront  satisfaites.  Il  serait  facile  d'ajouter  une 
nouvelle  condition  des  coefficients,  en  vertu  de  laquelle  le  nombre^  («) 
n'aurait  qu'une  seule  représentation;  mais  il  suffira  de  savoir  que  le 
nombre  des  repré.sentalions  deJ{^J.)  est  exactement  égal  à  aX. 
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D'après  les  principes  établis  par  M.  Lejeune-Dirichlet  dans  ses  re- 
cherches sur  diverses  applications  de  l'analyse  infinitésimale  à  la  théo- 
rie des  nombres,  on  obtient  la  valeur  de  la  somme 


égale  an  quotient  du  nombre  des  termes  de  cette  série,  pour  lesquels 
Ny(a)  est  inférieur  à  T,  divisé  par  T,  lorsqu'on  y  fait  croître  la  quan- 
tité T  à  l'infini.  Nous  obtiendrons  le  nombre  des  termes  pour  lesquels 
on  a  Ny^(a)  <  T,  en  recherchant  combien  il  y  a  de  systèmes  de  valeur» 
des  coefficients  .r,  x,,....  x,_  ,  compatibles  aux  /jl  —  i  conditions 

posées  jointes  à  la  condition  Ny^(a)  <  T,  et  pais  divisant  ce  nombre 
par   uÀ.  Pour  cela,  nous  changeons  les  quantités  jc,  x,,...,  ar>_3 

^     ^'  '^y  —  1  ,,      •      ,-/     \  I  /(")      TVT  n      \  ^/(«)         1 

en  -. —,■•-,  :  d  ou/ (a)  se  change  en -^-^)  N/(a)  en — —;p;  alors 

les  nouvelles  quantités  j?,  X,,...,  x  __    n'obtiendront  plus  toutes  les 

valeurs  entières  compatibles  aux  conditions  posées,  mais  les  valeurs 
d'une  série  arithmétique  doublement  infinie,  dont  la  différence  est 
égale  à  t.  Les  [i  —  i  conditions  pour  les  nouvelles  quantités  jr,  x^,..., 

X,       ne  sont  altérées  qu'en  ce  que,  au  lieu  de  r  on  aura  —,  et  puisque  r 

est  tout  à  fait  arbitraire,  on  prendra  r=  t^,  ce  qui  revient  à  faire 
/■  =  I   dans   les   conditions  données  ci-dessus.   De   plus,    en   prenant 

T  =  -^^-,  au  lieu  de  Ny(*)  <  T,  on  a  pour  les  nouveaux  coefficients  du 

nombre  y  (a)  la  condition  Ny(a)  <  i.  Maintenant,  si  l'on  prend  t  infi- 
niment petit,  les  quantités  j:,  x,,...,  x  _  seront  des  variables  conti- 
nues ,  le  nombre  des  valeurs  de  x  pourra  être  représenté  sous  la  forme 
-  /  r/.r,  le  nombre  des  valeurs  de  x,  sous  la  forme  /  dx,,  etc.;  donc 
lenombrede  toutes  les  combinaisons  des  valeurs  de  jr,  a:,,...,  x  sera 
donné  par  l'intégrale  multiple 

.fi-i) 

(ix.dx,.dxt...clx  _  , 


1  /»! 
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ce  qui  donne,  en  divisant  par  T  =  -^ — ? 


dx-djCf.  djc.,...dx 


Nous  en  concluons  que  la  valeiu'  de  la  somme  proposée,  pour  le  cas 
de  i=  1,  est  donnée  par  la  formule 

V    ^  ~  '     —  —   C  (Ix.  ilx. .  d.T^...  (Icc,       , 

où  les  intégrations  s'étendent  sur  toutes  les  valeurs  des  variables  x, 
,r,,...,  X        entre  les  limites  —  »  et  -i-  oo  ,  qui  satisfont  à  la  condition 

T^fia)  >  I  et  aux  équations 

\\[rf\  a).J\or*)]  =  z,  Is,  (a)  +  z.Ai.,[a)  +. .  .-4-  3„._,  U,,^,  (a), 

\\  I  r/{a').J  (  a~ ' )]  =  z,  h,  ( a')  +  z,h,  ( a'  )  +  . . .  +  z.„_,  lc„_,(a'), 

ii[,./(,''-')./(«-'"")]=^,i.(/'"')-.i4'/"%... 

.      +Z„_,l£„_,    (j''  j, 

OU  les  quantités  z,,  z.^,...,  z_^_,  sont  contenues  entre  les  limites  o 
et  I. 

Pour  déterniHier  la  valeiu'  de  l'intégrale 


/^  >,  —  t  ) 
dx.dxt.dx.^...dx        =  I, 


nous  y  appliquerons  quelques  transformations  successives,  c[ui  seront 
effectuées  d'après  les  règles  connues  pour  la  transformation  des  inté- 
grales multiples. 

D'abord  nous  introduirons   les    nouvelles  variables  j^,  j",,  ^^vj 
y.  _,i  liées  aux  variables  ar,  x,,  x.j,...,  x  _    par  les  équations 

Tomo  XVI    —  DÉCFMnRE  i85i.  09 
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Les  différentielles  partielles  des  nouvelles  variables,  prises  par  rapport 

:iiix  variables  jc,  x, ,.  .  . ,  x'—'^^  sont  données  par  la  fornnde 

dxk 

d'où  il  suit  que  le  déterminant 

"Sk    (   -H  ''-'       '^^  '  '    '*" 

^  \  dx  '  dx,  iU\ 

sera  le  déterminant  des  quantités 

y.,  ay,      ol'  ,...,     (/.' 

%'' .  (t'  ,     cf."^  ...■,     a, 


a,        a',. 


qu'on  sait  être  égal  au  produit  des  différences  de  toutes  ces  quantités 
prises  deux  à  deux  , 

(.^_^7)    (a-aV')---(^--«'^'~')' 


Ce  produit,  qui  contient  Lt.vI  .TZV  facteurs  premiers  de  X.  est  égal 

À  —  2 

à  la  puissance  X    '^    ,  d'où  résulte 

^d  \         tlx     dx,         dx 


tX  puisqu'on  obtient  l'intégrale  multiple  transformée  en  divisant  par  ce 
déterminant,  on  aura  la  première  transformée 

•(i-.) 


"M 
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Transformons  de  nouveau  par  les  substitutions 

]  y  —V  -\-  wv  —  i^   1  >i  =  y,  +  &>!  V  —  '  v>   l/u-i  =  y/<-i  +  oi^-iV—  I, 
1  r.„  =  u  —  0)  V  —  Il     1 7/--<-i  =  îJ.  —  Wi  v^-ïv? 

nous  aurons  en  général 

rfr»        j  j  '^.^A-i-u         I  , 

Alors  au  lieu  de  dyi^dyi^^     dans  l'intégrale  multiple,  il  faudra  substi- 
tuer l'expression 

qui  se  réduit  à 

—  2  y' — 1    e^'^' c/U/,  .r/oj*, 

et  l'on  aura  l'intégrale  transformée 


e     '"■'''  (iv  (il),...  f/u^  _,  c/w<^oj,...  </m„_,. 


Ayant  posé 


nous  avons 


les  limites  des  nouvelles  variables   seront  donc  déterminées  par  les 
équations 

y  =  z,  Is,  (a)  +  z„\i^[o(.  )  H-...  +  ;;„._,  !£„_,(  a), 

y,  =  z,lE,(«0  +  2.1'=(a')-^-■••  +s,-,l£.-.(^^-'). 

u,„_,.=  z,U,  {a'''"~'')  +z,j£,(a7 '""'')  +...  +  z,._.!£,._,(a''''      ), 
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où  z^,  Zn,...,  Zu—,  sont  contenus  entre  les  limites  o  et  i .  La  condition 
N  /(a  i  <  I  donne,  en  outre, 

entre  les  limites  u  et  i. 

Les  u  variables  w,  w,,-..,  w„_, ,  qui  ne  sont  pas  limitées  par  ces  con- 
ditions, sont  données  comme  fonctions  des  variables  primitives  x,  .r,,..., 
Xi  —  o  par  l'équation 


fang(o)A)  = 


^-.[Ay)^A^-')\ 


expression  où  les  quantités  imaginaires  disparaissent  d'elles-mêmes;  et, 
puisque  les  quantités  x,  x,,...,  j:._,  peuvent  varier  entre  les  limites 
—  00  et  +  ac  ,  on  voit  que  la  même  chose  aura  lieu  pour  tang  (u;^)  :  et, 
en  considérant  encore  que  sinw;^  et  cos&i^  peuvent  avoir  toutes  les  va- 
leurs entre  les  limites  —  i  et  +  i,  on  conclut  que  les  limites  des  va- 
riables ',i,  r.)     (,u,...,  w„_,  seront  —  -  et  H -,  ou  tout  autre  intervalle 

■  2  2 

de  -ir..  En  effectuant  les  intégrations  par  rapporta  ces  variables,  entre 
les  Imutes et  H ,  on  a 

3.  2 

1  =      .  "-    /        e'"  .e^"' ...e'"!'-^  du  .du....dvu 


2//  /x    /»im; 
\  '    J 


X 
Intégrons  à  présent  par  rapport  à  la  variable  6i^_, ,  nous  aurons 


f' 


les    limites    de    cette    intégration   étant    données   par   la   condition 

e""" .é'"'.  ..é''^''-'^°,  et  celles  de  e"""*-'  étant  o  et  e~""'.e~'"''...e'''>-'■ 
L'intégration  entn^  ces  limites  donne  le  résultat  très-simple 


-/' 


du. du,...  du^. 


Il  nous  reste  encore  à  effectuer  la  dernière  transformation  île  cette 
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intégrale,  qui  consiste  dans  la  substitution  des  variables  z,,  z..,,...,  z„_,, 
données  par  les  équations 

V  =  z,  l£,(a)  +  Z2\s.,{a)  +  .  ..  +  z^._,  1  £„_,  (a„ 


U-A- 


5,lc,(a''"     ')+zJs,{ryy"    ")+...+ z.-,h._,(a^"     "), 


au  lieu  des  variables  v,  u,,  .,  v „,-_,.  En  désignant,  coninie  ci-dessus, 
par  A  le  déterminant  de  ce  système  d'équations  linéaires,  nous  avons 
tout  de  suite  l'intégrale  transformée,  et,  parce  que  toutes  les  intégra- 
tions par  rapport  aux  variables  s,,  Za,...,z^_,,  doivent  être  prises 
entre  les  limites  o  et  i ,  la  nouvelle  intégrale  est  évidemment  égale  à 
l'unité.  Donc  la  valeur  cherchée  de  l'intégrale  1  devient 

.  2.-  ■'  ~  '  v"'  A 

l 

De  là  résulte  cette  expression  de  la  sonune  proposée 


Nous  allons  mairitenant  démontrer  que  toutes  les  autres  sommes 
partielles  de  l'expression 

ont  les  mêmes  valeurs  que  la  première,  que  nous  venons  de  trouver. 
Pour  cela,  soit  9 (a)  un  multiplicateur  idéal  qui,  joint  aux  nombres 
idéaux  de  la  classe /A(a),  les  rend  tous  existants,  et  posons 

y(a)y,(«)=F,(a); 


nous  aurons 


2[lfyT(îjp  =  N^(a)2;,-VF7(^,'     po»'-    ^  =  ', 
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où  F,,{a)  désigne  tous  les  nombres  complexes  existants  qui  ont  le  fac- 
teur idéal  o(a).  La  recherche  de  la  valeur  de  la  somme 


'[NF/.(«)]' 


pour     A  =:  I, 


se  fera  de  la  même  manière  que  celle  de  la  somme  trouvée  ci-dessus, 
avec  la  seule  diffi^rence  qu'il  y  aura  quelques  conditions  de  plus  pour 
les  coefficients  des  nombres  F^(a),  pour  exprimer  que  F^^fa)  doit  con- 
tenir le  facteur  idéal  9 (a).  Supposons  que  <p(a)  contient  un  certain 
facteiu'  premier  idéal  de  q,  m  fois,  de  plus  un  facteur  premier  idéal 
de  (]\  m'  fois,  etc.,  où  q^  q',  etc.,  appartiennent  respectivement  aux 
exposants/,  /',etc.  ;  la  condition  que  F^{a)  soit  divisible  par  ©(a)  sera 
exprimée  par  /  congruences  linéaires  pour  les  coefficients  de  F;;  (a)  par 
rapport  au  module  q"\  de  plus  par/'  congruences  linéaires  pour  le 
module  f/"",  etc.  Or  il  est  clair  qu'étant  donné/ congruences  linéaires 
par  rapport  aux  coefficients  du  nombre  r;^(a),  pour  le  module  q'" ,  le 
nombre  de  tous  les  systèmes  des  valeurs  convenables  de  ces  coeffi- 
cients se  réduira  à  la  q'"f''""^  partie;  de  même,  les/"  congruences  pour 
le  module  q""  réduiront  ce  nombre  de  valeurs;»  la  q""' ^  "'""'  partie,  et 
ainsi  de  suite.  On  en  conclut  que  la  valeur  de  la  somme  proposée  sera 
égale  à  la  q'"Lq"^'f' ...''""'  partie  de  la  valeur  de  la  somme  trouvée  ci- 
dessus  ,  (>1 ,  puisque  le  produit  q"'^.q""^  ...  est  égal  à  la  norme  Nç)(a), 
on  aura 

enfin  cette  équation,  jointe  à  la  précédente,  donne 

ce  qu'il  fallait  démontrer 

Le  nombre  des  sommes  partielles  qui  donnent  la  somme  totale  R 
étant  égal  à  II ,  nous  avons 

il'oii,  f\i  substituant  la  valeur  trouvée  de  celte  sonune,  nous  avons  la 
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nouvelle  expression 


R  = 


X' 


ce  qui,  comparé  à  I.1  valeur  de  la  même  série  R,  trouvée  dans  la  pr«'- 
inière  partie  de  cette  recherche , 

donne  l'expression  cherchée  du  nombre  des  classes  des  nombres  com- 
plexes idéaux 

Je  répète  que  dans  cette  formule  la  lettre  P  désigne  le  produit 

P  =  çfj3),9(|3»).9(i3^)...9(|3^-^), 
où  ^  est  une  racine  primitive  de  l'équation  /î'~'  =  1 ,  et  ou 

?  (fi)  =  .  +  7.  P  +  7^-ft'  +  7^ r^»  +...+  -n^J'-^ 

7i»  72;  73V1  7i_2  étant  les  plus  petits  restes  positifs  des  puissances  7, 
T-  '/"■>■  ■  ■  '  7^""'  d'une  racine  primitive  7  pour  le  module  >,.  La  lettre  u. 
n'est  qu'un  signe  abrégé  de  -^.  D  désigne  le  déterminant  des  (pian- 
tités 

le(a),     \<'[y?),...,     1  e  (a^""')  , 
■    l^a'),     1^  (<//),...,      \e[^?'"), 


Xeia^n.     \e[.?'-'),...,     1  .  U^""')  , 
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A  désigne  le  déterminant  des  quantités 

le,  (a),      les  (a),...,     ia„_,(a), 
lé,  (aV),     /s(aV),...,     !£,„_.(«-/), 

h.{a^^"1,      l^,{a^'~''),...,     i£,„_.(,aO, 

ou  c,  (a),  co  (a),...,  £,^_,(a)  représentent  un  système  de  /x  —  i  unités 
fondamentales. 

Nous  terminerons  ce  paragraphe  en  faisant  quelques  remarques  sur 
la  formule  trouvée  pour  le  nombre  H  des  classes  des  nombres  com- 
plexes idéaux.  D'abord  nous  observons  que  le  nombre  H  consiste  de 

P 
deux  facteurs  entiers  bien  distincts,  le  premier  égal  à  — ,  le  se- 

{■3.yf 

cond  égal  à  — .  On  démontre  aisément  que  le  premier  de  ces  facteurs 

est  un  nombre   entier,    en   faisant   voir   que   le  produit  P   contient 

[(j. — i)  fois  le  facteur   i,   et   autant   de    fois    le  facteur  >;   pour  le 

second  facteur,  cela  découle  immédiatement  de  l'observation  faite  à  la 

fin  du  §  Il  de  ce  Mémoire.  Pour  le  cas  de  X  =  5,  nous  avons  trouvé 

que  l'unité  e[a)  est  une  unité  fondamentale,   d'où   il    suit  D  =  A; 

donc  on  a 

D  -  r 

—  =  I ,      pour     A  =  5. 

Pour  le  cas  de  ),  =  7,  on  trouve  sans  difficulté  que  e  (a)  et  e  («1')  sont 
encore  deux  unités  fondamentales;  donc  on  a  de  même 

D  =  A     et     —  ^  I  .      pour     /  =  7. 

Mais  si  >  est  plus  grand,  le  calcul  effectif  de  ce  second  facteur  est  tres- 
pénibie,  parce  qu'il  exige  qu'on  recherche  d'abord  un  système  d'imités 

P 

ioudamentales.  Le  calcul  du  i)rcmier  facteur  ,  que  nov\s  dési- 

gnerons  simplement  comme  fonction  de  X  par  P'  (X),  n'offre  pas  cette 
difficulté;  je  l'ai  calculé  pour  toutes  les  valeurs  du  nombre  premier  ). 
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de  la  première  centaine.  Voici  les  résultats  de  ce  calcul  : 

P'(3)    =1,  P'(43)  =  aii, 

P'(5)    =  I,  P'(47)  =  695  =  5.139, 

P'(7)    =  I,  P'(53)  =  4889, 

P'(ii)=i,  P'(59)  =  4i24i  =  3.59.233, 

P'(i,3)=i,  P'(6!)  =  76301  =41.1861, 

F  (17)=,,  P'(67)  =  853513=67.1-2739, 

P'(i9)  =  I,  P'(7i)  =  5472271  =  7.7.29.385f, 

P'(23)  =  3,  P'(73)  =  11957417  =  89.134353, 

P'(29)  =  8,  P'(79)  =  60087849=  5.53.377911, 

P'(3i)  =  9,  P'(  83)=  838216939  =  3. -279405653, 

P'(37)  =  37,  P'(89)=  13379363737  =  II 3.  M  8401449. 

P'(4i)=  i2[,  P'  97)  =  41 1322823001  =  3457.118982593. 

On  voit  que  ces  nombres  vont  en  croissant  avec  une  rapidité  ex- 
traordinaire. La  loi  asyraptotique  des  valeurs  de  ce  premier  facteur 
du  nombre  des  classes  H  est  exprimée  par  la  formule 


P'(),)  = 


X   "» 


(aX)/'-'  inl      ini 


dont  je  me  réserve  la  démonstration  et  les  développements  ultérieurs 
à  une  autre  occasion. 


§  IX. 

Deux  recherches  spéciales  concernant  le  nombre  des  classes  des 
nombres  complexes  idéaux  et  les  unités  complexes. 

En  examinant  les  valeurs  du  premier  facteur  du  nombre  H,  données 
dans  le  paragraphe  précédent,  on  voit  que,  pour  les  trois  nombres 
premiers  de  la  première  centaine 

>,  =  37,     >.  =  59     et     X  =  67, 

lome  XVI.  —  Décembre  ibSi.  6o 
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le  nombre  H  est  divisible  par  )..  Pour  de  telles  valeurs  de  X,  les 
nombres  complexes  sont  doués  de  quelques  propriétés  singulières,  de 
manière  que  ces  valeurs  de  X  se  présentent  dans  plusieurs  recherches 
générales  comme  cas  d'exception  qui  exigent  des  méthodes  particu- 
lières. C'est  pour  cette  raison  que  nous  nous  proposons  ici  le  pro- 
blème (le  troui'er  tous  les  nombres  premiers  X  pour  lesquels  le  nombre  H 
des  classes  des  nombres  complejces  idéaux  est  divisible  par  À. 

P 

Nous   commençons   par    discuter   le    premier  facteur 

nombre 

H  =  — ^.H, 

où  nous  avons  posé 

P  =  9(/3).ç(/5^).9(/3^)...9(|5>—), 
<p  (p)  =  .  +  y.  /3  +  y,  [-.^  +  73  .S'  -+-...  +  y;_,  ^'-^. 
En  multipliant  par  y,?  —  i ,  on  a  la  formule 

(7/3  -  .)  ?  (|3)  =  (Th-,  -  0  +  (7  -  V.)  ^  +  (77.  -  7.)  /^^  +  - 
+  (77;--3-7.-.)|3^-^ 

claîis  laquelle  tous  les  coefficients  sont  divisibles  par  X;  car,  en  substi- 
tuant 

y^-,  =  7*-'     et     7*=  7*     (niod.  X), 
on  a 

77*-.  -  7*=  77''"'  -  7*=  o     (mod.  X). 
Donc,  en  posant 

77*-.  —  7*  =  ^^A 
et 

/'.,  -i-b,fi-h  b.,  fi^  +  ...  +  6;_.,  jS'--^  =  i' (P), 

l'équation  précédente  donne 

(7/3-0?(P)  =  H(/3). 

En  changeant  j3  en  /5',  |3°,...,  /3^-^  et  multipliant,  on  trouve 

(7/B-i).f7fi'-i)...(7P^-'^-  i)P=:X.".j;(/3)..|;(|3»)...4-(/3>-^), 
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et ,  comme  on  a 

:vP-i).(7^'-i).(7p'-i)...(7|3^-^-0  =  r+'- 
cette  équation  devient 

[Y  +  0  P  =  X^  >|;(|3).  i|;  (fi^L  .  .  4-  (/3^  -■')■ 

Le  nombre  y  +  i,  7  étant  une  racine  primitive  et  |u,  =  >  est  tou- 
jours divisible  par  X,  on  pourra  donc  poser  7/^-1-1=  XG,  où  G  est  un 
entier;  on  pourra  aussi  toujours  choisir  la  racine  primitive 7,  telle  que 
7-" -t- I  ne  soit  pas  divisible  par  X",  c'est-à-dire  que  G  ne  soit  pas  divi- 
sible par  X.  Cela  étant ,  on  aura 

2.— G.--^-::.d,-:/3V.J>i/BM...t(ri'-), 

(  2  l  )•'■       ' 

el,  puisqu'en  substituant  la  racine  primitive  7  de  la  congruence 

7^  — '^  I      (mod.  X) 
à  la  racine  de  l'équation 

on  a  évidemment 

^^(/3).d.(/3^)...^(^^-2)  =  ^(7).^(7-')...,]>(7^-=l     (mod.  X), 

cette  équation  donne  la  congruence 

2''-'(iv^^  =  4'(7)-^(7')---4'(7'-^)     (mod.X). 
(2X)' 

Il  suit  de  là  que  le  premier  facteur du  nombre  des  classes  H 

^  •  {■3.1)1'-' 

sera  ou  ne  sera  pas  divisible  par  X,  selon  que  parmi  les  facteurs  du 
produit  i|;  (7).  i|;(7''  )...  ij;  (7^"'^)  il  y  en  a  un  ou  il  n'y  en  a  aucun  divi- 
sible par  X.  Ainsi  tout  se  réduit  à  examiner  si  la  congruence 

+  b^_^j^'~''^^"'~''  ^o     (mod.X) 

est  ou  n'est  pas  remplie  pour  une  quelconque  des  valeurs  de  «=  i, 
2,  3,..,,  [X. 

60.. 
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En  divisant  par  'f"~\  puis  changeant  les  exposants  i,  2,  3,...,  X  —  i 
en  indice,  au  moyen  de  la  congruence  7*^-^/;  (mod.  X),  on  aura  la 
congnience  équivalente 

bo'i]'^*  H-  i,  H-  h.2'f-'-<  +  bs^l"-'  +...-t-  b^._   73n_-i  ^o     (niod.  >,). 

Or  il  suit  de  la  définition  même  des  coefficients  X  6*  =  77*_i  —  7^  qu'on 
a  è^  =  o ,  pour  toutes  les  valeurs  de  7j_,  comprises  entre  les  limites  o 

et  -»  b/,  =  I  pour  toutes  les  valeurs  de  ■//^_,  comprises  entre  les  limites 

-  et  —,  et  généralement  b/,  =  s  pour  toutes  les  valeurs  comprises  entre 

les  limites  —  et  ^ — — ^-  Donc,  en  comprenant  tous  les  termes  de  cette 
congruence,  pour  lesquels  les  coefficients  b^  ont  la  même  valeur,  et  en 
désignant  généralement  par  t,  le  plus  grand  entier  contenu  dans  —,  on 
pourra  la  mettre  sous  cette  forme, 

i[(/,-+-i)^""'  +  (^,  + 2)="-'+. ..+  «;"-'], 


+  (7-')[(^x-.+ir"''+(^.-.+2)-'-+... 

-+-(X-i)="-']  =  o     (mod.  X). 

Nous  nous  servirons  ici  de  la  fonction  rationnelle  et  entière  de  la 
variable  .r, 

dans  laquelle  B,,  Bj,.-,  B„_,  désignent  les  nombres  bernoulliens,  et  11^ 
le  produit  1.2. 3...  /■.  Dans  le  cas  où  x  est  un  nombre  entier  positif,  la 
fonction  yj  .r)  exprime  la  série  des  puissances  (2^2  —  i)'"""  fies  nombres 
naturels,  car  on  a  la  formule  connue 


3»«-'  +  ...+  (.r-iV"-<  =  n 


2«-./a 
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Au  moyen  de  cette  formule,  la  congruence  proposée  se  représente  de 
la  manière  suivante  : 

+  2[x(^,4-i)-xi«2+ >)]^3[x(^*+')-/a^3 +  !)]  +  •  •• 

+  (7-')[/{X)-x(V,+i)]  =  o     (mod.  X), 
ou,  plus  simplement, 

X(^ +  ') -^  Z('2 +  ') +  /J/3  +  1) +  ■••-+- /(^•/-■+ 0^0     (mod.  À). 

Le  nombre  /j  étant  le  plus  grand  entier  contenu  dans  la  fraction  —, 
pourra  être  mis  sous  la  forme 

i  ^  —  /■, 
y 

où  t's  sera  un  nombre  positif,  moindre  que  7,  et  la  congruence  propo- 
sée prendra  la  forme 

+  x(^'~'^'7'^"^')=o     (inod.  X); 

d'où,  en  négligeant  les  multiples  du  module  >,,  on  aura  la  congruence 
simplifiée 

x(^)+x(^V--  +  ^(;-^T^)^*'     (inod.X), 

dans  laquelle  on  pourra  faire  disparaître  les  fractions  en  multipliant 
par  les  dénominateurs,  dont  aucun  ne  contient  le  facteur  X.  Les  nom- 
bres r,,  r^,...,  r.^_,  coïncident  avec  les  nombres  i,  2,  3,...,  y  —  1,  pris 
dans  un  ordi'e  convenable;  car  on  sait  qu'ils  sont  tous  positifs,  moin- 
dres que  7,  et  l'on  démontre  aisément  qu'ils  sont  tous  différents  entie 
eux.  Donc,  en  mettant  i,  2,...,  7  —  i,  au  lieu  de  /•,,  /n,...,  r^-,.  on  ob- 
tient la  congruence 

x(^)+/.(^)  +  x(')+-.  +  x(^)^o     (mod./). 
Pour  obtenir  l'expression  la  plus  .simple  de  cette  congruence,  nous 
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développerons  ici  une  formule  nouvelle,  contenant  une  propriété  cu- 
rieuse de  la  fonction  /(jr).  Pour  cela,  nous  partons  du  développe- 
ment en  série,  ordonnée  suivant  les  cosinus  des  multiples  de  2x7:, 

r—iV'B,  ( — l)"2   /  COS2X7Î-  COS^.V-IZ  COSÔaTTT  \ 


dans  lequel  jc  doit  être  pris  entre  les  limites  o  et  i.  En  prenant  suc- 
cessivement .r  =  o, 
servant  que  la  série 


cessivement  .r  =  0,-5  -,■■■■,  - — ^5  et  ajoutant  ces  équations,  en  ob- 

77  7 


2/71-           4  ^"^                   2(7  —  i)X-T 
r  +  cos h-  cos h . . .  +  cos  -^ — 

7  7  7 

est  égale  à  7,  si  k  est  un  multiple  de  7,  et  qu'elle  est  égale  à  zéro  dans 
tous  les  autres  cas,  on  obtient 

/.(0-/(?)-x(^)-...-x(V) 

_(-i)"7B„         (-.)'-27r.       ^         _i ^_^_^  ], 

n,„  (27r)"    L7'"       (27)'"      (37)'"  J 

et  puisqu'on  a 

I-»-  - 
2 

l'équation  précédente  se  réduit  à 

/i\  /2\  /7— "\        ;— 1)"(7'"  — 0B„ 

A  cause  de  cette  propriété  de  la  tonction  /(or),  la  congruence  de 
laquelle  dépend  la  divisibilité  par  /.  i\\i  premier  facteur  du  nombre  des 
classes  H,  prend  la  forme 

'''"~'^?î=o     :mod.  X). 


"'n,„ 


Le  dénominateur  7-"-'  FIj,,  peut  être  rejeté,  parce  qu'il  ne  contient 
pas  le  facteur  /;  do  nieme,  le  facteur  -f"—  1,  qui  n'est  pas  divisible 
par  À  pour  les  valeurs  de  n  =  i,  2,  3,...,  /^.  —  i,  pourra  être  négligé 
dans  tous  ces  cas,  en  sorte  qu'on  a  simplement 
B,,  ^  o     (mod.  X). 
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Le  cas  de  /z  =  jui,  où  -f^i'-  —  1  est  divisible  par  >,  en  sorte  que  B^  con- 
tient le  facteur  X  en  dénominateur,  exige  une  discussion  particulière. 
D'après  une  formule  connue,  le  nombre  bernoullieu  B^  s'exprime  au 
moyen  des  nombres  beruoulliens  précédents,  de  la  manière  suivante  : 

où  l'avant-dernier  terme  est  le  seul  qui  contienne  le  facteur  2  fji  -f-  i  =  >. 
en  dénominateur.  On  aura  donc 

où  N  n'est  pas  divisible  par  X,  et  eu  multipliant  par 

'f:'  -  ,  =  (y/-  _  ,)  (y,"  +  ,)  =  (y/'  -  ,  j/G, 

OU  obtient  l'équation 


XM 


La  congruence  de  condition ,  posée  ci-dessus ,  devient  donc,  dans  le 
cas  de  n  =  ^. , 

— — ^ — ^o     (mod.X): 

d'où,  en  ayant  égard  à  l'hypothèse  que  G  n'est  pas  divisible  par  /,  on 
voit  qu'elle  n'est  satisfaite  pour  aucune  valeur  du  nombre  premier  /. 
Ainsi  la  divisibilité  par  >,  du  premier  facteur  du  nombre  H  dépend  de 
ce  que  la  congruence  B„^o  (mod.  X)  ait  lieu  pour  une  quelconque 
des  valeurs  de  n  =  i,  2,  3,...,  p, —  i.  I^e  résultat  trouvé  donne  le 
théorème  : 

La  condition  nécessaire  et  siiffisante  pour  (jiie  le  preiniei  Jactctii 

— -  du  nombre  des  classes  H  soit  divisible  par  X ,  consiste  en  ce 


P 


qu'uTi  quelconque  des  — ^     premiers  nombres  beruoulliens  soif  divisible 
par  X. 
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Passons  à  la  discussion  du  second  facteur  —  du  nombre  H.  En  vertu 

d 

d'un  théorème  démontré  dans  le  §  II  de  ce  Mémoire,  une  certaine 
puissance  de  toute  unité  complexe  s'exprime  comme  produit  de  puis- 
sances entières  du  système  indépendant  e{a),  e  (  a''),...,  e^a'  ); 
nous  pouvons  donc  poser,  comme  à  l'endroit  cité, 

en  supposant  que  £,  (a),  £„(«),...,  s^  — 1(  a)  désignent  un  système  d'uni- 
tés fondamentales,  et  que  l'exposant  n,,  n'ait  aucun  facteur  commun 
avec  tous  les  exposants  r*.  rj,...,  r''      .  Nous  obtiendrons  de  là,  comme 

dans  ie  §  II, 

D         rt,.n-,.  .  .    riu.  —  i 


d'où  il  suit  que—  ne  poiura  être  divisible  par  X,  à  moins  qu'un  des 

nombres  «,,  n^,---,  n^^,  ne  soit  divisible  par  X,  c'est-à-dire  qu'on  ait 
une  équation  de  la  forme 

dans  laquelle  n  soit  divisible  par  X,  sans  que  les  exposants  r,,  /'ï,...,  /„_, 
soient  tous  divisibles  par  X. 

Or,  on  démontre  aisément  que  la  X"^'"''  puissance  de  tout  nombre 
complexe  existant  est  congrue  à  un  nombre  entier  non  complexe  pour 
le  modtde  X.  En  effet,  en  élevant  à  la  X"*'"*^^  puissance  le  polynôme 

J {'■/.)  =  «  4-  rt,  a  +  «2  a'''  -h...  +  «;j_,a  ^_^, 
el  négligeant  tous  les  termes  divisibles  par  X,  il  ne  restera  que  les  X'"'"' 
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puissances  des  termes  du  polynôme,  et  l'on  aura  généralement 

/(«y  ?=rï'  -+■  a\  A-  a!i  -h  .  .  .  -h  a\_  .^ 

^^  a  4-  /^/,  +  rtj  +...H-  Il ^__.-^     (mod.  ).). 

La  puissance  £(«)",  n  étant  divisible  par  X,  sera  donc  congrue  à  un 
nombre  entier  non  complexe  c.  En  le  substituant  dans  l'équation  pré- 
cédente, on  aura  une  condition  nécessaire  pour  que  le  facteur  —  soit 
divisible  par  >, ,  exprimée  par  la  congruence 

e («)''■  .e((Z'' )'■'..  .e(_a''        ) ''    'e^c     (mod.  X), 

laquelle  doit  avoir  lieu  pour  des  valeurs  entières  des  exposants  r, ,  /':,,..., 
r,^_,,  qui  ne  sont  pas  tous  divisibles  par  \. 

La  recherche  des  valeurs  du  nombre  premier  X  pour  lesquelles  cette 
congruence  puisse  avoir  lieu  se  fait  au  moyen  d'une  méthode  générale, 
dont  le  point  principal  consiste  en  ce  que,  dans  une  équation  conte- 
nant des  nombres  complexes,  on  introduit  inie  variable  continue  x. 
au  lieu  de  la  racine  a.  Étant  donnée  une  équation 

_/(a)=:(p(a)     ou    y  (a)  —  (p(a  I  =  o, 

qui  aura  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  a  qui  satisfont  à  l'équation 

I  +  a  -+-  a^  ■+  . . .  -I-  a'  —  '  =  o, 

la  fonction  rationnelle  et  entière  de  la  variable  .r,  /(jf)  —  <^{^x)  sera 
égale  à  zéro  pour  toutes  les  valeurs  de  J?  =  a,  j:  =  a'-,  ..,  a:  =  a^-', 
d'où  l'on  conclut  qu'elle  sera  divisible  par 

[x  —  a) .  [x  —  a'  )...(x  —  (//-' }  =  i  -h  X  -h  X-  -h  ...-h  X'—'  ; 

on  pourra  donc  poser 

f  {x)  —  (p(x)  =  (i  -I-  X  +  x^  +...-4-  .r^-')(J/(^), 
ou 

f{x)  —  <p{x)  -f-  (l  +  X  -+-  x^  -+-...+  x'—')di{x), 

'h  {x  j  étant  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  la  variable  x. 

Tome  XV[,  —  nÉCEMDr.F,  iSSi.  6l 
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Pour  faire  l'application  à  la  congriience  proposée,  nous  la  réduirons 
d'abord  à  l'équation 

e{a)''  .e{a^Y'-...e  [a.''''        )  ''~'  ^c  -+-  X(p{iy.), 

dans  laquelle  çp  (a  )  désigne  un  nombre  entier  complexe.  En  substituant 
la  variable  x  au  lieu  de  la  racine  a,  on  aura 

^c  +  X(p(a.-)  +  {i-h  jc-h  Jc-  -h...-h  .x''—')iii[jc]. 

Si  maintenant  on  prend  les  différentielles  des  logarithmes  des  deux 
membres  de  cette  équation,  et  qu'après  avoir  multiplié  par  .r,  on  res- 
titue la  valeur  particulière  ,r  =  a,  on  en  tire  l'équation 

>a(p'(a)  +  [a+  2g'-|-3a'+----t-(^  — ')«^— ■j'Ka) 

c-f->!p{a) 

OÙ,  suivant  la  notation  de  Lagrange,  e' [x)  et  <p' [X')  désignent  les  pre- 
mières dérivées  de  e{x-)  et  çp(.î')-  De  là,  en  rejetant  les  multiples  de  ),, 
et  faisant,  pour  abréger, 

^  =  "(»). 

on  aura  la  congruence 

r,  F(a)  +  r,yF{d')-^-...-h  r^-,  f  -' F  (  a'"' "  ' ) 
^:  -  |a  -f-  aa^-h  3a^  +  ...  -h  (X  —  i)a'-']  4i(a)     (mod.  X). 

En  mettant  le  nombre  com|)lexe  4'('^)  sous  la  forme 

|(a)  =  rt  +  (i-a)|,(a), 
où  a  esl  un  entier  non  complexe,  et  observant  qu'on  a 

(i  -a)[a-i-  aa»+  3a' +...+ (X  -  i)  a^-]  =  -  X. 
puis  faisant  enfin 

M  ^ —     (mod.  X), 
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on  aura 

r.  F(a)  -f-  r,7F(aO  +...  +  ^-,  y""  '  F  («'^"^O 
~M[a+  -ia^  +...-4-  {X  —  i)  (//-']. 

Développons  actiieileinent  le  nombre  entier  complexe  F  [a).  En  pre- 
nant la  différentielle  logarithmique  de  l'expression 


r  —  J-—  ■/  ) 

on  obtient 

2j;e'(x)  I  H- z-         '/(i+j-''! 


d'où,  en  restituant  la  valeur  particulière  x^^a, 


1  -H  a         7(1-1-  o/) 


Le  développement  ultérieur  se  fait  au  moyen  de  l'équation 

(i  —  a)  [a  H-  la?  -^  l>a?  -1-...4-  (/  —  i)a'-"]=  —  )., 
de  laquelle  on  tire 

1        _  _  [œ  4-  2a'  -f-  3y.--h...-H().  — Ija>-'J 
I  —  «  À 

et  en  multipliant  par  i  -+-  a, 

I  4-  y.  [>  -f-  2a-(-4a--t-6a'-|-...-l-  2(X  — l)a>  — i] 

I  —  a  ). 

Lorsqu'on  y  remplace  les  coefficients  i,  2,  3,.-»  À  —  i  par  les  nom- 
bres I,  71,721  •••,7,  5  qui,  abstraction  faite  de  l'ordre,  sont  absolu- 
ment les  mêmes,  et  qu'en  même  temps,  au  lieu  des  exposants  cor- 
respondants, on  met  i,  7,  7*,...,  7''""^,  cette  équation  prend  la 
forme 

__   —  - 

61.. 
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Si  l'on  change  a  en  a',  et  qu'on  multiplie  par  7,  on  aura  aussi 

'''(1  — a^')  _  (7    +  277^_^a4-2va'^  +  2v7,a'''  +  ..  .-(- 27y^_3a.''~^  j 


enfin,  en  soustrayant  cette  équation  de  la  précédente,  on  obtient  le 
développement 

F(a)=  7- ,  +  l(2Ziz±:zl)a  +  lll^aï  +... 

2^  77.-3-7,-2)  „7'"' 


dans  lequel  les  coefficients  sont  les  uiémes  que  ceux  que  nous  avons 
désignés  par  h^,  dans  la  première  partie  de  cette  recherche.  En  adop- 
tant les  mêmes  signes,  nous  avons 

F  (a)  =  7  —  I  -f-  1  hf,a  -h  ibf  a'  +  2  h^  y.'  + ...  +  2  hj^T,a? 

Substituons  le  développement  trouvé  de  F  (a),  de  même  que  ceux 
de  Y  {al),  F(a''''),  etc.,  qu'on  en  déduit  par  le  changement  de  a 
en  rjj ^  rjj  ,  etc.,  dans  la  congruence  proposée,  dont  le  second  membre 
pourra  être  mis  dans  la  forme 

M  (a  +  7 rj'J  _|-  72  oj^'^'  + . . .  +  't~^ ^-^      ) • 

Comparons  séparément  les  coefficients  des  termes  multipliés  para, 

c:',a'  ,...,a'       ,  et  nous  aiuons  ce  système  de  congruences  : 

/■,  6„  -H  7 ; .,  A,_5  +  7- 1\  h,_s  + . . .  +  7-'-^ r^_,  ^j_^h_,  —  R  =  M  \ 

i,h,  -+-  yr^ho  +  7V,/;;._2  +...+  7."-2r^_,/;;_,_^2  —  R  =  7M  1 

r.h,  -4-  7/,/,,  +  fr,h^  +...+  7/'-^/v_,6;_^.^3  -  R  =  7-M  /   (">o<'-  >')» 

r,A;_j  +  7rjè,_,  +  fr.jbj_f,  -h...-+-  7"-^/>_,  A;-;,  —  R  =  7^-^  M  / 
où  nous  avons  fait,  pour  abréger, 
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Ces  congniences,  multipliées  respectivement  par  i,  7^""',  y^'^""''',-., 
y('i-2)(2n-i)^  et  ajoutées,  donnent  une  somme  qu'on  décon»pose  aisé- 
ment en  deux  facteurs 

pour  le  module  >.  et  pour  les  valeurs  de  «  =  1,2,  3,...,  p.  —  i.  Il  suit 
de  cette  congruence,  que  dans  les  cas  où  le  second  facteur 

n'est  divisible  par  X  pour  aucune  des  valeurs  de  «  =  j ,  i ,  3,  .  .  . , 
/ji  —  I,  le  premier  facteur  sera  nécessairement  congru  à  zéro  pour 
toutes  ces  valeurs  de  n.  Dans  ce  cas,  on  aura  le  système  des  con- 
gruences  : 

/•(  +  y^/-2  +  Y '■■>  +•••+  7'^î'"~^^r„._i  s=  o, 

r,  +  '/'■■:,  -»-  7"/',  -h...+  74(."— J)r        ~  o, 

'  (mod.  /.). 

r,  -I-  f-(i'-~')i\  -+-  7'i(/-'-')/'_,-j-...  +  y(,"— •^)(/«-i),>^_,  ^o,  / 

Le  déterminant  de  ce  système  de  congruences  linéaires  n'est  pas  congru 
à  zéro,  car  on  sait  qu'il  est  composé  de  facteurs  de  la  forme  7^*  — y^'\ 
où  A  et  h  sont  différents  entre  eux  et  moindres  que  p.  —  i .  Par  cette 
raison,  il  n'y  a  pas  d'autres  valeurs  des  inconnues  de  ce  système, 
que 

'1^0,      r„  ^  o,      r\^  o,...,     r^-i^o     (mod.  À), 

et  puisque  ces  exposants  ne  doivent  pas  être  tous  divisibles  par  À .  on 
en  conclut  que,  dans  le  cas  où 

^0+  /'.  7"'"'  + A.7''"'-"  +  ...+^;-i7(^-')(-^'.-.; 

n'est  divisible  par  À  pour  aucune  des  valeurs  m  =:  i,  2,  3,...,  u.  —  i, 
le  second  facteur  -  du  nombre  des  classes  H  ne  sera  pas  divisible 
))ar  )..  La  condition 
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nécessaire  pour  que  le  facteur  -  soit  divisible  par  >.,  étant  la  même 

que  nous  avons  trouvée  comme  contlition  nécessaire  et  suffisante  poui- 

P 
que  le  premier  facteur |j— -^  soit  divisible  par  >. ,   on  voit  que  le 

second  facteur  du  nombre  des  classes  H  ne  sera  jamais  divisible  par  X, 
à  moins  que  le  premier  facteur  ne  le  soit  en  même  temps.  Nous  voila 
donc  arrivés  au  résidtat  suivant  : 

Pour  que  le  nombre  H  des  classes  diverses  des  nombres  complexes 
idéaux  soit  divisible  par  X,  il  faut  et  il  suffit  que  le  nombre  premier  /. 

soit  facteur  du  luiniérateur  d'un  quelconque  des  —-_ —  premiers  nom- 
bres bernoulliens . 

Nous  passons  au  second  problème  de  ce  paragraphe,  qui  consiste 
dans  la  recherche  des  valeurs  du  nombre  premier  X  pour  lesquelles 
une  unité  complexe  puisse  être  congrue  à  un  nombre  entier  non  com- 
plexe, sans  être  une  puissance  du  degré  X. 

Soit  E(a)  une  unité  complexe  qui  satisfasse  à  la  condition 

^{a.\^c     (mod.  X), 

où  c  est  un  entier  non  complexe.  Cette  unité,  exprimée  par  le  système 
des  unités  indépendantes 

e(a),     e  [a^  ),...,     e  {c/?        ). 
prendra  la  forme 

E(a)  =  ±:  a*p(a)".e(a'0    ...e\ff?         )         , 

ou  les  exposants  rationnels  -:  -%■■•.  -^  sont  réduits  au  même  dé- 
nominateur le  plus  petit  possible,  en  sorte  qu'il  n  y  ait  pas  de  facteur 
commun  de  tous  les  numérateurs  avec  le  dénominateur  n.  En  chan- 
geant a  en  a"'  dans  la  congruence  posée,  on  a  aussi 

E(a-')H=6-     (mod.  X), 

d'où 

E(a)E=E(a-*.     (mod.  X), 
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et,  {)ar  conséquent, 

rx^  zzz.  rj-\        (//  zz:  I  ,        k^O       (mOfl.À). 

En  substituant  cette  valeur  de  a''  =  i ,  élevant  à  la  puissance  n  et  pie- 
naut  E(a)^c,  on  aura 


'■'  /     .    \'''  /     .u.--l\'',,.. 

c"^  e  (a)    .  e  \a'  )     . .  .  e  \r/J'       ) 


(mod.  X). 


Voilà  la  même  congruence  que  nous  avons  discutée  dans  la  recherche 
précédente.   Nous  y  avons  trouvé  qu'à  l'exception  des  cas  où   >.  se 

trouve  comme  facteur  du  numérateur  d'un  des premiers  noni- 

•2      ^ 

bres  bernoulliens ,  cette  congruence  exige  nécessairement  que  tous  les 
exposants  soient  divisibles  par  X.  Alors  E(a)"  sera  égal  à  une  puis- 
sance du  degré  X;  on  pourra  donc  poser 

E(a)"=  F  (a)', 

et  connue  tous  les  nombres  r, ,  /..,...,  /,,_,  n'ont  aucun  facteur  com- 
mun avec  rt,  cet  exposant  n  ne  sera  pas  divisible  par  X.  Par  cette  rai- 
son, on  pourra  toujours  trouver  deux  nombres  entiers  s  ti  t,  tels 
qu'on  ait 

ns  —  X/  =  I      ou     ns  =  >  /  +  i . 

et,  eu  élevant  l'équation  précédente  à  la  puissance  i-,  on  aura 

E(a)'"  =  E(a)"  +  '  =  F(ay% 
d'où,  en  divisant  par  Efa)^', 

Ainsi  E(a)  est  une  X"''"'"  puissance,  et  nous  avons  le  théorème: 

Si  le  nombre  premier  X  n'est  contenu  dans  aucini  des premiers 

nombres  bernoulliens  comme Jacteur  du  numérateur,  toute  unité  com- 
plexe, congiue  à  un  nombie  complexe  pour  le  module  X,  sera  une  }'''""' 
puissance  d'une  autre  unité  complexe. 
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§  X. 

j4ppUcation  à  la  démonstration  du  dernier  tJiéorènie  de  Fermât. 

Dans  tout  ce  qui  précède,  la  théorie  des  nombres  comolexes  est 
avancée  à  un  point  où  la  démonstration  du  fameux  théorème  de  Fer- 
mât se  fait  avec  facilité  pour  toutes  les  puissances  dont  les  exposants 
satisfont  à  la  condition  qui  se  trouve  dans  les  théorèmes  du  paragraphe 
précédent  :  que  le  nombre  X  ne  soit  pas  contenu  comme  facteur  dans 

un  des  premiers nombres  bernoulliens.  Comme  la  démonstra- 

'  2 

tion  pour  les  nombres  complexes  est  aussi  facile  que  pour  les  nombres 
entiers  non  complexes,  nous  supposerons  que,  dans  l'équation 

n'  +  v'  -(-  w^  =  o, 

u,  v.  IV  soient  des  nombres  complexes  existants  de  la  iorme 

rt  -f-  rti  a  +  rt^a-  +  ...  +  fl;_2a'~'^? 

sans  aucun  facteur  commun  deux  à  deux.  Nous  supposerons  aussi 
que  ).  soit  un  nombre  premier  qui  ne  se  trouve  pas  comme  facteur  du 

numérateur  d'un  des premiers  nombres  bernoulliens. 

Cela  posé,  nous  savons  qu'en  vertu  d'un  théorème  du  paragraphe 
précédent,  le  nombre  H  des  classes  des  nombres  complexes  idéaux 
n'est  pas  divisible  par  X.  De  plus,  nous  avons  trouvé  dans  le  §  VI, 
qu'en  supposant /(a)  idéal,  /(ay  ne  pourra  être  existant  à  mohis 
que  X  et  H  n'aient  un  facteur  commun  différent  de  l'unité,  ce  qui  n'a 
pas  lieu.  Donc,  si  X  est  un  nombre  tel  que  nous  l'avons  supposé,  la 
)!'""  puissance  d'un  nombre  complexe  idéal  ne  sera  pas  égale  à  un 
nombre  complexe  existant,  et  de  ce  que  j\af  est  un  nombre  complexe 
existant,  il  suivra  nécessairement  que  /(a)  est  un  nombre  existant. 

Rappelons  encore  expressément  le  théorème  démontré  à  la  fin 
du  paragraphe  précédent,  que  pour  les  valeurs  de  X,  que  nous  con- 
sidérons ici,  chaque  unité  complexe  qui  est  congrue  à  un  nombre  non 
complexe  pour  le  module  À  est  égale  à  une  X''""  puissance  d'une  autre 
unité. 
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La  détuoiistration  de  l'impossibilité  de  l'équation  proposée  consis- 
tera en  deux  parties  distinctes,  dont  la  première  traitera  le  cas  où  au- 
cun des  trois  nombres  u,  v,  iv  n'est  divisible  par  i  —  a,  l'autre  le  cas 
où  un  de  ces  nombres  aura  le  facteur  i  —  a. 

Soit  donc  proposée  en  premier  lieu  l'équation 

U>  +  U''  +  w^  =  o, 

dans  laquelle  aucun  des  trois  nombres  complexes  u,  i>,  w  ne  soit  divi- 
sible par  1  —  a.  Observons  d'abord  que  les  nombres  u,  v,  w  pourront 
être  multipliés  par  des  unités  simples  de  la  forme  a*  sans  que  l'équa- 
tion proposée  change  de  forme.  En  posant  donc  a'' u  au  lieu  de  u, 
on  pourra  toujours  déterminer  le  nombre  A  tel ,  que  «*«<  prenne  la 
forme 

dans  laquelle  a  est  un  entier  non  complexe  et  P  lui  entier  com- 
plexe. En  effet,  le  nombre  complexe  u,  ordonné  suivant  les  puis- 
sances i—  a,  prendra  la  forme 

w  =  A  +  A,  (i  —  a)  +  A2(i  —  a)^  ^-  ...  +  A;_.ja''-'-^; 

de  même ,  en  prenant 

a  =  I  _(i_a), 

on  aura 

y/=^,-A(i-a)-h''"^^'~'\i-a)^-..., 

d'où,  en  multipliant  et  comprenant  dans  un  seul  tous  les  termes  mul- 
tipliés par  ((  —  «)■, 

■  «*«  =  A  +  (A,  — AA:)(i  -  a)  +  (i  —  afV. 

Enfin,  en  prenant  le  nombre  k  tel  qu'on  ait 

AÀ-^A,  "(mod.  X), 

ce  qui  est  toujours  possible,  puisque  A  n'est  pas  divisible  par  >,,  on 
voit  que  a*  u  prend  la  forme  proposée.  En  opérant  de  même  sur  les 

Tome  XVI.  —  DfXEsinBE  i85i.  62 
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nombres  v  et  w,  on  pourra  mettre 

u  =  a  -h  (i—  a?  P, 

w  =  c  -+-  U  —  Cf.)-  R, 

où  les  nombres  a,  b,  c  ne,  sont  pas  divisibles  par  X,  à  cause  de  la 
supposition  que  u,  i>,  vt^  ne  sont  pas  divisibles  par  i  —  a. 

Maintenant,  en  décomposant  la  forme  u'  4-  t'',  on  obtient  l'écpiatioii 

(m  +  c).(h  H-  ap)  .{u  +  a^f) . .  .(a  +  aJ-'  v)  =  —  w^, 

et  je  dis  que  deux  quelconques  de  ces  facteurs  sont  premiers  entre 
eux.  En  effet,  si  u  -h  a'  v  et  u  -+-  vJi'  avaient  vm  facteur  commun,  il 
est  clair  que  (c/—  o'J)u  et  (a'  —  (//)  v  auraient  le  même  facteur  com- 
mun, et  comme  u  et  <.<  sont  premiers  entre  eux  et  aS  —  a%  ou,  ce  qui 
est  au  fond  le  même ,  i  —  a  ne  peut  diviser  un  de  ces  facteurs  sans 
diviser  également  le  nombre  w.  on  voit  que  ces  facteurs  sont  premiers 
entre  eux. 

Cela  étant,  mettons  à  profit  le  théorème  démontré  à  la  fin  du  §  V, 
que  lorsqu'une  puissance  d'un  nombre  complexe  est  décomposée  en 
facteurs  premiers  entre  eux,  ces  facteurs  doivent  être  séparément  des 
puissances  semblables  multipliées  par  des  unités  complexes.  Nous  en 
concluons  qu'on  doit  avoir  généralement  pour  toutes  les  valeurs  de 
/'  =  O,   1,2  ,...,  X  —  I  , 

u  -t-  a'  f  :=  a*"  E,.  (a )  /^  ' 

tr  étant  un  nombre  complexe,  facteur  de  w,  et  a''Er(a)  une  unité  com- 
plexe quelconque,  dans  laquelle  Er(a)  soit  égal  à  £;.(«-').  On  se  rap- 
pellera que  toute  unité  complexe  consiste  de  deux  facteurs  tels  que 
nous  venons  de  les  établir.  Dans  cette  équation ,  t'r  est  donné  comme 
nombre  complexe  existant;  d'où  nous  concluons  que  t^  sera  aussi  un 
nombre  existant;  la  V'"'"  puissance  t^  sera  donc  congrue  à  un  nombre 
entier  non  complexe  pour  le  module  X,  et  l'on  aura  la  congruence 
u  +  a''i'^a°Er{a).  m      (mod.  /). 
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Eli  désiguani  par  u',  v\  w'  les  nombres  complexes  réciproques  de  u, 
V,  w,  qu'on  en  déduit  (n  changeant  a  en  ar\  on  aura  de  même 

u'  +  a~''  v'  ^  a~''E^  (a) .  m     (mod.  X)  ; 
d'où,  en  éliminant  Er{a).m, 

a'P{u  +  aSv)  "^al'iu'  +  a"''»'')     (mod.  >.). 

Cette  congruence,  j)rise  par  rapport  au  module  (1  —  (z)%  diviseur  du 
module  X,  donne 

«""'"(«  +  u;'h)^u.'-  [a+  c/r''h)     [mod.  (i  —  aV], 

car  on  a,  en  vertu  des  expressions  de  u,  c,  w  données  ci-dessus, 
M^rt,     v^b,     u'^a,     v'^h     [mod.  (i  —  a)^]: 

et,  comme  on  a  généralement 

o!'^\  —  h{\  —  a\     [mod.  (1  —  a)-], 

cette  congruence  donne 

(a  +  i)psEè/-     [mod.  (i  —  a)]. 

Or  on  sait  qu'un  nombre  entier  non  complexe  divisible  par  i  —  a  sera 
toujours  divisible  par  X;  d'où  il  suit  que  deux  entiers  non  complexes 
congrus  pour  le  module  i  —  a  seront  aussi  congrus  pour  le  module  X. 

On  aura  donc 

{a-\-b)(j^br     (mod.  X), 

ce  qui  fait  voir  que  a -i-  h  n'est  pas  divisible  par  X.  En  déterminant  le 
nombre  k  par  la  congruence 

(rt  +  b)k^b     (mod.  X), 
on  aura 

fj  ^  kt     (mod.  X), 

et,  en  substituant  cette  valeur  de  p  dans  la  congruence  plus  générale, 
donnée  ci-dessus,  on  obtient  la  congruence 

«-'"■(«f -H  a'' i')^  «'"■(«'  + a"'" i'')     (mod.  X), 

qui  subsiste  pour  toutes  les  valeurs  de  r  =  o,  i,  9.,. ...  X  —  i.  Lors- 

6?... 
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qu'on  y  prend  /■  ^  o,  on  trouve 

u  -^-  v^u'  -h  v'     (mod.  À) , 

et,  puisque  les  lettres  u,  v,  w,  et  en  même  temps  les  lettres  n' ,  v' .  w' 
peuvent  être  échangées  entre  elles,  on  aura  aussi 

V  -\-  w  ^  v'  -\-  w'  ) 

enfin,  de  ces  trois  congruences,  on  déduit  les  congruences  plus 
simples 

u^  u'  \ 

t'  ^  f'    >     (mod.  À). 
w  ^  w'  ) 

En  substituant  ces  valeurs  congrues  de  u,  v,  w,  au  lieu  de  u\  c',  «>',  on 
aura 

a~'"'(«  +  af  v)  ^a'"'[ti  +  a~'' v)     (mod.  X), 

ou ,  ce  qui  est  le  même 

(a-*'  —  «*'■)  u  -¥■  [«-'*-'"■  —  a'*-''''']  f  =  o     (  mod.  X). 

Maintenant,  si  l'on  prend  les  deux  valeurs  déterminées  /=  i  et  r^^a, 

on  aura 

(«"■*  —  a*)  «  + fa"'*""  —  a''~'l»^^o   )     ,        ,    .,  , 
,  .  )       mod  .XI; 

d'où,  en  multipliant  la  première  par  a~*  +  a'',  soustrayant  la  seconde 
et  divisant  par  v,  qui  est  premier  par  rajjport  au  module,  on  obtient 
la  congruence 

(a-*+a*)[a-*'-"-a''-']-[a-=<*-"- a="*-"]  =  o     ^mod.  X), 

qu  on  peut  mettre  sous  la  forme 

ia*~' —  a"*"^')  (a~*  —  a*"')  (a  —  i)^o     (mod.  X). 

Maintenant ,  si  aucun  de  ces  trois  facteurs  n'est  égal  à  zéro,  leur  pro- 
duit contient  le  facteur  i— a  trois  fois;  mais,  pour  être  divisible 
par  > .  il  fallait  qu'il  contînt  ce  facteur  (X  —  i)  fois.  Donc,  excepté  le 
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seul  cas  X  =  3,  que  nous  excluons  de  iîotre  discussion,  cette  congruence 
ne  peut  subsister,  à  moins  que  des  deux  facteurs  a''  '  —  a  ''*'  et 
a"*  —  a*"',  l'un  ou  l'autre  soit  égal  à  zéro,  ce  qui  revient  à 

As^i      ou     ^k^\      (niod.  X). 

I^e  premier  de  ces  deux  cas  ne  peut  avoir  lieu  ;  car,  d'après  la  con- 
gruence (rt  +  b)k;^h,  il  s'ensuivrait 

a^o     (mod.  X), 

ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  Le  second  cas  2  A  ==  i  donne,  en  vertu 
de  la  même  congruence , 

aE=  h     (mod.  X) , 

comme  conséquence  nécessaire  de  l'équation 

H'  -+-  ('■'  H-  W^  =   O, 

en  supposant  qu'aucun  des  trois  nombres  ti,  i',  w  ne  soit  divisible  par 

I  —  a.  En  échangeant  les  nombres  u,  v,  w,  ce  qui  change  les  nombres 
a,  h,  c  en  même  temps,  on  obtient 

a^c     et     h^c     (mod.  X). 

Or,  en  développant  la  X'^""'  puissance  du  binôme 

M  =  a  +  (i  —  a)^  P, 

et  en  négligeant  tous  les  termes  divisibles  par  X,  on  obtient 

M'^a'^a     (mod.  X). 
De  la  même  manière,  on  aura  aussi 

(mod.  a); 

et,  en  ajoutant, 

II'  4-  V'  +  w'*'^^  a  +  b  +  c    (mod.  X). 

II  faut  donc  qu'on  ait 

«  +  è  +  c^o     (mod.  X); 
et,  comme  ces  trois  nombres  n,  h,  c  sont  congrus  entre  eux,  on  aura 
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enfin  les  congruences 

3a^o,     3b^o,     3c^o     (mod.X), 

qui  ne  peuvent  subsister  que  dans  le  seul  cas  X  =  3. 
Donc  l'équation  proposée 


ne  peut  être  satisfaite  par  des  nombres  complexes  u,  v,  w  dont  aucun 
n'a  le  facteur  i—  a. 

Passons  maintenant  à  la  seconde  partie  de  notre  démonstration, 
dans  laquelle  nous  supposons  qu'un  des  trois  nombres  u,  v,  w  soit 
divisible  par  i—  a.  Soit  w  ce  nombre  divisible  par  i  —  a,  qui  pourra 
contenir  ce  facteur  plusieurs  fois,  et  mettons  (i  —  a)"*»'  au  lieu  de  w, 
en  sorte  que  l'équation  proposée  soit 

II'  -t-  f -^  H-  (i  —  a)"'  '■  w'  =  o. 
Mais  nous  préférons  discuter  l'équation  plus  générale 

n^  -+-  {}'■>  z=E  (a)  (i  —  cf-Y'^w^, 

dans  laquelle  les  nombres  complexes  u,  v ,  w,  premiers  entre  eux ,  ne 
sont  pas  divisibles  par  i  —  a,  et  où  E  (a)  désigne  une  unité  complexe 
quelconque. 

En  décomposant  l'expression  «^4-  v',  on  a 

(m  -h  v).{u  +  a.i>).{u  -+-  a-  v) ...  (m  +  a'—'  v)  =  E(a)  (i  —a)'"'  iv'. 

Ici  les  facteurs  de  ce  produit  ont  tous  le  facteur  commun  i  —  a;  car, 
en  faisant,  comme  ci-dessus, 

«  =  a  -H  (i  —  a)"  P, 

V  =  b  +  (i-a)-^Q, 

on  aura 

u  +  a'^v^a  -\-  b  —  rb{\  —  a)     [mod.  (i  —  a)^j  : 

et  comme  le  facteur  u-h  o!' v  doit  être  divisible  par  i  —  a,  pour  une 
certaine  valeur  de  /■  du  moins,  on  voit  que  a  +  b  doit  être  divisible 
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par  .  -  a ,  et  conséquemraent  par  X.  Cette  congruence  devient  donc 
u-\-a'i>^-rb{i-a)     [mod.  (i  -  a?  ]  ; 

d'où  l'on  voit  que  tous  ces  facteurs  ont  le  facteur  commun  i  -  a,  et 
qu'ils  ne  le  contiennent  qu'une  seule  fois,  excepté  le  cas  de  r  r=  o,  où 

l'on  a 

M  +  v^  =  o     [mod.  (i  —  a)'J. 

Cela  étant,  il  suit  immédiatement  de  l'équation  précédente,  queu+v 
contient  {m  À  -  >,  +  i)  fois  précisément  le  facteur  (i  -  a)  ;  on  pourra 
donc  poser 

u-^  v=^  [i  —  a)  .'■? 

et 

u  -+-  al'v  —  (i  —  a')'f,., 

et,  en  substituant  ces  expressions  dans  l'équation  où  w  -f-  v>  est  dé- 
composé en  X  facteurs ,  on  aura 

(p.  ç,.(p2...  (p;_,  =  E(a)tv^. 

Les  nombres  complexes  <p,  <p„  ?„•■,  <P;-,  «ont  premiers  entre  eux; 
car  tout  facteur  commun  de  9,  et  ?„  ou  de  u  +  a'>  et  m  +  a'v,  divi- 
serait également  les  nombres  (a'  -  c/)«  et  (a^  -  a^^,  dont  le  plus 
arand  diviseur  commun  est  i  -  a.  De  là  on  conclut,  par  la  même 
raison  que  dans  la  première  partie  de  notre  démonstration,  que  les  fac- 
teurs 9,  ?.,  ?„..•,  ?;_,'  premiers  entre  eux,  dont  le  produit  est  égal 
à  une  X'''"*  puissance  multipliée  par  une  unité,  seront  séparément 
des  puissances  du  degré  X  multipliées  par  des  unités.  Donc  on  peut 
poser 


ce  qui  donne 


u 


u  +  rj.''v  —  e,.{(y-)[y—  o.'')tl. 
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pour  toutes   les  valeurs  de  r  =  i,  a,  3,...,  (X  — i).   En  changeant  la 

valeur  de  r  en  s,  on  aura  aussi 

M  +  aH>  —  es{a){\  —  aJ)t], 

et,  en  éliminant  u  et  v  de  ces  trois  équations,  on  trouve 

e,(a)  e,(a)(i  — aO  (l— a')^  ' 

lorsqu'on  y  fait,  pour  abréger, 

<-,(«)  (g- -  g')  (I- g)  _         ,     . 

où  c  (a)  et  E,  (a)  sont  aussi  unités  complexes,  on  aura 

tl-^  i{>y.)t's  —  E,{a){i—a')'"'~'^'w',. 

Les  nombres  complexes  t^,  t^  et  tv,,  dont  les  X""'""  puissances  sont 
données  comme  nombres  complexes  existants ,  doivent  être  nombres 
existants  eux-mêmes;  les  X'^"""  puissances  de  ces  nombres  existants 
seront  donc  congrues  à  des  entiers  non  complexes  pour  le  module  X, 
et  l'on  aura 

ti  =  k,     tl  =  k'     (mod.  X), 

et,  couime  la  puissance  {i—  a)'"'"'''  est  divisible  par  X,  si  le  nombre 
entier  m  est  plus  grand  que  l'unité,   cette  équation    donne  la  con- 

gruence 

A- -H- e(a)A-'^o     (mod.  X). 

En  déterminant  le  nombre  c  par  la  congruence 
k  -+-  cA'^o     (mod.  X), 

on  aura 

£(a)^c     (mod.  X), 

et  l'unité  a  (a),  congrue  à  un  nombre  entier  non  complexe  [tour  le 
module  X ,  doit  être  égale  à  une  X""""  puissance  d'une  autre  unité.  Donc, 
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en  posant 

£(a)  =  £,(«)',     s,{a)t,  —  \',     et     t,  —  u^, 

l'équation  précédente  devient 

u\  -+-  v\  =  E,  (a)  (i  —  a)^'"""'"  tv,. 

Voilà  une  équation  qui  ne  diffère  de  l'équation  proposée,  dont  elle 
dérive,  qu'en  ce  que  le  nombre  m  est  diminué  d'une  unité.  En  appli- 
quant la  même  méthode  à  la  nouvelle  équation  ^  on  obtiendra  une 
équation  entièrement  semblable,  dans  laquelle  le  nombre  m  sera  dimi- 
nué de  deux  unités;  et,  en  continuant  cette  réduction,  on  parviendra 
nécessairement  à  une  équation  semblable,  dans  laquelle  m  est  réduit 
à  la  valeur  to  =  i.  La  même  méthode  de  réduction  ,  dans  laquelle  m 
était  supposé  plus  grand  que  l'unité,  n'est  plus  applicable  à  l'équa- 
tion 

M' +  t'^  :=  E(a)  (i  —  ay  M", 

mais  il  est  facile  de  démontrer  que  cette  équation  ne  peut  jamais  avoir 
lieu.  Pour  cela,  il  suffit  de  démontrer  que  la  forme  u^^  v^.,  étant  divi- 
sible par  I —  a,  doit  nécessairement  contenir  ce  facteur  ().  -t-  i)fois  au 
moins. 

En  effet,  en  prenant,  comme  ci-dessus, 

u  =  a -h  {ï  —  a.)''P,     i>  =  b -i- {i  —  afQ, 
on  aura 

u  -h  cff  v^a  +  b  —  rb{i—  7.)     [ mod.  ( i  —  a)'* ], 

et  comme ,  pour  une  certaine  valeur  de  r,  le  facteur  u  -+-  a'  v  de  la 
forme  v'  -+■  v'^  doit  être  divisible  par  i  —  a,  on  aura  nécessairement 
a  -h  b  divisible  par  i  —  a ,  et  conséquemment  divisible  par  / ,  ce  qui 
donne 

M  +  «'"v^  —  rè(i  —  a)      [mod.  (i  —  a)^], 

et,  pour  le  cas  r  =  o, 

u  +  v^o     [mod.  (i —  aV*]. 

On  voit  donc  que  tous  les  facteurs  du  produit 

u^  -i-  v^  =:  (m  +  v).{u-h  av).{u  -+-  a-v)...{ii  -\-  a^-'i') 


Tome  XVI.—  Décembre  i85r. 
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sont  divisibles  par  i  —  a,  et  que  le  premier  facteur  ii  +  v  est  divisible 
par  (i  —  a)-.  Ainsi  le  nombre  des  facteurs  i  —  a  contenus  dans  la  forme 
«^  +  p'  sera  égal  à  X  +  i  au  moins. 
Il  suit  de  là  que  l'équation 

u'  +  V'  :=  E(a).(i  —  a)*  w*. 

dans  laquelle  la  forme  w  -+-  v^,  divisible  par  (i  —  a)' ,  n'est  pas  divi- 
sible par  (i  —  a)-*"*"',  ne  pourra  jamais  subsister,  et  nous  en  concluons 
que  l'équation 

«'  +  i/^  =  E(a).(i  —  a)"''''.w^ 

dont  elle  dérive  est  aussi  impossible. 

Le  théorème  de  Fermât,  en  tant  qu'il  est  rigoureusement  démontré 
dans  ce  qui  précède ,  pourra  donc  s'énoncer  comme  il  suit  : 

Si  ),  esl  un  nombre  premier^  qui  n'est  contenu  dans  aucun  des 

premiers  nombres  bernoulUens  comme  facteur  du  numérateur,  Vé- 
(juatinn 

W  -I-  V  -t-  w  =  o 

ne  peut  avoir  lieu,  ni  pour  des  valeurs  entières  non  complexes  des 
nombres  u,  f,  iv^  ni  pour  des  valeurs  complexes  de  ces  nombres  formées 
avec  les  racines  de  l'équation  a'=  \ . 

D'après  les  valeurs  calculées  du  premier  facteur  du  nombre  des 
classes  H,  que  nous  avons  données  à  la  fin  du  §  Vlll  de  ce  Mémoire, 
dans  la  première  centaine,  il  n'y  a  que  les  trois  nombres  premiers 
>.  ==  37,  X  =  Sg  et  À  =  67,  qui  sont  exceptés  de  notre  démonstration . 
parce  qu'ils  se  trouvent  respectivement  comme  facteurs  du  seizième, 
du  vingt-deuxième  et  du  vingt-neuvième  nombre  bernouUien.  Pour  de 
telles  puissances  qui  se  présentent  comme  cas  exceptionnels  de  notre 
démonstration  ,  il  reste  encore  à  démontrer  que  le  théorème  de  Fermai 
a  lieu  en  vérité,  ou  à  trouver  les  solutions  de  l'équation 
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Sur  un  théorème  relatif  aux  courbes  à  double  courbure, 
Par    m.    J.-A.    SERRET. 


Dans  un  Mémoire  publie  au  tome  précédent  de  ce  Recueil,  M.  Bertrand  a  démontre 
que  les  normales /^WHa>«/t'.v  d'une  courbe  à  double  courbure  donnée  ne  peuvent  être 
les  normales  principales  d'une  autre  courbe,  à  moins  qu'il  n'existe  une  relation  linéaire 
entre  les  de.ix  courbures  de  la  courbe  donnée.  On  démontre  ce  théorème  d'une  manière 
très-simple  et  très-élégante  en  faisant  usage  des  formules  que  j'ai  données  dans  un 
Mémoire  qui  fait  partie  du  présent  volume  (page  iqS). 

Soient  x,  7,  z  les  coordonnées  rectangulaires  de  la  courbe  donnée;  «,[!,■/;/.,  -j-  ,  v , 
-'  u  ,  ^  les  angles  formés  avec  les  axes  par  la  tangente ,  par  l'axe  du  plan  osculateur,  et 
par  ia  normale  principale  respectivement;  ds  la  différentielle  de  l'arc  de  la  courbe.; 
p  le  rayon  de  la  première  courbure;  et  r  le  rayon  de  la  deuxième  courbure  ou  le  rayon 
de  torsion.  On  a  {voyez  le  Mémoire  cité  plus  haut) 

I  (fe  ds  d.\ 

(,)       ./cosa  =  -cos?,      ,/cos>  =  ^cos?,      rfcosÇ  =  --cos«-  ^.  cos;.. 

Des  formules  semblables  ont  lieu  à  l'égard  «les  deux  autres  axes  coordonnés. 

Cela  posé,  cherchons  la  condition  pour  que  les  normales  principales  de  la  courbe 
donnée  soient  aussi  celles  d'une  autre  courbe.  Soient  .r, ,  > , ,  s,  les  coordonnées  de 
cette  deuxième  courbe,  ds.  la  différentielle  de  l'arc,  et  d.,  l'angle  de  contingence.  On 
doit  avoir,  a  étant  une  constante, 
(î)  .r,  =  x  +  «cos?  et  (3)  d£  =  cosi.do,. 

Diffuentianl  l'équation  (2) ,  il  vient,  à  cause  de  dx  =  dscosx, 
dx,  =  \  (  '  —  "  )  ^°^  a  —  -  cos  >      d.i; 
de  cette  équation  et  des  deux  autres  semblables  relatives  aux  axes  des  >   et  des  0  ,  on 

on  a  ,  d'après  '"ela , 

s  [(-7) 


déduit 


î^'  =  1  1  (  I  —  -  ^  cos  =t cos  , 
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(lifférentianl  cette  dernière  équation  et  comparant  le  résultat  avec  l'équation  (  3  ) ,  il 
vient 

I  —  [aa —  I  cos>  =  o. 

Il  est  évident  que  cette  équation  aura  lieu  encore  si  l'on  remplace  a,  à,  |  par  6,  p,  u 
ou  par  y ,  V ,  ç  respectivement  ;  d'où  il  suit  que  les  coefficients  de  ces  Ç,  cos  a,  cos  >. 
sont  nuls.  On  a  donc 

(5)  ^«rf_+(,_-J__=o. 

I        I  rfR  _ 

Ces  équations  (5)  sont  le  résultat  de  l'élimination  de  x, ,  /,,  s,,  entre  les  équa- 
tions (2),  (3)  et  les  quatre  semblables  relatives  aux  axes  des  j  et  des  2.  Les  deux  der- 
nières ne  contiennent  que  p  et  r,  car 


«=\/(-")"-=;. 


et  elles  conduisent  au  même  résultat  par  l'intégration.  On  déduit  de  l'une  ou  de  l'autre 

a       b 

(6)  -  +  ,  =  ■' 

b  désignant  la  constante  arbitraire.  Telle  est  la  condition  à  laquelle  doit  satisfaire  la 
courbe  donnée  pour  que  ses  normales  principales  appartiennent  à  une  autre  courbe . 
Quant  à  la  première  des  équations  (5),  elle  fait  connaître  l'angle  de  contingence  du  de 
la  seconde  courbe. 


FIN    DU     SEIZIEME    VOLUME 


PABIS.  —  IHI-BIMERIE  DE  DACBELIEB  , 

rue  du  Jardinet .  i-j. 


4.         '        r>. 


ô\ 


tonuaissancc  (tes  Temps.    i854. 


?'/,,,vV,     „,-f^/r//,-    ,/   /,^    ■   4i/,^/,,y,   ,/.<    ^.v//./     /!-.//'  .    //..     ■   X^v/-/..// 


Coimaissaïui-  dos   Temps     iSr^  . 


9 


--.^/v//    „,v,,<y/,     ,/    A,    -    -^//^^//.v/    ./.i     /^,y/,.^,    /,,^,'  ■     //'■     y/^/,.u-. 


Journal  de  mathématiques 
pures  et  appliquées 


L_ 


\, 


V^ 

/-f..;. 


PLEASE  DO  NOT  REMOVE 
CARDS  OR  SLIPS  FROM  THIS  POCKET 

UNIVERSITY  OF  TORONTO  LIBRARY 


,«ik. 


r  -^ 


> 


^Ci^i  V  '  :  --^ 


«-^i 


V  ■    5' 


^^r*^ 


.  ^Vu  >. -^.ri 


'#î'l'  .*^. 


*~X^ 


